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(*)  Quando  nel  1839  feci  tenere  al  Sig.  Poinsot  un  mio 
saggio  di  geomelria  analitica ,  fondato  sui  principii  medesi- 
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mi  di  cui  fo  uso  in  questa  meccanica  e  chc  espongo  nel- 
r  Appendice,  egli  si  degnô  incoraggiarmi  colla  letlera  se- 
guente,  meritevole  di  esser  cono^ciuta  in  grazia  de'  concel- 
ti  filosofici  che  vi  si  trovano  espressi. 

—  Je  viens  de  parcourir  votre  ouvrage ,  et  je  puis 
vous  dire  avec  satisfaction  que  je  n'  y  ai  rien  trouvé  qui 
ne  m*  ait  paru  clair ,  exact ,  et  fait  dtins  un  très  bon 
esprit.  Cette  méthode  des  projections  est  en  effet  une  des 
meilleures  pour  démontrei'  et  découvrir.  Elle  a  le  vrai 
caractère  qui  appartient  à  toute  bonne  doctrine  ;  je  veux 
dire  qu'elle  est  appropriée  à  la  nature  même  de  V esprit 
humain.  Car  au  fond  tout  notre  art  est  de  ramener'  ce 
qui  est  complexe,  ou  varié,  à  ce  qui  est  simple  et  unifor- 
me :  toutes  nos  sciences  ne  consistent  que  dans  une  telle 
réduction.  Or  qu'  y  a-t-il  de  plus  naturel  en  géométrie, 
quand  on  considère  tant  de  lignes  et  de  surfaces  diver- 
sement inclinées  ,  que  de  les  ramener  à  d' autres  qui 
tombent  en  quelque  sorte  dans  le  même  sens,  et  qite  l'on 
compose  entr'  elles  par  la  plus  claire  de  toutes  les  lois, 
qui  est  la  simple  Addition? 

C  est  ce  qu'  on  fait  partout  en  Mécanique,  et  même 
dans  V  Analyse.  Car  V  étude  des  fonctions  analytiques 
n*  a  elle  même  d' autre  objet  que  la  réduction  de  les  fon- 
ctions si  diverses  à  celles  que  nou9  connaissons  le  mieux , 
telles  que  les  puissances  entières  de  la  variable,  et  que 
nous  regardons  comme  simples,  parce  que,  après  un 
nombre  fini  de  differentiations  successives ,  elles  se  ra- 
mènent à  la  plus  simple  de  toutes ,  qui  est  la  variable 
uniforme  que  V  on  considère.  C  est  V  esprit  de  tout  le 
calcul  différentiel,  sous  quelque  point  de  vue  que  vous 
V  envisagiez. 

Il  me  semble  donc ,  Monsieur,  que  vous  êtes  dans  la 
bonne  voie ,  et  que  vos  élémens  de  mathématiqiies  ne  pou- 
vent  manqtier  rf'  étro  utiles. 
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Agrées ,  Monsieur ,  /'  assurance  </e  la  considération 
la  plus  distinguée  de  voire  très  humble  et  dévoué  ser- 
viteur ,  ^ 

Paris  16  avril  1839. 

Ij.  Poinsot. 


Qaesti  elemejiti  essendo  indirizzatî  air  islruzionc  di  gio- 
vani  occupati  contcmporaneamentû  in  altri  studii,  io  mi 
sono  ingegnato  di«esporli  e  coordinarli  sollo  la  forma  che 
ho  sperimenlato  esscr  la  più  efficace  a  catlivare  la  loro  al- 
tenzione,  schivando  al  possibilc  la  novità  de'vocaboli;  e  se 
mi  sono  permesso  qualche  nuova  defînizione,  ciô  è  stato 
neir  unico  intento  di  esprimer  la  verità  più  fedelmente  e 
compiutamente ,  ed  in  un  linguaggio  più  conforme  a  quello 
ehe  suona  netia  bocca  di  tulli.  Cosi  dalla  definizione  che  io 
<lo  délia  forza  d*  inerzia  (pag.  119),  viene  a  farsi  mani- 
lesto  che  il  vero  anello  di  unione  Ira  la  stalica  e  la  dina- 
mîca  si^è  il  principio  volgare:  »  Non  avvi  azione  che  non 
sia  conlrabbilanciata  dalla  corrispondente  reazione  » 
(pag.  181). 

Da  ultimo  mi  credo  in  obbligo  di  avvertire  che,  se  qiie- 

sta  edizione  è  riuscila  abbastanza  corretta ,  debbo   renderne 

grazic  al  ch.  Dott.  Antonio  Saporetti,  profcssore  di  f4alcolo 

sublime,  il  quale  si  è  degnato  gentilmente  e  con  amorc  di 

aiutanni  nella  revisionc  délie  prove  di  stampa. 

D.  Chelim. 
Bologna,  Marzo  1860. 
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costante.  Forze  islanlanee  e  loro  misura.  Pàg.  115. 

3.  Moto  varto.»Per  ogni  durata  infinitesima  il  moto  vatio  si  puô  riguardar  come 
uniforme,  e  T  azioc  variabiie  di  unà  forza  come  costante,  Distinzione  tra 
forza  motrice  e  forza  d'inerzia  di  un  punto.  Reazione  eguale  ed  opposla 
airazione.  Pag.  117. 

3.  Moto  equabilmente  variato ,  e  sue  leggi.  Applicazione  ai  gravi.  Pag.  121. 

'i.  Moto  verticale  de' gravi  ne'fluidi  omogenei.  Moto  discendente  c  molo  ascen- 
denie.  Pag.  126. 

CAPO  II.  Del  moto  curvilineo  nello  spazio. 

» 
J.  1.  La  forza  d'inerzia,  quando   il   moto   è  libcro   nello   spazio ,  è  sempre 
uguale  in  grandezza  e  in  direzione alla  forza  motrice,  e  si  compone  ad  ogn'  i- 

du  u^ 

stante  délia  forza  tangenziaXe  ^"zz  ,  e  dcUa  forza  centripeta  =: —  •  Quan- 
do il  ragglo  Oif,  veltore  del  punto  M,  si  muove  in  un  piano,  l'area  che 
da  esso  si  descrive  gode  di  due  proprietà  notabili.  Pag.  130. 

2.  Proprietà   del  moto  curvilineo  che  si  effettua  sotto  V  azion  di  una  forza  cen- 

trale, cd  in  particolare  quando  la  trajeltoria  è  una  sezione  conica.  Applica- 
zione al  sistema  del  mondo.  Pag.  135. 

3.  Via  de*  gravi  projetti   oeiio   spazio,   facendo  astrazione  dalU  resistenza   del 

mezzo.  Formole  per  dcterminare  tuttc  le  circostanze  del  moto.  Angolo  di 
elevazione  per  colpire  un  dato  scopo.  Punti  che  sono  dentro  o  fuori  délia 
portata  del  tiro.  Limite  mtniroo  délia  forza  d' impulso  per  arrivare  a  uu  da- 
to scopo.  Pag.  Ii6. 

4.  Via  de'  gravi  in  un  mezzo  resistente.  Gaso  in  cui  V  angolo  di  elevazione  è 
piccolissimo.  Pag.   150. 

CAPO  IIL  Del  moto  sopra  una  data  auperficie , 
e  sopra  una  data  curva. 

$.  1.  Queslo  moto  si  puô  considerar  come  libcro  se  alla  supcrflcie  data  s' inten- 
da  sostituila  in  ogn'  istante  una  forza  eguale  ed  opposta  alla  pressione.  Pro- 
prietà notabili  di  qucsto  moto.  Pag.  158. 
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2.  Disccsa  de' gravi  pe' piani  iDclinati,  e  sua  relazione  colîa  discesa  YerlîcaTc. 
Pag.  162. 

3.  Discesa  de*  gravi  per  la  cicloide.  Sola  questa  curva  è  tautocrona ,  e  sola  è 
braehislocroDa.  Pag,  164. 

4.  Discesa  de'  gravi  per  archi  circolari.  Relazi(^ne  Ira  V  aUezza  délia  cadata  e 
)a  velocilà,  la  pressione  ed  il  tempo.  Paj,  173. 

8.  Pendolo  scniplice.  Coodizionc  deirisocronisnio  délie  oscillazioni.  Rclazione 
Ira  la  lunghezza  del  pendolo  ed  il  tempo  dcir  oscillazioae.  Il  pendolo  è  atlo 
a  manifeslare  e  a  misurare  le  yariazioni  deila  gravita.  Pag,  178. 


SEZIONE  II.  Del  moto  de'ftistemi. 


CAPO  I.  Prineipiù  di  unions  Ira  la  Statiea  e  la  Dinamica, 

$.  1.  Le  leggi  del  moto  dc'sistemi  si  riconducono  a  quelle  del  loro  equttibrio 
per  mezzo  del  Prtncipio  di  Reazione.  Distinzlone  a  farsi  iif  questo  princi- 
pio  fecondochè  le  forze  sono  continue  od  istantanee.  Pressioni  e  percussion! 
de'puntl  fissi.  Urto  de' corpi  liberi.  Pag.  181. 

S.  Epilogo  délie  (ormole  generali  relative  alla  composizion  délie  forze,  e  loro 
applicazione  alla  composizione  délie  quantità  di  moto  elementari,  e  delTe 
forze  d' inerzia.  Relazioni  notabili  délie  forze  Risultanti  e  délie  coppie  Rtsul- 
tanti  di  queste  due  specie  di  forze.  Pag.  187. 

3.  Moto  de'Sistemi  libeVi.  Principio  délia  Conservazion  del  moto  del  centro  di 
gravita^  e  Principio  délia  Conservazion  délie  aree  o  de' moment!  délie  quan- 
tità di  m«to.  Pag.  192. 

CAPO  II.  Del  moto  Oi  rotazione  intomo  ad  un  a$$e. 

J.  1.  Proprietà  delta  rotazione  Intorno  ad  un  asse.  Velocità,  ed  accelerazione 
angolare.  Forze  ccntrifughe.  Momcnti  délie  quantità  di  moto  e  délie  forze 
d' inerzia  intorno  air  asse.  Pag.  195. 

S.  Homento  d*  inerzia:  sue  proprietà  rispetto  agli  assi  paralleli.  Pag.  198. 

3.  Pendolo  composta:  sua  riduzione  al  pendolo  sempliee  medianta  il  centro  di 
oscillazione.  Reciprocanza  tra  V  asse  di  aospenstone  e  1'  asse  de'  centri  di 
oscillazione.  Pag.  200. 

4.  Formole  per  la  rotazione  uniforme.  Quando  le  quantità  di  moto  elementari 
equivalgono  ad  una  forza  unica ,  ancbe  le  forze  centrifughe  equivarranno  ad 
una  forza  unica;  e  viceversa.  Urto  cbe  vienc  ail' asse  nell' attoarsi  délia 
rotazione,  e  pression  coiftinua  cbe  ne  segue.  Pag.  202. 

3.  Homenti  d' inerzia  e  raomenti  comple$si  rispetto  a  due  sisterai  di  assi  paral- 
leli ,  uno  de*  quali  sia  coordinato  nel  centro  di  gravita.  Pag.  207. 

C.  Asse  permanente  di  rotazione  e  sue  proprietà.  GU  assi  pemianenti ,  paralleli 
ad  un  data  direzione ,  sono  tulli  conlenuti  in  un  piano  cbe  passa  pel  cen- 
tro di  gravita  ,  o  a  due  a  due  reciproci,  Proprietà  de'  centri  reciproci  di 
pereossa.  Pag.  208. 

7.  Ricerca  analitica  de'  momenti  d'inerzia  doUe  figure  più  scmplici.  Parallclepi- 
pedo;  Ellissoide.  Solidi  di  rivoluziono:  Cono  ;  segmcnto  srorico  e  sue  va- 
rictà;  Cilindro  rctto  e  sue  varictà.  Pag.  218. 
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^  CAPO  itl.  Teoria  genwaU  de*  tnomenli  d' înerzia. 

%,  l.  Assî  d^inerzia  diyergenti  da  un  punto.  Le  loro  lunghczze  dipcndono  dai 
raggi  corrispondenli  di  un  ellissoide  ;  loro  espressione  nel  cangiamento  deU 
le  c«ordinaie.  Pag.  227. 

2.  Gli  assi  prineipali  d*  inerzia  di  un  punfo  sono  dali  in  lunghezza  dalle  ra- 
dici  di  un**  equazione  cobica ,  cd  hanno  la  proprietà  di  csser  tre  assi  per- 
manentl  di  rotazione  e  rellangolari  tra  loro.  Pag.  232. 

3.  Diinoatrazione  diretta  délia  realità  délie  radici  deir  equazione  cubica.  Con- 
dizione  dell^  uguaglianza  di  due  o  di  tulte  e  tre  le  radici.  Pag.  257. 

4.  Formole  cbe  danno  le  direzioni  de*  tre  assi  prineipali  d*  inerzia.  Caso  in  cui 

i  pnnti  si  riferiscono  ai  fro  assi  prineipali  del  centro   di  gravita.  Pag,  242. 

8.  Momento  d*  inerzia  di  an  corpo  rispetto  ad  un  piano,  e  sua  corrclazione 
coT  momento  d*  inerzia  intorno  ad  un  asse  perpendicolare  allô  slesso  pia- 
no. Pag,  248. 

6.  Assi  prineipali  par^lleli  ad  una  data  direzionc.  Goordinate  de'  loro  centri  di  ' 
permanenza ,  e  de'  centri  reciproci  di  percossa.  Pag.  2S2. 

CAPO  IV.  De*  moti  êimuUanei  di  rotazione.  Loro  decomposizionp, 

composizione  e  riduzione. 

%,  i.  Proprielà  geometriche  del  moto  di  un  solido    intorno    ad  un    punto   fisso. 
Pag.  2U9. 

2.  Forroole  nUative  al  moto  ondo  il  cono  mobilo  ruzzola  sul  cono  fisso  dello 
stesso  vertica.  Pag,   262. 

3.  In  qoal   modo  una  rotaz.ione  data  sipuè  dccomporre  in  più  rotazioni  si'mu/- 

tanee  intorno  ad  un  punto  ?  E  le  rotazioni  simultanée  intorno   ad  un  punto 
equivalgono  sempre  ad  una  rotazione  unica  ?  Pag,  2C5. 

4.  In  quai  modo  si  compongono  e  si  decompon^onor  le  rotazioni  simultanée  in- 
torno ad  assi  parallell?  Una  coppia  di  rotazioni  équivale  o  no  ad  un  sem- 
pHc<>  moto  di  traslaziooe?  Pag,  266. 

8.  I  varii  moti  che  possono  agitare  un  solido  in  un  dato  istante  equivalgono 
sempre  a  due  soli  motl  elementari,  1' uno  di  traslazione  e  T  altro  di  rota- 
zione? Corne  si  détermina  l' a$$e  eentrafe  di  questi  moti?  Pag,  267. 

6,  Formole  per  le  quali^  essendo  un  sistema  rigido  in  movimento  intorno 
ad  un  punto  fisso  0,  si  misura  lo  spostamento  istantaneo  di  un  ptfnto 
qualsivoglia  M  del  sistema ,  non  che  1'  area  descritta  dal  raggio  vcttore  OM, 
Moto  apparente,  sia  di  un  punio  fisso,  sia  di  un  piano  fisso,  vedulo  da  chi 
partecipa  al  moto  del  sistema.  Pag,  269. 

7.  Significato  spéciale -délie  forze  d' inerzia  {centripeia  e  tangenziaJe)  rispet- 
to al  cono  mobile,  ruzzolanle  sul  cono  fisso.  Forza  viva  del  sistema  in  sif- 
fatto  movimento.  Pag,  274. 

CAPO  V.  Formole  per  le  quali ,  date  le  forze   esterne   che   agiscono  sopra  un 

sistema  mobile  intorno  ad  un  punto  fisso,  si  détermina  il 

moto  del  sistema;  e  vieeversa, 

$,  I.  Formole  risguardanti  la  coppia  di  moto,  e  la  coppia  dMnerzia  intorno  ad 
an  punto.  Pag.  277. 
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3.  Nel  moto  intorno  ad  un  punto^  il  principlo  di  reazione  si  risolve  in  due  u- 
guaglianze  che  sono:  I*  eguaglianza  iniziale  ira  la  coppia  d*  iropulsote  la 
corrîspondente  coppia  di  moto  ;  e  1*  eguaglianza  continua  fra  la  coppia 
sollecitante  e  la   corrispoudente  coppia  d*  incrzia.  Pag,  S82. 

3.  Dato  che  il  moto  di  un    corpo  riducasi  a  quello  di   un   codo   circolare   che 

ruzzola  equabilmente  sopra  tin  altro  cono  circolare  dello  stesso  fcrlice, 
con  quali  rotazioni  parziali  gireranno  i  due  coni  sut  loro  assi?  E  per 
quai  coppia  sollecitante  si  manterrà  un.  tal  roovimento?  Pag,  S85. 
i.  Per  quale  immagine  ci  è  dato  di  vedere  corne  si  vada  operando  la  preceision 
dcgli  equinozii  e  la  nutazion  dell*  asse  terrestre?  £  dondc  viene  la  cawta 
di  questi  due  moti  ?  Pag,  290. 

CAPO  YI.  Délia  per  cassa  de'  corpi  e  del  moto  che  ne  sequci 

%.  I.  Délia  percossa  contro  un  ostacolo  o  punto  flsso.  Pag.  395. 
S.  De'  movimenti  che  sussistono  dopo  Turto  de'  corpi  liberi  nello   spazio.  Per- 
cossa diretta ,  centrale  ed  eccenlrica ,  e  percossa  obliqaa.  Pag,  308. 

CAPO  Vif.  De'  moti  relattvi ,  ossia  délie   varie  apparenze  che   dehbono  offrira 
i  moti  assoluti  secondo  il  moto  del  êistema  da  cui  si  osservano, 

$.  i.  Principii  generali  per  determinare  la  velocità  relatiya  d' inerzia.   Formole 

gencrali  del  moto  relative.  Pag,  312. 
S.  Applicazione  délie  formole  del  moto  relalivo  alla  cadula  de'  gravi  cd  aile  o^ 

scillazioni  del  pendolo,  per  iscoprirc  in  questi  moti  un   segno  visibila  délia 

rotazion  délia  terra.  Pag,  322. 

Arttcolo  dl  Meccanica  générale. 

Del  principio  che  ri  assume   in  se  la  Meccanica ,  ossia   del  Principio  délie 
velocità  virtuali  e  sue  principal!  applicazioni. 

4.  Velocità  virtuali.  Variazione  inflnitesima  délia  distanza  tra  due  punti ,  espres- 

sa  per  la  difTerenza  délie  velocità  virtuali  di   questi  punti.    Lavoro  di   una 
forza.  Pag,  533. 
2.  Principio  délie  velocità  virtuali  e  sua  dimostrazione.  Pag,  339. 

PRIMA  PARTE.    Corne  dtU  principio  délie  velocità  virtuali  si  deducano 

l'equazioni  dell*  equilibrio, 

$.  i.  Esempii  di  equilibrio.  Leva ,  Vite ,  Sistema  rigido,  e  Filo  flessibile.  Pag.  343, 
2.  Regole  generali  per  trovare  l' equazioni  dell'  equilibrio  de'  sistcmi.  Pag,  346. 

PARTE  SECONDA.  Corne  dal  pHncipio    délie  velocità   virtuali  si 
dedncano  le  proprietà  generali  de'sistemi  in  moto. 

CAPO  I.  Diversi  sistemi  di  formole  a  cui  dà  luogo  la  traduzione  del  prin- 
cipio générale  délia  Dinamica, 

$.  I.  Formole  che  rappresentano  il  principio  générale  délia  dinamica.  Pag,  350. 

5.  Equazioni  difTerenziali  dinamiche  di  Lagrange.  Pag,  382. 
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3»  Equazloni  dtnamiche  dî  Hâmilton.  Pag/Z^^, 

i.  Altni  forma  ûeW  equazionî  différenziali  dinamiche.  Pag,  387. 

•GAPO  fh  Principio  délie  forze  vive,  e  «utf  applicazioni, 

5.  1.  Formola  che  conliene  questo  principio,  e  condiztone  délia  sua  esistenza. 
Forza  vi?a  rispetto  al  ceniro  di  gravita.  Proprietà  délia  forza  viva  di  un  si- 
stcma  quando  la  fonzione  dclle  forze  è  un  differenziale  esatto.  Ptig,  5S9. 

2.  A  qnale  condizione  V  equitibrio  di  un  sistema  è  stabile?  Pag.  363. 

3.  Meir  urto  de*  corpi  e  neU*  esplosionl  quai  cangiamento  avvîcno  neila  forza 
viva?  Pag,  367. 

i.  ID  che  consiste  il  Principio  delta  minore  azione  ncl  moviinento  di  un  si- 
stema?  Pag,  370. 

CAPO  ni.  Caleolo  deW  effttto  délie  Macchine. 

Legge  a  cui  è  sottoraesso  il  moto  délie  Maccbine.  Lavoro  délia  potenza  e  délia 
Retitienza.  Condizione  délia  uniformità  del  moto.  Lavoro  resistente,  distin- 
to  in  utile  ed  in  poiêivo.  Rendita  di  una  Macchina.  Impossibilità  del  mo' 
to  perpeti^o.  Volanli  e  Rcgolatori.  Ulilità  dclle  Maccbine.  Vag,  376. 

LTBRO  TERZO 

Prlnelpii  fondanaentali  délia  Meccanica  de*  flaidl. 


Nozioni  preliminari.  Fluidis  liquidi  cd  aeriformi.  Vapori  e  fluidi    permancn- 
ti.  Pag.  381.  • 

I^ARTE  PRIMA.  Idroslalica. 

SEZIONE  I. 

Dell*  equilibrio  de*  fluidi ,  qualtinque  êia  la  natura  délie- forze  che 

8olleci(ano  le  loro  parti  celle. 

CAPO  I.  Pressionie  idrostalica;  sua  eguaglianza  per  ogni  verso  in  un  dato  pun- 
to  ,  e  sua  egual  trasmissione  in  tulta  1'  esleosione  del  fluido.  La  pressione 
idrostatica  puô  adoperarsi  a  modo  di  Macchina.  Pag,  383. 

II.  Legge  générale  dell*  equilibrio  de'  fluidi ,  esprimenle  corne  varia  da  punlo  a 
punto  la  pressione  idrostatica  in  funzione  dcUa  densilà  e  délia  forza  sollcci- 
tante.  Quai  condizione  dee  veriflcarsi  perche  la  pressione ,  ta  densiià  e  la 
temperatura  siano  coslanti  insiemc  e  cangino  insieme  neir  interno  del  flui- 
do ?  Pag.  387. 

IIL  Superficie  di  livello,  OItre  la  proprietà  di  passare  pei  ponti  di  egual  pres- 
sione, ana  superficie  di  livello  possiedc  quella  di  csser  dappertutto  normale 
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alla  difczion  dclle  forzo  sollecitanii,  o  quclla  di  non  avcr  ncssun  punlo  in 
cômune  colle  altre  superficie  di  livello,  e  d*  ordinario  anche  quella  di  of- 
friro  in  tutti  i  punti  egual  densità  e  temperatura.  AppUcazione  al  nostro 
gloto.  Pag,  392, 

IV.  Condizione  dcU*  equilihrio  di  un  fluido  animato  da  moto  equabilo  di  rota- 
lione,  e  ricerca  délie  corrispondenti  supcrflcie  di  livello.  Dotazione  di  un 
cilindro  pieno  in  parte  di  un  fluido  grave.  Pag.  595. 

V.  A  quai  sisteroa  di  fSrze  équivale  il  sistema  délie  pressioni  di  un  fluido  con- 
tro  la  supcrflcie  di  un  corpo  immerso  ?  Formole  di  relazione  tra  quesle  pres- 
sioni e  le  forze  sollecitanti  il  fluido  rimosso  dal  corpo.  Pag.  399. 

SEZIONE    I. 
Dell*  equilihrio  (W  fiuidi  gravi ,  »ia  llquidi ,  tia  aeriformi. 

CAPO  I.  L'azion  délia  gravita,  dentro  i  iimiti  dclle  distanze  ordinarie,  si  pu6 
riguardare  corne  costante  nella  direzionc  e  nella  intensité.  Pag.  iOO. 

II.  Le  pressioni  di  un  fluido  grave  contre  la  superficie  di  un  corpo  iromerso 
equivalgono  ad  una  forza  unica ,  che  consiste  in  una  tpinfa  continua  ai- 
l* insà ,  eguale  in  valore  al  peso  délia  massa  fluida  rimossa^dal  corpo,  e 
che  si  pu6  supporre  applicata  al  punto  che  fa  il  centre  di  gravita  di  esso 
fluido 'rimosso.  Principio  di  Archimede.  Condizioni  relative  ail*  equilibrlo  di 
un  corpo  immerso^  e  ail' equilibrio  di  liquidi  riposanti  1*  uno  ^ull*  al- 
Iro.  P,ag.  401. 

III.  Délie  diverse  stazioni  di  equilibrio  di  un  Galleggiante.  Esempio  di  un  Prl- 
sma  a  base  triangolare.  Pag.  403. 

lY.  Formola  générale  deir  equilibrio  de*  fluidi  gravi  tanto  liquidi  che  aerifor- 
mi.  Pag.  i07. 

ARTICOLO  I.  Leggi  délia  preuione  idroHatica  nell* equilibrio  de'  liquidt. 

CAPO  I.  Legge  onde  varia  in  un  mcdesimo  liquido  1«  pressione  idrostatica  da 
punto  a  punto.  Pressione  a  diverse  profondità  quando  più  liquidi  riposan* 
gli  uni  sugli  altri.  Altezze  di  livello  ne*  rami  di  un  sifone  pieno  in  parie, 
sia  di  un  solo  liquido,  sia  di  due  liquidi  diversi.  Pag.  408. 

11.  Pressione  idrostatica  ne*  diversi  punti  di  un  piano,  esprcssa  in  funzione 
délie  loro  coordinate.  RisuUante  di  tutlc  le  pressioni  elemcntari  sul  piano, 
e  suo  punto  di  applicazione,  chiamato  centro  di  pressione.  Eseropit.  Pag.  ilO. 

ARTICOLO  II.  Dell' equilibrio  de'  fluidi  aeriformi. 

CAPO  I.  Leggi  statiche  de*  fluidi  aeriformi.  La  densità  e  la  pressione  in  quai 
rapporte  variano  tra  loro  quando  la  temperatura  è  costante?  e  quando  è  va- 
riabile?  e  quando ,  esscodo  uniforme  la  temperatura,  le  altezze  crescono  in 
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ILlliTI  DI  ICCÂlKli 


NOZIONl  PRELIMINARI 


Moto*  quiète*  forase  eommenfiiuralilli  ed  Ineommen- 
irarablli»  loro  ^alori  In  InteiiMltà  e  In  direBione  rc«i 
irtfftlilU  da  llnee  rettei  eq[allllirlo  délie  fforse  «opra 
un  eorpot  slsteml  dl  puntl  materlallt 


1.  Moto   è  passaggio    da  luogo  a  luogo;    quieie  è  permanenza 
nello  stesso  luogo. 

2.  Forza  o  potenza  è  la  causa  cbe  produce  moto  o  tende  a  pro- 
durlo.  Ogni  forza  agisce  con  una  certa  intensitày  e  secondo  una  cer- 
ta  linea  retta  o  direzione, 

a)  Uoa  forza  si  dice  dupla  ,  tripla  ,  quadrupla....  multipla  dî 
an'  altra  se  è  uguale  a  questa  ripetuta  due  y  tre^  quatiro....  moUe 
volte  :  in  corrispoiidenza ,  questa  seconda  forz2(  si  dice  suddupla  , 
guttripla,  êuqquadrupla...  summultipla  délia  prima.  Cosi  il  peso  di 
cinque  libbre  è  cinque  voUe  il  peso  di  una  libbra,  e  questo  è  un 
snqquintuplo  di  quello.  Due  forze  sono  commensurahili  ira  loro  se 
possa  esistere  una  terza  forza  summultipla  di  ciascuna  di  esse:  al- 
trimenti  si  dicono  incommensurabili  tra  loro. 

3.  I  valori  di  più  forze  délia  stessa  specie,  per  esempio  di  pîù 
pesi,  sono  dati  dai  numeri  che  si  otlengono  determinando  il  ra|>- 
porto  di  esse  forze  alla  forza  che  si  prende  per  unità  di  misura ,  e 
pero  sifTatli  valori  sono  dati  ancora  dalle  lungbezze  di  altrettante 
retle  che,  divise  per  l'unità  Hneare,  diano  luogo  agli  stessi  numeri. 

4.  Donde  segue  che  una  linea  retta ,  se  si  supponga  gênera  ta  da 
un  punlo  che  la  trascorra  dalla  sua  origine  al  termine ,  puo  rappre- 
gentare  completamente  una  forza  ;  essendochè  lioi  possiamo  vedere 
nella  origine  y  lunghezza  e  direzion  délia  retta,  il.  punto  di  appli* 
cazionCy  il  valore  e  la  direzion  délia  forza. 


Seconde  questa  conyenzîone,  quando  si  dira  che  piii  forze  P, 
Of  R>  S,  sono  raijpresentate  dalle  relte  OP,  OQ,  OR,  OS  (fig,  1.) 
si  deve  intendere  che  O  è  il-punio  di  applicazione  délie  forze  date, 
e  che  agîscono  rispettivamente  nelle  direzioni  onde  da  0  si  va  ai 
punti  P,  Qy  R,  S,  c  colle  intensità  rappresentate  dalle  lunghezze 
OP,  OQ,  OR,  OS. 

5.  Più  forze  si  dicono  in  equilibrio  sopra  un  corpo  se  non  alte- 
rano  lo  stato  del  corpo  sia  di  quiète,  sia  di  moto. 

6.  Corpo  è  un  aggregato  di  più  particelle  materiali.  Per  materia 
s'  intende  una  sostanza  dotata  d' impenetrabilità  e  d'  inerzia.  Impe- 
netrabilità  è  quella  propriété  per  cui  due  particelle  materiali  non 

.possono  occupare  insieme  lo  stesso  luogo.  Inerzia  è  quella  proprietà 
per  cui  una  particella  di  materia,  abbandonata  a  se  stessa,  non  puo 
alterare  lo  stato  in  cui  si  trova ,  sia  di  quiète ,  sia  di  moto. 

7.  Per  punto  materiale  s'  intende  un  punto  in  cui  si  concepisce 
raccolta  e  concentrata  una  ccrta  quantiià  di  materia.  I  punti  mate- 
riali si  suppongono  spesso  coUegati  in  sistema  sia  per  mezzo  di  ret- 
te  inflessibili  ed  inestendibili ,  sia  per  mezzo  di  fili  anch*  essi  ine- 
stendibîli  ma  perfettamente  ilessibili  ;  ed  il  sistema  cosi  costituito  ora 
è  0  si  riguarda  corne  rigido ,  cioè  di  forma  invariabile ,  ed  ora  è  di 
forma  variabile;  e  si  dice  sistema  libero  quando  non  è  ritenuto 
da  punti  fissi. 

8.  La  Meceanlca  è  la  scienza  che  ha  per  oggetto  le  leggi  che 
presiedono  air  azion  délie  forze  ne'  fenomeni  deir  equilibrio  e  del 
moto ,  ed  è  Statlca  neir  equilibrio ,  e  Dlnamlca  nel  moto. 

Per  facilitare  lo  studio  di  questa  scienza  si  comincia  dal  fare 
più  astrazioni  a  fine  di  raccogliere  e  concentrar  l'attenzione  unica- 
mente  sulle  forze  e  i  loro  punti  di  applicazione.  In  appresso,  di- 
scendendo  dalle  altezze  spéculative,  si  ha  riguardo  aile  cose  quali 
sono  in  natura,  e  si  cerca  di  mettere  in  aperto  le  leggi  reali  se* 
Gondo  cui  si  producono  i  fenomeni  delF  equilibrio  e  del  moto. 


•^^ 


LIBRO    PRmO 


STATICA 

liellnlaioiil.  Biliiiltaiite  e  compoiieiiti.  -  Bltttinttlon^ 
nra  la  «autMi  del  moto  di  tra«lastone  e  la  caa»a  «tel 
moto  dl  rotastones  coppta.  -  Trasporto  del  ponto  dt 
applicastone  di  ana  foraa»  Diirlftlone  délia  litatlea. 

9.  La  Statica  è  la  scienza  che  ha  per  oggctto  le  leggi  che  pr€- 
skdono  alla  composîzione ,  decomposizione  ed  equilibrio  délie  forze, 
sia  quando  sono  applicate  ad  un  punlo,  sla  quando  sono  applicate 
ad  un  sistema  di  punti. 

10.  -Ail^ohèpiù  forze,  per  esempio  quatlro  A,  B,  C ,  D,  sono 
in  equilibrio  sôpra  un  sistema   rigido  e  libero ,  è  manîfesto  cbe  le  ' 
azioni  di  tre  di  queste  forze  saranno  équivalent  ad  un*azione  uni- 
ca  >  eguale  ed  opposta  air  azione  délia  quarta  forza. 

Una  forza,  la  oui  azione  sopra  un  sistema  rigido  e  libero  equi- 
Taïga  aile  azioni  di  piii  altre,  si  dice  la  risultante  di  queste,  che 
De  sono  chiamate  le  componenti.  Cosi  délie  quattro  forze  in  equili- 
brio Ây  Bt  C,  D,  le  tre  B,  C,  D  hanno  per  risultante  —  A^  cioè  una 
forza  eguale  ed  opposta  alla  quarta. 

11.  In  générale:  se  una  forza,  applicata  ad  un  sistema  rigido  e 
Itbero ,  équivale  a  più  altre ,  rivolta  in  verso  contrario  dovrà  esscrc 
in  equilibrio  con  queste. 

12.  Corne  si  distinguono  due  specie  di  moto,  il  moto  di  trasla- 
ziene  ed  il  moto  di  rotazione^  cosi  è  naturale  che  vengano  distin- 
te 1'  una  dair  altra  e  studiate  a  parte  le  cause  che  li  producono. 
Nella  dinamica  si  dimostra  che  la  causa  del  moto  di  iraslazione  puè 
ridnrsi  ad  una  semplice  forza  applicata  al  centro  di  gravita  del  mo- 
bile, e  che  la  causa  del  moto  di  rotazione  puo  ridursi  ad  una  for- 
xa  complessa  chiamata  coppta. 

La  coppia  (P,  —  P)  consiste  neir  azione  simultanea  di  due  for- 
ze parallèle,  eguali  e  contrarie  AP ,  BP  (fig.  2). 

13.  Proposiziene  L  Le  due  forze  di  una  coppia  (  P,  —  P)  non 
possono  equivalere  ad  una  semplice  forza  R,  ne  farsi  equilibrio  tra 
loro. 

Dimostrazione.  I.  Pel  pnnto  di  mezzo  C  délia  relta  AB  {fig.  2.) 
aile  cni  estremîtà  sono  applicate  le  due  forze  P,  —  P,  s'  intenda  con- 
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doua  la  linea  DE  parallela  aile  dîrezioni  délie  due  forze  c  proliin- 
gâta  air  înGnito.  Questa  retta  sarà  simmetrica  rispelte  aile  dîre- 
zioni di  esse  forze,  e  per  ragione  di  silTatta  sîmmetria  la  loro  ri- 
siiltante  R,  ove  esista,  dovrà  cadere  sopra  qnesla  retta.  Iroperocchc 
se  un  ragionamento  rigoroso  potesse  dimostrare  che  la  risultante  A 
cade  fuori  e  da  un  certo  lato  délia  retta  DEy  lo  stesso  ragionamen- 
to (  cangiando  nelle  sue  premesse  V  ordine  délie  due  componenti 
Py  —  P)  dimostrerebbe  neeessariamenle  che  la  risultantc  dee  cade- 
re «in  un'  altra  posizione  simmetrica  délia  précédente  ,  ed  essere 
=:  —  R  cioè  parallela  ed  uguale  ad  /{  e  diretta  in  senso  contrario, 
y  j  GaAghnnh)  la  direzione  di  quest'  nltima  risultante  ( —  A)»  si  doTreb- 
be  ayer  V  equilibrio  tra  le  due  forze  R,  R  parallèle,  uguali  e  diret- 
te  nel  medesimo  senso  :  assurdo.  Ma ,  supposto  che  la  risultante  R 
cada  sulla  retta  DE,  non  aTTÎ  ragione  per  cui  essa  debha  agire  piut- 
tosto  nel  verso  deir  nna  che  dell'altra  délie  due  componenti  P,  —  P. 
Cosi  è  certo  che  le  due  forze  di  una  coppia  non  possono  equiyale- 
re  ad  una  sempUce  forza. 

11.  Inoltre  non  possono  farsi  equilibrio  tra  loro.  Imperocchè  se 
riguardiamo  la  retta  ÀB  corne  una  verga  rigida  e  girevole  intorno  al 
punto  di  mezzo  C,  è  chiaro  che  questa  retta  sospinta  dalle  due  forze 
APy  DP  a  girare  per  lo  stesso  verso  non  potrà  certamenlo  rimaner- 
si  immobile,  come  pur  dovrebbe  se  le  forze  délia  coppia  erano  già 
in  equilibrio  tra  loro. 

14.  Prop,  II.  Il  punto  di  applîcazi'one  di  una  forza  P  pno  iras- 
portarsi  da  un  punto  A  ad  un  altro  B  délia  dlrezion  délia  forza, 
purchè  il  nuovo  punto  sia  invariabilmente  connesso  col  primo:  Tef- 
fetto  délia  forza  sarà  lo  stesso  ne'  due  casi. 
Dim,  Applichiamo  al  nuovo  punto  B  due  forze  in  equilibrio  P',  —  P' 
eguali  tra  loro  ed  alla  forza  P  ed  agenti  secondo  la  retta  AB  (fig.  3.). 
È  manifesto  che  V  efTetto  délie  tre  forze  P,  P,'  —  P'  sarà  équivalen- 
te a  quello  délia  sola  forza  P  applicata  in  A.  Ma  la  forza  —  P'  ap- 
plicata  in  B  fa  pure  equilibrio  alla  forza  P  applicata  in  A,  non  po- 
tendo  dalle  azionl  uguali  ed  opposte  di  queste  due  forze  nascere  il 
moto  di  AB  piutlosto  da  un  lato  che  dair  altro. 

L*  efTelto  adunque  délie  tre  forze  P,  P\  —  P*  si  manifesta  équi- 
valente sia  alla  forza  P  applicata  in  A ,  sia  alla  forza  P'  applicata 
in  Bj  secondochè  si  consideri  V  equilibrio  tra  le  duc  forze  P',  —  P*, 
ovvero  tra  le  due  P,  —  P'. 

a)  Corollario.  Due  forze  parallèle  ed  uguali  P,  P'  applicate  ad  un 
sistema  rigido  e  Hbero  non  possono  essere  equivalenti,  salvochè  le 
loro  dirczîoni  non  si  confondano  colla  retta  che  unisce  i  loro  punti 
di  appllcazîone  A^  B,  Infatii  se  le  due  forze  sono  equivalenti,  Tuna 
P'  rivolta  in  verso  contrario  dovrà  essere  in  equilibrio    coir altra  P; 


ora  sî  è  veduto  che  due  forze  parallèle,  Bgoali  e  contrarie,  qnali 
P,  —  P',  non  possono  eqailibrarsi  salYOchë  le  loro  direzioni  nOa 
si  eonfondano  sulla  retta  ÀB. 

N.  B.  Quando  si  cangerà  il  punto  di  application  di  una  forza , 
si  deve  sempre  sottintendere  che  il  nuovo  piinto  di  applicazione  è 
invariabilmente  connesêo  col  primo. 

15.  Le  leggt  per  la  composizione ,  decoraposizione  ed  equilibrio 
délie  for^e  possono  riferirsi  a  quattro  capi ,  seeondochè  le  forze  sono 
concorrenti  in  un  pnnto ,  o  sono  parallèle ,  o  consistono  in  coppie , 
0  flnalmente  se  agiscono  sopra  un  sistema  qualsivoglia  di  forma  m- 
variabile.  In  due  altri  capi  si  applicheranno  queste  leggi  athr-riceri* 
ca  deir  equilibrio  di  alcuni  sistemi  di  forma  variabile,  ed  alla  ri- 
cerca  de'  ceniri  di  gravita. 


CAPO    I. 


I^ni  per  le  for  se  appllcate  ad  an  punto. 


S  I.  Legge  rappresentata  dal  parallelogrammo ,  ed  in  génère 
dalla  linea  poligona.  —  Applicazione  alla  composizione ,  deeompo^ 
sizione  ed  equilibrio  délie  forze. 


16.  Più  forze  applicale  ad  un  punto,  se  non  si  equilibrano,  equi- 
valgono  sempre  ad  una  forza  unica ,  valc  a  dire ,  hanno  gempre 
una  risultante. 

Infatli  il  moto  che  il  punto  prenderà  o  tenderà  a  prendere  per 
r  azîon  simultanca  délie  forze  date,  avendo  necessariamente  una  di- 
rezion  determinata,  si  potrà  riguardare  corne  prodotto  da  una  forza 
unica  che  agiscc  secondo  silTatta  dirczione. 

17.  La  risultante  OR  di  duc  forze  OP,  OQ  applicate  ad  un  pun- 
to O  (fig.  4),  é  compresa  nel  piano  di  queste  due  forze,  ed  in 
particolare  nel  loro  angolo  :  e  di  più ,  se  le  due  forze  sono  eguali , 
essa  é  dirctla  secondo  la  linca  che  divide  in  mezzo  il  dello  angolo. 

Dim.  Siccome  il  piano  délie  due  forze  componcnli  divide  tulto 
lo  spazio  in  due  regioni  simmetriche,  cosi  ë  chiaro  non  esservi  ra- 
gione  per  cui  la  risultante  debba  caderc  fuori  di  esso  piano  piulto- 
%io  in  una  di  queste  regioni  che  neir  altra. 


In  seconde  laogo ,  il  punto  di  applicazîone  0,  sospinto  dair  azion 
simaltanea  deUe  due  forze  OP,  OQj  è  costretto  a  de?iarc  dalia  dî- 
rezione  di  ciascuna  di  esse  per  accostarsi  a  quelia  deU'allra»  e  per 
conseguente  a  muoversi  per  entro  al  loro  angolo,  qualunque  sia  la 
intensilà  délie  due  forze. 

Chè  se  le  due  componenti  sono  eguali,  saranno  sitnmetriche  in- 
torno  alla  linea  che  divide  per  melà  il  loro  angolo.  Questa  linea  se- 
gnerà  dunque  la  direzione  délia  risultante  OR, 

Proposlsione    ronclamcntale. 

18.  Due  forze  P,  Q  applicate  ad  un  punto  0  e  rappresentale 
dai  lati  OPy  OQ  di  un  parallelogrammo ,  equivalgono  ad  una  forza 
R  rappresentata  dalla  diagonale  OR  del  parallelogrammo  {fig.  5). 

DimoatraBione. 

La  dimostrazione  comprende  due  parti,  dovendosi  provare  che  la 
diagonale  OR  rappresenta  la  risultante  R:  1.®  nella  direzione,  2.*  e 
nella  intensità. 

Ma  innanzi  tutto  è  bene  avveriire  che,  se  neir  atto  del  ragîona- 
mento  riguarderemo  il  parallelogrammo  OPQR  corne  un  sistema  ri- 
gido,  cîô  non  pu6  alterare  in  nulla  la  verità  della  conclusions  os- 
sîa  della  nostra  proposizione ,  siccome  affatto  indipendente  da  taie 
supposto. 

Prima  parle.  Le  forze  P,  Q  possono  cssere  commensurahUi  tra 
loro  od  incommensurabili, 

Sîano  dapprîma  entrambe  commensurabili  da  una  terza  forza  f, 
talchè  si  abbia 

P  =  mf,    Q  =  nf, 

essendo  m  ed  n  due  numeri  interi.  Immaginiamo  dlvisi  i  due  lati 
OPy  OQ  V  uno  in  m  parti  uguali  OA,  AA'  etc.,  e  V  allro  in  n  par- 
ti uguali  OB,  BÏÏ  etc.  :  queste  diverse  parti  si  potranno  riguardarc 
corne  rappresentanti  le  m  e  le  n  forze  f  di  cul  sono  composte  le 
due  forze  date  P ,  Qy  e  V  origine  di  ciascuna  parte ,  corne  il  punto 
di  applicazione  della  forza  f  corrispondente  (14).  Dai  punti  di  divi^ 
sione  di  ciascuno  de'  due  lali  OP ,  OQ  si  concepiscano  tirate  altrct^ 
tante  linee  parallèle  air  altro  lato,  quali  sono  per  esempio  le  Bb , 
ffb'  :  queste  linee  divideranno  il  parallelogrammo  POQR  in  rombi 
tutti  eguali  tra  loro,  quali  i  due  AOBc,  Ace* A', 


Cio  posto,  osservlamo  che  nel  primo  rombo  AOBc  le  due  forze 
OÂy  OBy  essendo  eguali,  si  compongono  in  una  risultante  che  di- 
videra  per  mezzo  il  loro  angolo  AOB  secondo  la  direzione  Oc ,  e 
cbe  perd  .si  possono  soppor  irasportate  parallela mente  a  se  stesse  nel 
pHDto  c  (14),  e  quiri  rappresentate  dalle  rette  Bcy  Ac  coi  punli  dî 
applicazione  in  2^  ed  in  ^4  ;  yale  a  dire ,  aUe  due  forze  uguali  rap^ 
presentate  dai  lati  OA,  OB  del  rombo  AOBc  $i  possono  surrogare 
due  altre  forze  rappresentate  dai  lati  opposti  Be,  Ac. 

Nel  modo  stesso  si  pro?a  che  ,  nel  secondo  rombo  Ace*A\  aile 
due  forze  ugnali  rappresentate  dai  lati  AA\  Ac  si  possono  surroga- 
re due  altre  forze  rappresentate  dai  lati  opposti  cc\  A'c\  Continuan- 
do  la  stessa  operazione  nel  passare  dair  une  aU'altro  degli  m  rom- 
bi  nguali  onde  si  compone  il  parallelogrammo  POBb,  tutte  le  forze 
mf  applicate  snlla  retta  OP  si  troveranno  successi  va  mente  trasporta- 
te  sulla  retta  Bb,  e  si  potrà  conchiudere  evldentemente  che  :  Aile 
due  forze  rappresentate  dai  lati  OP ,  OB  del  parallelogrammo 
POBb  si  possono  surrogare  due  altre  forze  rappresentate  dai  lati 
opposti  Bb,  Pb. 

£  se  ora  applichiamo  la  medesima  conclusione  al  secondo  bBB'b\ 
e  poi  al  terzo,  al  quarto  etc.  degli  n  parallelogrammi  uguali  di  cui 
si  compone  il  parallelogrammo  totale  POQR,  si  farà  manifesto  che: 
Allé  due  forze  rappresentate  dai  lati  OP,  OQ  si  possono  surrogare 
nel  punto  R  due  altre  forze  rappresentate  dai  lati  opposti  QR, 
PR,  £  adunque  provato  che  la  risultante  délie  due  forze  jP,Q,  poten- 
dosi  supporre  applicata  tanto  al  punto  0  quanto  al  punto  R,  è  ne- 
cessariamente  dlretta  secondo  la  diagonale  OR  che  unisce  i  due  pun- 
tî  di  applicazione  (14,  a  ). 

Supponiamo  adesso  che  le  due  forze  OP,  OQ  sîano  incommen- 
surabili.  La  direzione  délia  risultante  R,  sq  in  questo  caso  non  si 
confonde  colla  diagonale  OR,  nell'  uscire  fuori  del  parallelogrammo 
POQR  segherà  necessariamente  uno  de'  due  lati  QR,  PR,  per  esem- 
pio  QR  in  qualche  punto  R!.  Ci6  supposto,  da  R!  tiriamo  parallela- 
mente  a  QO  una  linea  che  incontri  OP  in  P'  (fig,  6.  ) ,  e  prendia- 
mo  per  nnità  di  forze  una  forza  f  che  sia  un  summultîplo  di  OQ 
ma  minore  di  P'P,  La  forza  f,  non  essendo  summuUipla  dî  OP 
(2,  a),  sara  contenuta  in  OP  un  certo  numéro  di  Yolte  con  un  re- 
sidno  pP  minore  di  f,  e  perô  di  P'P.  Le  forze  rappresentate  da  Op 
e  da  OQ  saranno  commensurabili  tra  loro,  c  si  comporranno  in  una 
forza  r  diretta  secondo  la  diagonale  Or  del  parallelogrammo  costrui- 
to  sulle  rette  Op,  OQ,  prese  per  lati,  diagonale  compresa  evidente- 
mente  nell'  angolo  POR!,  Cosi  V  azione  délie  due  forze  Op  ed  OQ 
equivalendo  a  quella  délia  forza  unica  r ,  1'  azione  délie  tre  forze 
Op,  pP,  OQ,  ossia  délie  due  OP,  OQ  equivarrà  air  azione  délie 
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dne  forze  Or  e  pP  { sopponendo  V  ultima  traspoiiata  in  O).  Ma  la 
risultante  éi  Or  e  éipP ,  dovendo  cadere  dentro  Tangolo  pOr  (17), 
non  puô  dunqoe  eaderne  al  di  fuori  in  Olf  corne  si  è  sapposto.  È 
adunque  assurda  V  ipoteû  che  la  direzione  délia  risullante  délie  due 
forze  OP,  OQ  cada  foori  délia  diagonale  OR. 

Seconda  parte,  Dico  in  seconde  iaogo  che  la  diagonale  OR  rap- 
présenta  la  risultante  R  non  solo  nella  direzione,  ma  eziandio  nel- 
la  intenêità. 

Applichiamo  nel  punlo  O  due  forze  —  P ,  —  Q  eguali  ed  oppo- 
ste  aile  componenti  OPy  OQ.  Le  tre  forze. 

—  P,  —  0.  R 

si  faranno  eqnilibrîo  intomo  al  punto  O  (10),  e  pero  nna  qnalun* 
que  dt  esse,  per  esempio  —  P,  applicata  in  verso  contrario  alla 
sua  direzione,  ossia  rappresentata  da  OP,  sarà  la  risultante  délie 
altre  due  forze  —  0  ^  R.  Qnindi  se  prolunghiamo  QO  in  OQ'  =  QO 
(fi9-  7-  )f  ®  si  unisca  Q'  con  P,  nel  parallelogrammo  ROQ'P  la 
forza  OP  rappresenterà  la  risultante  délie  forze  —  Q  ed  A.  Ma  la 
forza  R  diretta  secondo  OR ,  e  che  sin  qui  era  incognita  nella  in- 
tensità,  ove  si  componga  colla  forza  OQ' ,  non  puô  dar  luogo  alla 
risultante  OP  salvochè  non  sia  precisamente  egnale  a  OAî-tnrichè, 
se  fosse  più  grande  o  più  piccola  di  OR,  composta  con  OQ^  dareb- 
be  una  risultante  non  diretta  secondo  OP,  e  perô  diversa   da  OP. 

Ecco  adunque  provato  per  ogni  parle  che  due  forze  P,  Q  rap- 
presentate  dai  lati  OP,  OQ  di  un  parallelogrammo  si  compongono 
in  una  forza  unica  R  rappresentata  dalla  diagonale  OR  dello  stesso 
parallelogrammo. 

Corollarll* 

19.  Se  r  una  OP  délie  due  forze  OP,  OQ  cresce,  rimanendo 
r  allra  costante,  la  direzione  della  risultante  OR  si  accosta  alla  di- 
rezione délia  forza  crescente. 

20.  Fra  due  forze  P,  0  e  la  loro  risultante  R  avvi  questa  rela- 
zione ,  che  ciascuna  délie  tre  forze  è  proporzionale  al  seno  deWan- 
golo  compreso  tra  le  altre  due ,  vale  a  dire  : 

P  Q  R 


sen.(RQ)  sen.(PR)  $en.  (PQ)   ' 

essendochè  nel  triangoto  OPR  (fig.  7.  )  i  lati  OP ,  PR,  OR,  che  rap- 
presentano  in  grandezza  e  in  direzione  le  tfc  forze  P,  Q,  R,  sono 
proporzionali  ai  seni  degli  angoli  oppostî. 
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2t.  Onde  tre  forze  P ,  Qj  R,  in  eguilibrio  intorno  ad  un  punto^ 
debbono  trovarsi  in  uq  medesimo  piano,  e  ciascuna  esser  propor- 
zionale  al  seno  deli'  angolo  compreso  tra  le  altre  due. 

22.  £  due  qualunque  di  esse,  per  esenipio  P,  Q  (fig,  8) ,  stan- 
no  ira  loro  in  ragion  inversa  délie  perpendicolari  CÀ,  CE  condoUe 
sulle  loro  direrioni  da  un  punto  C  preso  ad  arbitrio  sulla  direzion 
délia  ierza  A.  Infatti  i  due  triangoli  rettangoli  CAO,  CBO  danno 

àC  cr 

r  =  «en.  (PR) ,  — -  =  sen.  (RQ). 


OC  ^      "    OC 

Per  quesle  relazioni,  la  proporzione  T^r^rr  —   .  „„  v 

^  >       I     f  $en.{RQ)  sen.(PR) 

PO 

si  muta  in  -— -  =  -j-  ,  ed  è  palese  che   ccsserebbe  di  csislcre  se 

il  punto  C  fosse  preso  fuori  délia  direzione  délia  forza  R. 

Inoltre  cotesta  proporzione  dovendo  continuare  a  sussistere  qua- 
lunque sia  la  lontananza  del  punto  0,  sussisterà  eziandio  nel  caso 
limite,  cioè  nel  easo  che  le  forze  siano  parallèle  {fig,  9). 

23.  Prohlema.  Date  più  forze,  per  esempio  quattro,  rappresen- 
tate  dalle  rctte  OA,  Ob,  Oc,  Od  (fig.  10),  trovare  la  loro  risul- 
lante. 

Soluzione,  Sulle  prime  duc  forze  OAy  Oh  prcse  per  lali  si  for- 
mi  il  parallclogrammo  OABb:  la  diagonale  OB  rappresenterà  la 
risultante  di  queste  due  forze.  Su  questa  diagonale  OB  e  sulla  ter- 
za  forza  Oc  si  formi  il  nuo?o  parallclogrammo  OBCc:  la  nuova 
diagonale  OC  sarà  la  risultante  délie  prime  tre  forze  OA,  Ob,  Oc. 
Proseguendo  cosi,  V  ultima  diagonale  OD  sarà  la  risultante  di  tutte 
le  forze  date. 

In  cotesti  parallelogrammi  successi?i,  i  lati  AB,  BC,  CD  parai* 
leli  aile  forze  date  formano  evidentemente  un  poligono,  il  qualc  è 
chiuso  dair  ultima  diagonale.  Dunque  : 

«  Per  trovare  la  risultante  di  più  forze  date  si  formi  una  lînea 
poligona  i  lati  dclla  qnale  (a  cominciare  dal  punto  oui  sono  appli- 
cale  le  forze)  siano  successivamente  paralleli  cd  uguali  a  ciascuna 
délie  forze ,  e  diretti  nel  medesimo  senso  :  la  risultante  sarà  la  ret- 
ta  chè  va  dal  punto  iniziale  al  punto  finale  di  siiTatta  linea  poligo- 
na. »  Quindi  : 

24.  Allorchè  la  linea  poligona  che  rappresenta  le  forze  in  gran- 
dezza  e  direzione  ri  ma  ne  chiusa  ^al  lato  che  rappresenta  V  ultima 
forza,  la  risultante  sarà  nulla,  e  le  forze  saranno  in  eguilibrio  in- 
torno al  punto  di  applicazione. 
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25.  La  risultante  di  tre  forze  OÀy  Ob,  Oc  (fig.  11)  non  sîtuale 
nel  medesimo  piano,  è  rappresentata  dalla  diagonale  OC  del  parai- 
lelepipedo  costrnito  sulle  medesime  prese  per  latî. 

26.  Se  le  forze  OÀ,  Ob^  Oc,  Od  applicate  ad  un  punto  0  agi- 
scono  tutte  secondo  una  medesima  linea  retta,  la  Hnea  OÀBCD  de- 
stinata  a  rappresentarle  V  una  dopo  V  altra  (  e  che  in  générale  è 
una  linea  poligona)  si  ridnrri  in  una  Itnea  retta ,  e  si  arrà  per 
conseguenza 

OD  =2  OA  -^  AB  -i-  BC  ^  CD, 

vale  a  dire  :  La  risultante  di  pià  forze  applicate  ad  un  punto  se- 
condo una  medesima  linea  retta  è  uguale  alla  loro  somma.  La  quai 
proposizîone  è  il  compendio  di  quest'  allra  : 

«  La  risultante  di  più  forze  applicate  ad  un  punto  secondo  una 
medesima  retta,  è  uguale  alla  somma  di  quelle  che  agiscono  in  un 
senso,  meno  la  somma  di  quelle  che  agiscono  in  senso  contrario, 
ed  è  diretta  nel  senso  délie  forze  che  formano  la  maggîor  somma.  » 

27.  Data  una  forza  rappresentata  da  una  retta  OD  (fig,  10) ,  se 
si  costruisce  una  linea  poligona  qualsiroglia  OABCD  che  vada  dalla 
origine  al  termine  dclla  retta  OD,  i  lati  di  questa  linea  poligona 
rappresenteranno  in  grandezza  e  in  direzione  uno  degV  infiniti  si- 
stemi  di  forze  de*  quali  la  forza  OD  è  la  risultante. 

La  decomposizione  di  una  forza  in  più  altre  è  adunque  un  pro- 
blema  di  sua  natura  indeterminato ,  e  per  determinarlo  conviene  as- 
soggettar  le  componenti  a  certe  condizioni,  corne  per  esempio:  1.* 
Decomporre  una  forza  in  n  forze  délie  quali  (n —  1)  siano  date  in 
grandezza  e  in  direzione  ;  2.®  Decomporre  una  forza  in  tre  parallèle 
a  tre  assi  Ox,  Oy,  Oz. 


S  2.^  Formole  di  relazione  tra  la  risultante  e  le  componenti.  — 
Decomposizione  di  una  forza  in  tre  parallèle  ai  tre  assi.  —  Pro- 
priété délia  risultante  rispetto  aile  componenti.  Applicazioni. 


N.  fi.  La  dimostrazione  délie  formole  che  segnono  si  trova  nel- 
r  Appendice  a  questa  Meccanlca. 

28.  Data  la  forza  F,  se  si  voglia  decomporre  in  îre  P,  Q,  R 
parallèle  a  tre  assi  Ox,  Oy,  Oz,  basta  proiettarla  sopra  ciascuno  di 


Il 

cssi  parallelamcnte  al  piaBO  detenninato  dagli  altri  due.  Si  avrà 

ten.  (yZy  x) 

Q  .*-  mt,  m  ^ r-  , 

«en.  (zx^y) 

R  =  nF.  »  =   ""■  ;^'  ^    . 

Le  Ire  quantità  { ,  m ,  n  sono  ci5  che  di?entano  le  componenti 
P^  Qy  R  qaando  Fr:  1,  Taie  a  dire  sono  (sopra  i  tre  assi  Ox,  Oy,  Oz) 
le  componenti  di  una  retta  =  1  ed  avente  la  dire^ione  secondo  cui 
è  indirizzata  nello  spazio  la  forza  F;  onde 

1  =  î* -4-111*  -4-  n*  -4-2  [mn  cas.  {yz)  h-  ni  coi,  (zx)  -4-  Im  cos.  (xy)]. 

a)  Una  forza  F  diretta  nello  spazio  corne  la  risultante  r=  1  délie  tre 
componenti  l,  m,  n,  si  dira  che  ha  la  direzione  (/,  m,  n),  e  le 
tre  quantità  /,  m,  n  si  diranno  gli  elementi  di  tal  direzione. 

b)  Se  la  forza  F  è  sitoata  nel  piano  xy,  sari 

P  =  IF,  i^  i!!L(iV)  , 

«en.  (â?y} 

^  -,  «en.  (a?F) 

sen,{xy) 

c)  Allorchè  gli  assi  OXy  Oy,  Oz  sono  coordinati  tra  loro  ad  ango^ 
lo  retto,  gli  elementi  délia  direzione  di  F  diventano  i  coseni  degli 
angoli  che  la  forza  F  fa  co'  ire  assi,  cioc 

l  =r  cos.  (xF) ,  m  =:  cos.  (  yF) ,  n  =  co«.  (zF)  ,• 

onde  se  la  forza  F  è  nel  piano  xy ,  si  ha 

l  :=  co«.(a?F),  m  r=  «en.(a:F). 

29.  Se  le  forze  f,  f\  f*  etc.  applicate  ad  un  punto  0  e  la  loro 
risnitante  F  si  rappresentano  per  altrettante  rette ,  la  retta  risultan- 
te gode  la  proprietà  espressa  dalla  seguente: 

Prop.  /.  «  La  proiezione  delta  risultante  sopra  un  asse  Xy  muta- 
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bile  ad  arbitrio,  è  sempre  ugnale  alla  somma  délie  proiezioni  omo-' 
loghe  délie  componentl  »  cîoè  délie  proiezîoni  faite  parallelamente  ad 
lin  medesimo  piano  dirigent  D:  cio  che  indichiamo  colla  formola 

la  quale ,  allorchè  il  piano  D  è  perpendicolare  ail'  asse  .r ,  si  scrire 
più  semplicemente 

F.  =  (f  +fH.r-t-  etc.  ),  , 

« 

e  si  traduce:  «  La  risultante,  stimata  seconda  una  direzione  quai-- 
sivoglitty  è  uguale  alla  somma  délie  compoDenti  stimate  secondo  la 
medesima  direzione.  » 


Applicasioni  • 

a)  Le  componenti  P,  Q,  R  délia  forza  F  parallèle  agli  assi  Oœ,  Oy,  Oz 
saranno  : 

h)  E  se  P^,  Q\  If  sono  le  componenti  di  F  parallèle  a  tre  nuoTÎ 
assi  x/  y' y  z',  tra  i  due  sistemi  di  componenti  si  avranno  le  rela- 
zioni  : 


P  =  ÎP'  -4-  VQ'  -f.  l"R! , 
0=fnP'-4-m'0'H.m"il', 
R^inP'  ^  WQ'  ^  rJ'g  , 

dove  (i,  w,  n),  (T,  m',  n'),  {V\  m",  n")  sono  le  direzioni  deglî 
assi  X*  'i/  z'  rispetto  agli  assi  x  y  z. 

Snpponiamo  che  i  due  sistemi  di  assi  siano  rettangolari  :  sarà 

l  1=  C08.  (xx') ,  V  =  cos,  (xy') ,  l"  ==  cog.  (xz'), 
wrz  co8.(yx^)j  m'zz  cos.  (yy')>  m"z^  cos.  (yz') , 
n  zz  cos,  (zx')  ;        «'  =  cos.  (zy')  ;       n"  :=  cos.{zz')  ; 
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e  per  consegiienza 

P'  =  /P  -*-*«(?  -♦-  nil, 
0'  =z  VP  ^  m'O  -♦-  n'H , 

tf  =z  rPH-in"(?H.  n"iî. 

r)  Le  forze  siano  tulte  in  on  piano,  ed  in  questo  piano  siano  coor- 
dinati  doe  sistemi  di  assi  rettangolari  xy^  x^rf,  Essendo  retti  i  due 
angoli  (ary),  (j//),  sarà 

ang.  (xaf)  -•-  ang.{a!y)  =  J  ^r, 
ang.{x*x)  -♦-  ang,{xy/)  :=:i  x, 

e  per  conseguente 

l  =:  C08.  (xx') ,  f  =  —  sen.  (xx')  =  —  m , 

m  =:  «eii.(arj/),  m'=      co<.  (a:a/)=i      i; 


onde 


r     P  =  /P'  —  tn(?'  ,  f     P'  = 


=      JP  H-  m(?  , 
mP  H-  /(?  . 


d)  Se  la  forza  F  e  le  sue  componenti  P ,  0 ,  JR  si  stimano  secondo 
ona  direzione  qualunque  s,  sarà 

Feoë.(8f)  zz  P  eo8.(xê)  -4-  Q  co8.{y$)  -4-  co«.  (i«). 

£  quando  le  forze  sono  in  un  piano  xy,  avremo 

Fco8.{sF)  =  P  co8.(x8)  -f-  Q  sen,(xê) , 
Fsen.{8F)  zz  P  8en,{x8)  —  Q  co8.{x8) . 

30.  Dalla  proposizione  I.  si  deducono  le  due  seguenti  di  uso  fre- 
qaentissimo  : 

a)  Prop.  II.  «  La  forza  risultante,  moltiplicata  per  la  proiezione 
che  riceve  da  una  retta  sulla  propria  direzione,  ë  ugnale  alla  som- 
ma délie  forze  componenti  moltiplicate  rispetti  va  mente  per  la  proie- 
zione che  rice?ono  suite  loro  direzioni  dalla  stessa  retta.  » 

Cosi  se  la  retta  q  si  proietta  suite  direzioni  délie  forze  F,  P,  Q,  R 
si  ba 

Fqco8.  (qF)  ==  P?.  H-  Qq^  -h  Rq^ . 
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b)  Prop.  m.  «r  II  quadrato  délia  risultante  è  uguale  alla  somma 
de'  qnadrati  délie  componenti,  più  due  volte  la  somma  de'  prodotli 
che  possono  farsi  moUiplîcandole  due  a  due ,  V  una  per  V  altra  e 
pel  coseno  deir  angolo  compreso.  » 

Cosi 


p» 

OR  co8,(yz) 

F»  =  0»  -4-    2 

RP  cos.{zx) 

H* 

PQ  C08.  (xy)  ; 

ed  in  générale ,  se  F  si  considéra  corne  la  risultante  délie  forze 

fy  f>  r  «te.  , 

F»  =  rf»  ^  2  r/f  co«.  Of)  : 

dove  il  segno  r  indica  la  somma  di  tutti  i  termini  simili  a  quello 
cbe  ha  sotto  di  se. 

Nel  caso  deir  equilibrio  dovrà    rbultare  F  :^  0 ,  e  per  conse- 
gnenza 

P  =  0,    (?  =  0,     il  =  0, 

vale  a  dire:  «  Date  pin  forze  in  equilibrio  intomo  ad  un  pnnto, 
se  ciascuna  si  decompone  in  tre  parallèle  a  tre  assi ,  la  somma  del-^ 
le  componenti  secondo  ciascun  asse  dovrà  essere  uguale  a  zéro;  c 
vicetcrsa.  » 
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CAPO  II 


HdCg^i  per  le  forsc  parallèle. 


S  1.  Legge  per  la  compotizione  e  decompogizione  délie  forze  pa- 
rallèle. —  Centra  de*  punti  di  applicazione ,  e  sue  proprietà  nel 
cGio  di  tre  e  di  quattro  punti.  —  Condizion  di  equilibrio.  ~  Prin- 
cipio  statico  che  nasce  dal  dividere  in  due  il  siêtema  de'  punti  di 
applicazione:  esempio  per  tre  e  per  quattro  punti. 


31.  Problema  I.  Dae  forze  P,  Q  parallèle  ed  agent!  per  lo  stcs- 
fto  Terso  essendo  applicale  a  due  punti  A^  B  di  un  sistema  rigido, 
determiname  la  risaltante  A,  ed  il  suo  pnnto  C  di  applicazione  sul- 
la  retta  ÀB. 

Soluzione,  Le  due  forze  parallèle  P,  Q  siano  rappresentate  (fig.  12) 
dalle  rette  AP,  BQ.  Ai  punti  A,B  s'  intendano  applicate,  nella  di- 
rezîone  délia  retta  AB^  due  forze  F,  F  di  qnalunque  grandezza 
AFj  BP,  egoali  ira  loro  ed  opposte.  Essendo  in  equilibrio  tra  loro 
queste  due  forze  F,  F*,  la  rîsultante  délie  quattro  forze  (F,  F,  P,  Q) 
sarà  la  stessa  che  la  risultante  délie  due  forze  date  (P,  Q).  . 

Ora  aile  due  paia  di  forze  {AF,  AP)  ,  (BF,BQ),  sostituiamo 
le  loro  risultanti  AX  ,  BY ,  ed  a  queste  (snpposte  applicate  in  quel 
punto  S  do?e  debbono  necessariamente  concorrere  le  loro  direzioni) 
tomiamo  a  soslituire  le  loro  componenti  {F,  P)  (F,Q).  Cio  fatto, 
nel  punto  S  le  due  forze  F,  F  eguali  ed  opposte  si  distruggono,  e 
le  allre  due  P,  Q  essendo  dirette  per  lo  stesso  verso  secendo  la  li- 
nea  SC  parailela  aile  due  AP,  BQ ,  si  comporranno  in  una  forza 
unica 

Rz=i  P  ^  Q. 

Bunqne  due  forze  parallèle  P,Q  si  compongono  in  una  forza 
unica  R,  parailela  atte  medesime  ed  eguale  alla  loro  somma. 
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In  secoudo  luogo  essendo  simili  ira  loro  si  i  due  triangoli  APX, 
ACS,  e  si  i  due  BQYy  BCS,  dalla  proporzionalità  de'  lati  omologhi 
si  trae 

AP  ^  se        ^0  _  se 


PX  Ae/       QY  CB   ' 

le  quali  proporzioni  divise  1*  nna  per  I*  altra  (  avvertendo  clie  sono 
eguali  tra  loro  le  due  rette  PX  ,  QT  siccome  eguali  aile  due  forze 
A  F,  BF*  )  producono 

P        eB 


e   per  conseguenza 
I  due  risnitati 


Q       Ae  ' 

p   _  ^  _  ^ 
eB       Ae  ""  AB 


«=p*<?,  -{^=-^ 


possono  tradursi  nella  seguente: 

Proposizione,  Due  forze  P,  Qy  parallèle  cd  agenti  per  lo  slesso 
verso  essendo  applicate  ai  punti  A,B  di  un  sistenia  rigido  si  com- 
pongono  in  una  forza  unica  A,  ad  esse  parallela ,  eguale  alla  loro 
somma ,  e  dividente  la  relta  AB  di  applicazioue  in  parti  Ae,  eB  rc- 
ciprocamente  proporzîonali  aile  componenti  P,(?. 

32.  Probl.  IL  Due  forze  P,  —  (2  Parallèle  ed  agenti  in  verso  con- 
trario essendo  applicate  ai  punti  A,B  di  un  sistema  rigido,  deter- 
minarne  la  risuliante  R  ed  il  suo  punto  C  di  applicazione  sulla 
retta  AB, 

Soluz.  La^aggîore  P  délie  due  forze  P,  Q  (fig.  13)  si  ri- 
guardi  come  composta  di  due  altre  forze  parallèle  (?',  R,  agenti  per 
lo  stesso  verso,  la  prima  délie  quali  sia  applicata  in  B,  eguale  ed 
opposta  alla  forza  —  Q,  cioc  sia  Q'  =  Q.  Il  valore  dellaltra  forza  R 
cd  il  suo  punto  e  di  applicazione  si  avranno  (  in  virtii  délia  prop. 
prec,  )  dall'  equazioni 

Ora  se  alla  forza  P  si  soslituiscono  le  sue  componenti  R,  Q\  è  ma- 
nifcslo  elle  le  duc  forze  (P,  —  Q)  cquivarranno  alla  forza  unica  Ry 
distruggendosi  in  B  le  due  forze  uguali  cd  opposlc  •-*  0,  0\  Il  probic- 
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ma  è  adunque  fisolulo  dall'  equazioni 

^  "  ^        ^^'     AB    ^    CB    -^     AC     ' 

tradolU  nella  seguente  : 

Proposizione.  Due  forze  P,  —  Q  parallèle  ed  agent!  in  verso 
conlrario  essendo  applicate  ai  punti  A,  B  di  un  sistema  rigido ,  si 
compongono  in  una  forza  iinica  R  eguale  alla  loro  difTerenza ,  agen- 
te  nel  senso  délia  forza  che  prévale ,  ed  il  suo  punto  C  di  applica- 
zione  cade  fuori  deir  intervallo  AB  délie  due  forze  dal  lato  délia 
maggiore,  dividendo  la  retta  AB  in  parti  reciprocamente  proporzio- 
nali  aile  componenti. 

Scolio.  Si  osservi  che  V  equazioni 

^'     CB    ^     AC     ^    AB 
sono  contenute  (a  causa  dcl  principio  dclla  duali(à)  nelle 


Bz=:P  ^Q, 


CB  AC  AB 


Imperocchè  quando  1'  una  délie  due  forze  P,  Q,  per  esempio  Q^ 
agisce  in  senso  contrario  deU'ahra,  ossia  è  negativa^  anche  la  par- 
le proporzionale  AC  è  negativa,  ossia  è  diretta  in  senso  contrario 
di  AB.  Ove  adunque  si  abbia  riguardo  al  principio  della  dualità,  la 
legge  délia  composizione  di  due  forze  parallèle  pu6  esprimersi  in 
générale  cosi  : 

33.  Due  forze  parallèle  P ,  Q  applicate  ad  un  sistema  rigido  si 
compongono  in  una  forza  unica  R  êituata  nel  loro  piano ,  ad  eMe 
parallela  ed  uguale  alla  loro  gomma ,  e  ciascuna  délie  tre  forze 
(  componenti  e  risultante  )  è  proporzionale  alla  distanza  che  corre 
fra  le  direzioni  délie  altre  due, 

Coroll.  Le  tre  forze  parallèle  P,  Q,  R,  e  le  tre  distanze  AC,  CB,  AB 
de' loro  punti  di  applicazione  sopra  una  medesima  retta,  formando 
sci  quantità  vincolate  dalle  tre  equazioni 


f 


R    =  P    -4-  (),  P  0 


ABz:z  AC-^CB,         CB  AC 


ollorchè  siano  date  tre  di  tali  qoanlità,  purchè  non  siano  tutte  della 
stessa  spccie,  si  polrà  dclermiuare  ciascuna  delIc  tre  rimanenti. 

3 
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34.  Dalle  formole  (fig,  13) 

R  =  P-Q,    AC=^     p^p  AB , 

deslinate  a  farci  trovare  la  rîsultante  jR  di  due  forze  parallèle  di 
senso  contrario  P,  —  Q  y  apparisce  che  se  la  forza  Q,  dapprima  mi- 
nore di  P,  si  mette  a  crescere  per  divenire  =  P,  la  risultante  R 
tende -a  divenire  ==  0,  mentre  il  suo  punto  C  di  applicazione ,  al- 
lontanandosi  da  A ,  tende  a  perdersi  nell' infinito  ;  cosicchè  a  Q  zzP 
corrisponde  una  risultante  nulla,  infinitamente  lontana.  Il  che,  non 
avendo  alcun  significato,  ci  avyerte  che  la  Coppia  tuoI  essere  stu- 
diata  a  parte,  corne  una  forza  camplessa  di  un  génère  spéciale  (12). 

35.  Per  trovare  la  risultante  di  piii  forze  parallèle,  basta  com- 
porre  la  risultante  délie  prime  due  forze  (che  è  uguale  alla  loro 
somma)  colla  terza  forza,  poi  la  risultante  délie  prime  tre  forze 
(che  è  nguale  alla  loro  somma  )  colla  quarta  forza,  e  cosi  di  se- 
guito.  Alla  fine  si  avrà  la  risultante  ultima  che  sarà  eguale  alla  som- 
ma di  tutte  le  forze  date. 

CorolL  Un  sistema  di  forze  parallèle  la  cui  somma  sia  eguale  a 
zéro,  se  non  è  in  equilibrio,  equivarrà  ad  una  coppia. 

36.  Definizione,  Più  forze  parallèle  essendo  applicate  ai  punti 
Ay  By  Cy  D,  E  etc.  di  un  sistema  rigido,  se  si  fanno  girare  into^no 
ai  loro  punti  di  applicazione  conservandole  sempre  parallèle  ed  ugua- 
li  a  se  stesse ,  la  loro  risultante  girerà  intorno  ad  un  punto  fisso  G  : 
qnesto  puato  si  chiama  il  centra  de'  punti  di  applicazione  délie  for- 
ze parallèle,  e  si  suppohe  (per  fissar  le  idée)  che  sia  il  punlo  di 
applicazione  délia  forza  risultante. 

Un  grave  puo  considerarsi  come  un  aggregato  di  punti  materiali 
sollecitati  dalle  forze  parallèle  délia  gravita  :  il  centro  di  questi  pun- 
.  ti  materiali  è  chiamato  centro  di  gravita  del  corpo. 

37.  Probl.  Determinare  il  centro  de'  punti  di  applicazione  di 
più  forze  parallèle. 

Soluz.  11  centro  de'  punti  di  applicazione  A,  B  délie  prime  due 
forze  P,  Q  è  il  punto  C  (  /!^.  12  e  13  )  che  divide  la  retta  AB  in 
parti  reciprocamente  proporzionali  aile  componenti  P,  Q.  Imperocchè 
se  le  forze  P,  Q  girano  intorno  ai  punti  A ,  B  conservandosi  paral- 
lèle ed  egnali  a  se  stesse,  la  loro  risultante   dovrà  sempre  passare 

P  Q 

pel  punlo  C  che  unico  soddisfa  alla  proporzione  -— —  i=  -r^  . 

CB  AC 

Proseguendo  cosi  a  trovare  il  centro    de' punti  di  applicazione 

di  due   forze ,    una   délie   quali  sia  la   risultante    délie   forze    già 

considerate ,    e    1'  allra    una    délie    forze    che    rimangono,    è   pa- 
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lèse  che  alla  flne  si  arrireri  ai  centro  G  de'  pnnti   di   appUcazione 
di  lutte  le  forze  parallèle. 

38.  7eor.  I  punti  di  appUcazione  di  tre  forze  parallèle  a,  b,  e 
siano  i  vertici  A,  B,  C  éi  nn  triangolo  (/ï^.  14  ),  e  sia  D  il  cen* 
tro  o  punto  di  appUcazione  délia  forza  d  risultante  délie  a,  bj  c. 
lo  dico  che  ciascuna  delle  quattro  forze  ay  b,  c,  d  sarà  proporziona- 
le  al  triangolo  determinato  dai  punti  di  appUcazione  delle  tre  forze 
rimanenti ,  cioè 

0)  d  a  b  c 


(D)  (A)  (B)  (C) 

dore  ciaschednna  delle  lettere  chinse  tra  parentesi  rappresenta  il 
triangolo  determinato  dalle  rimanenti,  per  esempio  (A)z=:  triang.  BCD. 
Dtm.  Salla  Unea  del  lato  J9C  sia  E  il  pnnto  di  appUcazione  dél- 
ia forza  e  risultante  delle  due  forze  5,  e.  La  risultante  d  delle  tre 
forze  a,  by  c  applicata  in  P,  sarà  la  stessa  che  la  risultante  delle 
doe  forze  a,  e,  applicate  ne'  punti  Ày  E,  Ciascuna  di  queste  tre  for- 
ze parallèle  d,  a,  ty  essendo  proporzionale  alla  distanza  de'  pnnti 
di  appUcazione  delle  altre  due,  avremo  (33) 

d  a 


ÀE  DE 

Ora  î  due  triangoli  (D)  zizABCy  (A)  =:  DBC  avendo  in  comune  la 
base  BC ,  stanno  tra  loro  corne  le  altezze  AE  sen,  Ey  DE  sen.  E  (es- 
sendo sen.  E  zz.  seno  deW  angoîo  che  la  retta  EA  fa  colla  base  BC) , 

d  a 

e  pcrô   II  AE  l  DE,  Dunque  -Tjrr  =  -yTT  •  ^^*  ^^^^  stesso  si  di- 

mostra  che  il  primo  de*  rapport!  (1)  è  uguale  a  ciascuno  degli  ul- 
timi  due. 

Scolio.  La  regola  per  la  quale  si  détermina  il  centro  de' punti 
di  appUcazione  delle  forze  parallèle  mette  in  aperto  che  il  centro  D 
dee  cadere  dentro  il  triangolo  ABC  o  fuori,  secondochè  le  forze  date 
a,  by  c  sono  tutte  o  no  dello  stesso  segno.  Si  osservi  inoltre  che ,  se 
riguardansi  corne  quantità  positive  la  risultante  d  ed  il  triangolo  ABC  y 
si  debbono  riguardare  corne  quantità  négative  que'  triangoli  parziali 
che  stanno  in  proporzione  colle  componenti  négative,  e  che  qucsti 
triangoli  non  hanno  alcuna  parte  in  comune  col  triangolo  ABC,  Im- 
perocchè  il  segno  de'  rapporti  (1)  dee  essere  il  medesimo  per  tutti, 
e  siccome  in  ogni  caso  si  ha 

rf    =r    a    -♦-    6    -4-    c, 
cosi  dee  avcrsi  (D)  =  (A)  -h  (B)  -h  (C). 
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39.  Teor,  I  puntî  dî  applicazione  di  quattro  forze  parallèle 
ùy  b^  c,  d  siano  i  vertlci  J,  By  Cy  D  di  una  piramide  triangolare, 
ed  E  sia  il  centro  o  punto  di  applicazione  della  forza  e  risultantc 
délie  Cy  by  c.  d,  lo  dico  che  ciaseuna  délie  cinque  forze  a,  by  Cy  d,  e 
sarà  proporzionale  alla  piramide  determinata  dai  punti  di  applica-* 
zione  délie  quattro  rimanenti,  cioè 


(0 


{E)  (A)  (B)  (C)  (D) 

doTe  ciascheduna  délie  lettere  chinse  tra  parentesi  rappresenta  la  pi- 
ramide determinata  dalle  quattro  lettere  rimanenti ,  per  esempio 
(À)  =z  piram,  BCDE  (fig.  15). 

Dim,  Sul  piano  del  triangolo  BCD  sia  F  il  punto  di  applicazione 
della  forza  f  risultante  délie  tre  b,  c,  d.  La  risultante  e  délie  quat-* 
tro  forze  ayby  Cy  d  applicata  in  E  sarà  Ta  stessa  che  la  risultante 
délie  due  forze  a,  f  applicate  in  A  ed  in  F.  Ciaseuna  di  queste  tre 
^  forze  parallèle  e,  a,  f  essendo  proporzionale  alla  distanza  de'  punti 
di  applicazione  délie  altre  due,  avremo 

e  a 


AF  EF 

Ora  le  due  piramidi  (E)  =  ABCD ,  (A)  z=  EBCD  avendo   in  comu- 

ne  la  base  BCD  stanno  tra  loro  corne  le  altezze  AFsen.f,  EFsen.F 

(essendo  sen,Fz:z8eno  deW  angolo   clic  la   retta  FÀ.  fa   colla   base 

e  a 

BCD)  y  e  perô  H  AF\EF.  Dunque  — —  ==  -t-tt-.  Nel  modo  stes- 

so  si  dimostra  che  il  primo  de*  rapporti  (1)  è  uguale  a  ciascnno  de- 
gli  ultimi  tre. 

Scolio,  Anche  qui  giova  osservare:  1.*  Che  il  centro  B  dee  ca- 
dere  dentro  la  piramide  ABCD  o  fuori ,  secondochè  le  quattro  forze 
date  ùy  by  Cy  d  sono  tutte  o  no  dello  stesso  segno  ;  2.*  £  che  inoltre 
se  si  riguardano  corne  quantité  positive  la  forza  risultante  e  e  la  pi- 
ramide totale  ABCD,  si  debbono  rlguardare  corne  quantità  negati?e 
le  piramidi  parziali  che  stanno  in  proporzione  colle  forze  négative; 
3.®  E  che  queste  piramidi  négative  non  hanno  alcuna  parte  in  co- 
mune  colla  piramide  totale  ABCD, 

40.  Coroll,  I.  Le  proposizioni  or  dimoslrate  (38  e  39)  oQVono 
la  soluzione  de'  due  seguenti  problemi:  1.^  Dccomporre  una  forza  d 
applicata  a  un  punto  D  del  piano  di  un  triangolo  ABC  in  tre  forze 
parallèle  OybyCy  applicate  ai  vertici  AyB,  C;  2.*  Decomporre  nna 
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forza  e  applicata  a  on  ptinto  E  dello  spazio  in  qiiatlro  forze  paral- 
lèle a,  by  c,  d,  applicate  al  verticî  Ày  By  C,  D  di  iina  piramide  trian- 
golare,  in  modo  che  E  sla  il  centro  de'  piinti  À,  B,  C,  D. 

41.  CorolL  IL  Sono  problemi  indeterminati  :  1.^  il  Becomporre 
nna  forza  d  in  tre  parallèle  a^btC  allorchè  i  quaitro  punti  di  ap- 
plicazione  D,  A,  B,C  sono  dati  in  linea  relta;  2.*  H  Decomporre 
una  forza  e  in  qtiattro  forze  parallèle  a,  b,  c,  d,  allorchè  i  cinque 
pnnti  di  a^pplicazione  Ey  A,  B^  C ,  D  sono  dati  sopra  un  medesimo 
piano. 

42.  Ghi  Toglia  por  mente  che ,  neir  equilibrio  di  un  sistema  ri- 
gido  e  libero ,  ciascuna  forza  in  azione  deve  essere  uguale  ed  oppo- 
sta  alla  risultante  di  tutte  le  altre,  redrâ  subito  farsegli  manifeste 
le  condizioni  sotto  cui  si  equilibrano  tra  loro  le  forze  parallèle. 

In  générale ,  per  V  equilibrio  di  pin  forze  parallèle  è  necessario 
e  sufficienle:  1.^  che  la  loro  somma  sia  eguale  a  zéro;  2.*  che  la 
retta,  che  unisce  il  centro  délie  forze  positive  col  centro  délie  forze 
négative,  sia  parallela  alla  direzione  délie  stesse  forze.  Ove  manchi 
la  seconda  condizione  sussistendo  la  prima,  il  sistema  délie  forze 
parallèle  equivarrà  ad  una  cbppia. 

In  particolare,  per  i*  equilibrio  di  tre  forze  parallèle  è  necessa- 
rio e  sufficiente  (33);  1.®  Che  le  tre  forze  siano  in  un  medesimo  pia- 
no ;  2.*  Che  la  forza  intermedia  sia  diretta  in  senso  contrario  aile 
altre  due  ;  3.*  Che  ciascuna  délie  tre  forze  sia  proporzionale  alla  di- 
slanza  che  corre  tra  le  direzioni  délie  altre  due. 

43.  £  da  noiare  che  se  un,  sistema  di  forze  parallèle  s' immagi- 
na  decomposto  in  due  altri  sistemi,  e  cio  in  tutti  i  modi  possibili, 
la  retta  che  unisce  i  ccntri  de'  due  sistemi  parziali  dovrà  sempre 
passare  pel  centro  G  del  sistema  totale,  ed  ivi  rimanjer  divisa  in 
parti  reciprocamente  proporzionali  aile  forze  risultanti  de'  due  siste- 
mi parziali. 

Questa  semplice  osservazione  puo  riguardarsi  conie  un  principio 
statieo  sovente  utilissimo,  sia  per  trovare  uno  de'  tre  centri  quando 
si  conoscono  gli  altri  due ,  sia  per  conoscére  il  ponto  comune  d' in- 
eontro  di  più  relte. 

Siano  G,  M,  N  i  centri  del  sistema  totale  e  dei  due  sistemi  par- 
ziali; e  Çym^n  siano  le  corrispondenti  forze  risultanti,  applicate 
a   que'  punti.  Sarà  (33) 


( 


^  r:    191  -f-  n ,  f      g     ^^     m     n 

MN  =MG  -^  GN  ;  l  'MN    ""    (riv"  ""  'W 
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donde 


MG  = ^—  MN,  tfiY  =  JlfiV. 

m  '^  n  m  -4-  n 


Queste  formole  si  applicano  evidentemente  anche  ad  on  sîstema 
composto  dt  due  altri  sistemi  l' iino  di  m  e  l' allro  di  n  forze  paral- 
lèle, tuUe  eguali  tra  loro  e  air  unità  (denolando  qui  per  m  ed  n 
due  numeri  interi  ).  Mostriamo  con  due  esempi  V  utîlità  di  esse 
formole. 

1.*  I  pnnli  di  applicazione  délie  forze  parallèle  ed  eguali  siano 
trc  À,  Bj  C.  La  loro  separazione  in  due  sistemi  parziali  non  potrà 
farsi  che  ne*  modi  segueoti  : 

À,  (B,C);       B,  {C,A);       C,  (A^B): 

Taie  a  dire,  combinando  ciascuno  de'  tre  punti  cogli  altri  due.  Per- 
tanto,  fatto  m  =r  t ,  n  =:  2,  sarà 

3fG  =  4-  ^'^  • 

dove  se  per  M  si  prende  uno  qualunque   de*  tre  punti  Â^  B,  Cy  il 
centro  JV  degli  altri  due  sarà  nel  mezzo  délia  retta  che  gli  unisce. 
Da  cio  s*  inferisce  che  in  ogni  trîangolo  le  rette,  che  dai  vertici 
AjByC  vanno  ai  punti  di  mezzo  de'  lati  opposti,  s'  incontrano  tut- 

2 

te  in  un  medesimo  punto ,  ciascuna  a  ~r~  del  suo  cammino.  Questo 

punto  d'incontro  è  (corne  sarà  provato  a  suo  luogo)  il  centro  di 
gravita  del  iriangolo  ABC. 

2.*  I  punti  di  applicazione  délie  forze  parallèle  ed  uguali  siano  i 
quattro  verlici  A,  B,  C»  D  di  una  piramide  triangolare.  La  loro 
separazione  in  due  sistemi  parziali  qui  puo  farsi ,  sia  combinando 
uno  de'  quattro  vertici  co'  tre  rimanenti  ,  sia  combinandone  due 
co'  due  che  restano. 

Nel  primo  caso,  fatto  mrt:  1    ed  n  =  3,  sarà 

3 

MG  =  ~  MN 
4 

dove  se  per  M  si  prende  uno  qualunque  de'  quattro  Tertici  A ,  S, 
C y  Dy  il  punto  iV  sarà  il  centro  di  gravita  del  trîangolo  determinato 
dagli  altri. 
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Nel  seconde  caso ,  fatto  mzz2i  n  =  2 ,     sarà 


Jlf  Ér  =  y  MN  , 


dove  se  Jlf  è  il  punto  di  mezzo  di  uno  délie  tre  paia  di  spigolî 

{AB.CD),    {AC,BD),    {ÀD.BC), 


N  sarà  il  punto  di  mezzo  dello  spigolo  opposto. 

Dunque  nella  piramîde  triangolare  le  rette,  che  dai  vertici  Ày  B,  C,  D 

vanno  al  centro  di  gravita  délie  opposte  facce,  s'  incontrano  tutte  nel 

3 
medesimo  punto,  ciascuna   ai  —r-  del  suo  cammino;  ed  in  questo 

4 

punto  medesimo  s'  incontrano  pure  e  si  dividono  per  meta  le  rette, 
che  Doiscono  i  punti  di  mezzo  délie  tre  paia  di  spigoU  opposti.  Que- 
sto punto  comune  d'  incontro  è  (sarà  provato  a  suo  luogo)  il  cen" 
iro  di  gravita  délia  piramide  ABCD. 


S  2.  Formole  per  le  forze  parallèle ,  esprimenti  che  il  momenio 
délia  risultante  è  uguale  alla  somma  de'  momenli  omologhi  délie 
componentù  Formole  riguardanti  V  equilibrio.  —  Altra  proprietà 
del  centro  de*  punti  di  applicazione  :  conseguenze. 


AA.  Per  distanza  tra  un  punto  M  ed  un  piano  P  (fig.  16),  sti- 
mata  parallelamente  ad  un  dato  asse  d,  s'  intende  la  retta  Mm  clie 
Ya  dal  punto  M  al  piano  P  parallelamente  air  asse  dato  dy  asse  cbe 
si  tralascia  di  nomiirare  quando  è  perpendicolare  al  dato  piano. 

Per  momento  di  una  forza  preêo  rispetto  ad  un  piano ,  s' inten- 
de il  prodotto  délia  forza  per  la  distanza  del  suo  punto  di  applica^ 
xùme  dal  piano,  distanza  che  suole  stimarsi  parallelamente  ad  un 
dato  asse. 

I  momenti  delle  forze  si  dicono  omologhi  y  se  sono  presi  rispetto 
ad  un  medesimo  piano  y  le  distanze  de'  punti  di  applicazione  dal 
piano  essendo  stimate  parallelamente  ad  uno  stesso  asse. 
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45.  Teor.  in  ogni  sistema  di  forze  parallèle,  il  momento  délia 
rbultante  è  uguale  alla  somma  de'  momenll  omologhi  délie  compo- 
nenti. 

Dm.  I  punti  dî  appUcazione  délie  forze  parallèle  fyfjf*'  etc. 
riportati  a  tre  assl  coordinati  OXj  Oy,  Oz  siano  rispeui va  mente 

(«,^>r),    («,/3',r'),    («"./ô",r"),  etc. 

Siano  a?,  y,  js  le  coordinate  del  centro  dellc  stesse  forze,  centro  a 
cui  si  suppone  applicata  la  loro  risultante  F.  I  prodotti 

FX,  fa,  fa\   fà'  etc. 

saranno  i  momenti  omologhi  délie  forze  prcsi  rispetto  al  piano  yz^ 
le  distanze  Xy  a,  a  t  a  etc.  essendo  stimate  parallelamente  air  asse 
Ox.  Si  tratta  di  mettere  in  cliiaro  la  verità  dell' equazione  : 

Er  =/«-+.  fa'  -4-  fa''  -^  etc.   =  Xfa. 

Denotiamo  per  A,  B  \  punti  di  appticazione  ( «,  /S,  y  ),-  (  « ,  /S',  >') 
délie  due  forze  /",  /"',  per  C  il  loro  centro  (or^,  y^y  z^)  e  per  F^  la 
loro  risultanle.  Sara  (33)  ' 

F,=f^r.     ^  -  ^ 


CB  AC 

Or  le  linee  CB,  AC,  essendo  parti  di  una  medesima  retta,  sono 
proporzionali  aile  loro  proiezioni  omologhe  suU'  asse  Ox  (  Appendi- 
ce 4  ^e  19),  Taie  a  dire  si  ha 

CB                  ÀC  .  f  f 
— ,  dunque  —  '        —       ' 


a  —  X^  x^  —  a  «  —  X^  x^  —  a 

e  moltiplicando  in  croce  e  trasponcndo, 

ossia  F^x^  :=  /"a  ^  fa'. 

m 

£  adunque  provato,  che  il  momento  della  risultanle  di  due  forze  pa- 
rallèle è  uguale  alla  somma  de'  momenti  omologhi  délie  componenti. 
Proseguendo  cosi  a  comporre  i  momenti  di  due  forze,  la  prima  del* 
le  quali  sia  la  risultante  delle  forze  già  considerate  nel  sîstema,  e 
la  seconda  una  delle  forze  che  restano,  si  conchiuderà  infine  che  il 
momento  della  risultante  del  sistema  è  uguale  alla  somma  de' mo- 
menti omologhi  di  lutte  le  forze. 


fc>/t 


2 


Ajyplicazioni. 

46.  1.  Daic  le  forzc  parallèle  /",  f\  f"  etc.  di  un  sistema ,  e  i 
loro  punli  di  applîcazione  («,  /5,  7),  («',  /ô',  >'.),  («",  fi",  y")  etc., 
per  deteroiinare  le  coordinate  œ,  y,  z  del  centro  del  sistema  si  avran- 
no  le  formole 

r 

Fy  =  ffi^  ffi'  ^  fff'  -♦-  elc.  =  Tffi, 
Fzzzfy^  fV  ^  fY  -+-  etc.  =  t/V , 


essendo 


Fzn  /•  -♦-  f  ^f  ^  elc.  =  r/*. 


Poichè  il  nostro  sistema  è  vincolato  da  quattro  eqaazioni ,  si  corn- 
prende  che  potranno  determinarsi  ad  arbitrio  quattro,  e  non  pin, 
délie  quantilà  che  y\  enirano  ;  e  che ,  per  conseguente ,  è  un  proble- 
ma  indeterminato  il  deeomporre  una  forza  in  pin  di  quattro  forze 
parallèle,  applicate  a  punti  dati  nello  spazio  {Ai), 

Coroll.  Se  i  momenti  omologhi  di  un  sistema  di  forze  parallèle 
siano  presi  rispetto  ad  un  piano  che  passa  pel  centro  del  sistema, 
la  loro  somma  sarà  eguale  a  zéro:  e  viceversa(.  Cosi  se  pongasi  in 
questo  centro  V origine  0  délie  coordinate  x,  y^  z,  sarà 

47.  II.  Date  le  forze  parallèle  /*,  /*,  f  etc.,  e  i  loro  punli  di  ap- 
plicazione  («,  /S),  («',  /5'),  («",  iS")  etc.  tutti  in  un  mcdesimo  pia- 
no (che  si  puè  supporre  esser  quello  degli  assi  Oùt,  Oy),  le  coordi- 
nate Xf  y  del  ceutro  del  sistema  si  avranno  dalle  formole 

FxzuTfa,    FyzzZffi,    FznZff 

]l  présente  sistema  essendo  vincolato  da  Ire  equaz^oni,  si  corn- 
prende  che  potranno  determinarsi  ad  arbitrio  Ire,  e  non  più,  délie 
qaantilà  che  vi  enirano;  e  che  per  consegnente  è  un  problema  inde- 
terminato il  deeomporre  una  forza  in  piii  di  tre  forze  parallèle,  allor- 
chè  i  punli  di  applicazione  sono  dati  in  un  medesimo  piano. 

N.  B.  Quando  i  punli  di  applicazione  sono  tulli  in  un  piano,  i 
momenti  délie  forze  si  prendono  rispetto  a  linee  relie  siluale  ncl 
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piano,  quali  sono  gli  assi  Ox^  Oy;  e  per  momento  di  una  forza 
preso  rispetto  ad  un  asse  s*  intende  il  prodotto  délia  forza  per  la  dî- 
stanza  del  suo  punto  di  applicazione  dalFasse,  stimata  parallelamen- 
te  ad  un  altro  asse. 

48.  CorolL  Quando  i  punti  di  applicazione  di  un  sistema  di  for- 
ze  parallèle  sono  tutti  in  un  piano ,  il  momento  délia  risultante  pre- 
so rispetto  ad  una  retta  dél  piano  è  uguale  alla  somma  de'  momenti 
omologhi  délie  componenti;  e  quindi,  se  la  retta  passa  pel  centro 
del  sistema,  la  somma  di  questi  momenti  sarazrO. 

49.  III.  Date  le  forze  parallèle  f,  f,  f  etc.,  e  i  loro  punti  di  ap- 
plicazione sopra  una  medesima  retta  Ox  per  mezzo  délie  ascisse 
a,  a\  a"  etc,  T  ascissa  x  del  centro  del  sistema  si  avrà  dalle  formole 

Il  présente  sistema  essendo  vincolato  da  due  eqnazioni,  si  com- 
prende  che  potranno  determinarsi  ad  arbitrio  due,  e  non  più,  délie 

quantité  che  vi  entrano ,-  e  che ,  per  conseguente ,  è  un  problema;  in- 

determinato  il  decomporre  una  forza  in  più  di  due  parallèle ,  allorchè 

tutti  i  punti  di  applicazione  sono  dati  in  linea  retta. 

a)  CorolL  Allorchè  i  punti  di  applicazione  di  un  sistema  di  forze 

parallèle  sono  tutti  in  linea  retta,  il  momento  délia  risultante  preso 

rkpetto  ad  un  punto  arbitrario  di  taie  retta  è  uguale  alla  somma 

de' momenti  omologhi  délie  componenti;  e  pero  questa  somma  sa- 

rà  c=  0  se  quel  punto  arbitrario  sia  fissato  nel  centro  del  sistema. 

50.  IV.  Dato  un  sistema  di  forze  parallèle,  se  si  decompone  ad 
arbitrio  in  due  altri  sistcmi  di  cui  i  centri  siano  i  punti  (x^,  2/4,  z^) 
(x^,  y,  ,  J2,),  ed  F4 ,  F,  le  forze  risultanti,  i  ire  sistemi  totale  e  par- 
ziali  saranno  connessi  tra  loro  dalle  note  equazioni 

(  Fx  =  F,x,  -4-  F,a-,  =  !;/<«, 
Fy  =  F,y,^F,y,  =  'Zffi, 
Fz  =  F^z,  -H  F^s,  =  y^fy  : 

Supponiamo  adesso  che  la  risultante  F  del  sistema  totale  sia  =:  0  , 
c  che  perô  sia  F^zz  —  F, :  le  formole  che  prccedono  si  ridurranno 
aile  tre: 

F,(x,-x,)  =  ^fa,    F,{y,-y,)z2^ffi.    F,{z,-z,)z=:Tfr  ^ 
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Cio  posto,  si  denoti  per  D  la  retta  che  va  dairono  air  altro  centro 
de'  due  sisteoii  parziali,  e  per  (/,  m,  n)  la  sua  direzione,  talchè  si 
abbia  {App.  19) 

a?i  —  j?,  =  ID,     y^  —  y,  :=  mD,     z^  —  xr^  =r  nD. 
Per  queste  relazioni,  le  allime  formole  si  cangiano  nelle 


m  n 


per  le  quali  si  puô  determinare  ciascun  elemento  délia  direzione 
(/,  m,  fi).  Dunqae  : 

c  Se  an  sistema  di  forze  parallèle ,  la  oui  somma  F  sia  ^  0 ,  si 
decomponga  ad  arbilrio  in  due  sistemi  parziali,  e  cio  in  tutti  i  mo- 
di  possibiliy  la  retta  D  che  va  daH'nno  ail*  altro  centro  de' due  si- 
stemi  parziali  risulterà  sempre  délia  stessa  direzione  (/,  tn,  n  )T,  e 
qaesta  direzione  costante  è  quella  délia  linea  composta  délie  tre 
r/«,  r/'jô,  t/y  parallèle  agli  assi  Oxy  Oy,  Oz  (App.  i),  linea  =  F^D.» 

CorolL  AUorchè  la  direzione  {ly  m,  n)  délia  retta  2>,  aile  estre- 
mità  délia  quale  sono  applicate  le  due  forze  eguali  ed  opposte  F^,  —  F|, 
si  confonde  con  qnella  di  queste  forze,  è  palese  che  il  sistema  sarà 
in  equilibrio.  Dunque: 

<  Un  sistema  di  forze  parallèle  la  cui  somma  sia  ^  0,  sarà  in 
equilibrio  od  equivarrà  ad  una  coppia ,  secondochè  le  forze  siano 
parallèle  o  no  alla  direzione  (l,  m,  n)  determinata  dalla  doppia  pro- 
porzione  -*  » 


l  m  n 

* 

51.  V.  Dato  un  sistema  di  punli  A,  B,  C,  D  etc.  animatl  dalle 
forze  parallèle  fy  fy  f\  f"  etc.,  ed  il  centro  Q  del  sistema,  animato 
dalla  risultante  F,  se  da  un  punto  0  preso  ad  arbitrio  nello  spazio 
si  tirino  le  rette  OG,  OAy  OB ,  OC  etc. ,  e  suite  loro  direzioni  si 
prendano  le  lunghezze  (/îf/.  17)  : 


Og  =  F.O(f,      ed 


Oa  =  f,OA 
Oh  =  f.OB 
Oc  =  f\OC 
etc.  =r  etc.  , 


/ 


î 


*i 


c;  •*'    •  •" 


i 
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la  linea  Og,  dlretla  al  cenlro  G  del  sislema»  sarà  la  risullante  di 
tutle  le  altre  linee  Oa,  Ob,  Oc  etc.  dîretle  ai  puati  dl  applîcazione 
dcile  forze  coniponenli. 

Dim.  Secondo  la  defînizion  geometrica  délia  reita,  ri»ul(ante 
(  App.  10  )  ,  trattasî  di  provare  che  la  proiezione  della  retta  Og 
sopra  un  asse  qualunque  Ox  è  uguale  alla  somma  délie  proiezionl 
omologhe  delle  altre  rette  Oa,  Ob,  Oc,  etc.  Or  ciô  è  reso  subitamen- 
te  manifesto  dal  principio  de'  momenli  delle  forze  parallèle  (45),  os- 
sia  dair  equazîone 

Far  =  /■«  -f-  f'J  -^  f'â"  -H  etc. 

dovC)  se  le  ascisse  œ,  «,  «',  «"  etc.  rappresentano  sulTasse  Ox  le  pro- 
iezionl omologhe  delle  rette  OG,  OA,  OB,  OC  etc.,  (App,  18j,  i  pro- 
dotti  Fxy  f<*j  fot\  /*V  etc.  rappresenteranno  sullo  stesso  asse  Ox  le 
proiezionl  omologhe  dcile  rette  ¥,0G,  f.OA  ,  f'.OB,  f  .OC  etc. 
{App,  9),  ossia  delle  Og,  Oa,  Ob,  Oc  etc.  É  adunque  provato  che 
la  prima  dl  queste  rette  è  la  risnltante  delle  altre. 

Dal  teorema  or  dlmostrato  si  deduce  : 

1.^  Che  il  centro  G  di  un  slstema  di  forze  parallèle  si  puô  an- 
che trovare,  componendo  dapprîma  le  rette  Oa,  Ob,  Oc  etc.  nella  ri- 
sultante  Og,  cd  appresso  prendendo  sulla  direzione  di  Og  il  segmente 


0G=    ^^ 


F 


2.®  Che,  se  dal  centro  G  dl  un  slstema  di  forze  parallèle  si  tira- 
no  a  tutti  i  punti  dl  applîcazione  A,  B,  C  etc.  le  rette 

Ga-nf.GA,  Gbzzf.GB,  Gczzf'.GC,  etc., 


la  risultante  di  queste  rette  {Gg  =  F.GG)  sarà  =  0,  coincidendo  in 
questo  caso  il  punlo  0  col  punto  G. 

Sla,  per  esemplo,  un  slstema  di  punti  A,  B,  C  etc.  aggravati  da 
pesi  tutti  eguali  tra  loro  :  le  rette  AG,  BG ,  CG  etc.  che  da  silTatti 
punti  vanno  al  centro  G  di  gravita*  del  slstema,  avranno  una  risul- 
tante nulla.  £  tall  sono  le  rette  che  dai  vertici  di  un  trîangolo  o  di 
una  piramide  triangolare  vanne  al  centro  dl  gravita  del  trîangolo  o 
della  piramide  (43). 
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3.*  Che,  per  la  nota  formola  onde  la  relia  risiiltanle  si  esprime 
in  funzione  délie  compoDenti  {App.  12),  si  ha 

/Og  =r  E Ôâ^  -♦-  2r Ôct.Oh  cos,  (aOb) 

*  • 

ossia 

(a)  jF'.OG''  =  Xf\dÀ'  -f.  2zfr.ÔÀMcos,{AOB) . 

Ma  î  triangoli  ÀOB^  ÂOC,  AOD  etc.,  BOC,  BOD  etc.,  COD  etc.  danno 
2ÔA.ÔBC0S.  (AOB)  =  Ôl*  H-  'ÔB^  --Ib^  , 


1        -:rxa         tt:» 


20^.0Cco«.  (AOC)  zzOA   -^OC  —AC    , 


:«       -r::;»        -r^a 


20A.ODcos.(AOD)  r:  0>4   ^  OD   —  JZ>    , 
etc.  etc. 

Ora  se,  neir equazione  (a),  ai  primi  membri  di  queste  relazioni  si 
sostituiscano  (ad  occhio)  i  secondi,  cercando  nel  medesimo  tempo  il 
coelïïciente  totale  di  OA^,  si  scoprirà  che  queslo  coefficiente  è 

/(/^-*-r-»-r-»-etc.)  =  F/, 

e  si  conchîuderà  che  il  coefficiente  totale  di'oS*  hznF.f,  di'ÔC^ 
^'=^F.f\  etc.;  e  che,  per  conseguente,  Tequazione  (a)  équivale  alla 

formola  dovuta  a  Lagrange. 

CorolL  Se  il  sistema  consisU  in  m  punli  A,  B,  C,  D  etc.  aggra- 
▼atî  da  pesi  uguali  tra  loro,  la  formola  (6)  diviene 


a         _  tt:» 


W  myOG  =:mZOA   ^ZAB   ; 


e  qnesla ,  se  il  piinto  arbitrario  0  si  fa  coincidere  col  centro  di  gra- 
vita G  del  sistema,  si  mata  nella 

(d)  mXGB\  =  XÂÈ"  . 


/'«  €.  'Ji*L 
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Snpponiaino ,  per  esempio,   chc  il  piinto  G  sia  il  ccntro  di  gra- 
vita di  un  triangolo  ABC:  sarà 


:«      ~:r^«»       "/"«>       T7,* 


3{GÀ   ^  GB   ^GC  )zzÀB  -^  ÀC  -^  BÇ  • 
Se  nella.  (c)  il  punto  0  si  faccia  coincidere  col  verlicé  A  nascerà 


»         -7^2  V  -zrzA 


%GA    z=:2{AB  ^  AC  )  —  BC  . 

Inoltre,  poichè  una  délie  tre  rette  GA,  GB,  GC  si  puô  rîgiiar- 
dare  corne  ugaaie  ed  opposta  alla  risultante  délie  altre  due,  avremo 
pure 


3  TrZil  "777^^ 


G  A'  =  GB   H-  GC  ^  2GB,GCcos,{BGC)  , 
donde 


2GBMCco8,{BGC):=GA   —  GB  —  GC  = 


a        Ab''  ^AC^—  5BC* 
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Applicazioni  analoghe  potrebbero  farsi  nella  piramide  triangolare 
rispetto  aile  distanze  tra  i  qaaltro  vertici  A^  B^  C^  D  ed  il  centro  di 
gravita  G  délia  piramide. 


^j£SIK3€^C^- 


CAPO  m. 

« 

m 

lieggl  onde  le  eoppie  «i  trastorinaiio  • 
si  compongono  ed  eq[allil>rano. 


S  I.*  Definizioni.   Coppia:  g%êo  braceio  di  levQy  momento  td  este. 


52.  Una  Coppia  (P,  —  P)  conêtste  (corne  glà  si  è  defînito  12) 
neWazione  simultanea  di  due  forze  parallèle,  egiuiU  e  contrarie 
{AP,  BP)  {fig.2)j  azione  che  sî  dee  riguardare  eome  una  forsa 
complessa  di  un  génère  spéciale,  sîccome  quella  che  non  puo  esser 
distrntta  o  tennta  in  equilibrio  da  una  semplice  forza. 

Si  chiama  braceio  di  leira  di  una  coppia  (P,  —  P)  la  dî- 
stanza  perpendîcolare  (fig.  2)  ira  le  direzioni  délie  dae  forze  délia 
coppia  AP,  BP.  Il  momento  di  una  coppia  è  il  prodotto  del 
▼alor  comone  di  queste  forze  pel  braceio  di  leva,  P.ÀB,  momento 
che  serre  di  tnisura  (corne  appresso  si  farà  £hiaro)  alla  intemità 
delV  azion  délia  coppia, 

Asse  délia  coppia.  Bal  piiiito  di  mezzo  C  del  braceio  di  le- 
va AB  (fig.  18)  si  conducano  suir  una  e  suiraltra  faccia  del  piano 
délia  coppia  {AP,  BP)  \e  perpendicolari  CMy  CMC,  numericamente 
uguali,  ciascuna ,  al  momento  délia  coppia  (Cif  zr  P.ilJ?)  ;  e  que- 
ste perpendicolari  si  riguardino  corne  due  Osservaiori  antipodi  coi 
piedi  in  C  e  colle  facce  rivoUe  dalla  mcdesima  parte ,  talchè  alla 
destra  deir  uno  corrisponda  la  sinistra  deir  altro.  Immaginiamo  ades- 
so  che  il  braceio  di  leva  AB,  supposto  mobile  intomo  al  suo  pun- 
to  di  mezzo  C,  prenda  un  moto  di  rotazione  sotto  Tazion  délia  cop- 
pia (P, — P).  £  manifesto  che  questa  rotazione  si  farà  necessarîa- 
mente  dalla  destra  alla  sinistra  dell'  una  délie  due'  perpendicolari 
CM,  CM*,  e  dalla  sinistra  alla  destra  dell'altra.  Noi  chiameremo  as- 
$e  délia  coppia  quella  délie  due  perpendicolari  CM,  CM',  intorno  a 
eut  il  braceio  di  leva  AB  va  rotando  dalla  destra   alla  sinistra. 
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l4*a«se  dl  una  coppla  (P,  —  P)  è  adunque  una  retta  che 
sorge  a  perpendicolo  std  piano  délia  coppitty  eguale,  numericamente 
al  8U0  momentOy  e  che  ,  considerata  corne  una  persona  coi  piedi 
sul  mezzo  .del  braccio  di  leva ,  vedrehbe  rotare  intorno  a  $è  dal- 
la dcstra  alla  •Intsira  quetio  braccio  di  leva,  mosso  dal- 
V  azion  délia  coppia, 

V  asse  ddla  coppîa  rappresenta  quindi  tutti  gU  elementi  es- 
senziali  che  sono  a  considerarsi  in  una  coppia:  colla  perpendi- 
colarltÀ  ne  rappresenta  il  piano  ;  colla  lunsliesBa  •  il  momento; 
e  colla  direzlonef  il  senso  délia  rotàzione  del  braccio  di  leva. 

N.  B.  Nella  trasformazione  ed  eqnivalenza  délie  coppie  si  suppone 
sempre,  benchè  non  si  awerta,  che  ogni  braccio  di  Uva  sia  inva- 
riabilmente  coanesso  col  sistema  rigido  a  cui  sono  applicale  le  forze. 


S  2.*  Leggi  per  la  trasformazione  di  una  coppia 

in  altre  eqnivalenti. 

Bue  coppie  si  dicono  cfiaivalentl*  se  possono  surrogarsi  Tuna 
air  altra  senz'  alterare  lo  stato  del  sistema  a  cui  sono  applicate. 

63.  Prop,  Due  coppie        (AP  ,BP)  ,        (  À'P' ,  ffP'  ) 
saranno  équivalent!,  se  le  forze  deir  una   rivolte  in    verso  contrario 
fanno  equilibrio  a  qtielle  dell'  alira. 

Infatti  se  le  forze  délia  seconda  coppia  si  rivolgono  in  verso  cou'- 
trario,  nascerà  la  terza  coppia  (  P'^',  P'I^')  evidentemente  in  equili- 
brio colla  seconda,  ed  acconcia  per  ipotesi  a  far  equilibrio  colla  pri- 
ma. Essendo  adunque  in  nostro  arhîtrio  di  considerare  piuttoslo  l'uno 
che  r  altro  di  tali  equilibrii,  è  palese  che  la  prima  coppia  équivale 
alla  seconda. 

w 

54.  Teor*  Una  coppia  essendo  applicata  ad  un  sistema  rigido, 
è  lecitOt  senza  punto  alterarne  l'e/fetto , 

!.•  Traiportarla  parallelamente ,  a  se  stessa  dove  si  voglia,  o 
nel  suo  piano,  od  in  ogni  altro  piano  parallelo ;  » 

2.*  E  girarla,  corne  si  vorrà,  in  questo  piano  ; 

3.*  E  quivi  trasformarla  in  un*  altra  coppia  (Q ,  —  Q)  dello 
stesso  senso  e  di  egual  momento. 

Him,  La  dimostrazione  di  ciascuna  di  queste  tre  proposizioni 
riducesi  a  mettere  in  evidenza  che  la  coppia  considerata  nel'sccon- 
do  stato,  ove  sia  applicata  in  senso  contrario,  fa  equilibrio  colla 
coppia  considerata  nel  primo  stato. 
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t.*  La  coppia  (P,  —  P  )  si  trasporli  parallelamente  a  $è  stessa 
dalla  posizioDe  (ÀP,  BP)  in  un'altra  posizîone  qiialsivogUa  (À'P\  B*P') 
(fig.  19).  1  due  bracci  di  leva  ÀB^  A'B^y  essendo  parallell  ed  egualî, 
dcterminano  un  parallelogrammo  le  cui  diagonali  ÂB^,  A'B  si  taglia- 
no  a  YÎcenda  nel  loro  punlo  di  mezzo  C. 

Ciô  po8to,  io  dico  che  la  coppia  (À'P'j  B'P')^  appUcaia  in  senso 
contrario  stcchè  divenli  (P'À\  P'Bf)y  fa  equilibrio  colla  coppia 
{ÀP^  BP).  Infatli,  ove  le  forze  uguali  di  queste  due  coppie  si  di- 
stribuiscano  ne'  due  gruppi 

{AP,  P^tt),     {BP,  P'A'), 

si  rede  che  le  forze  del  primo  groppo,  essendo  parallèle ,  eguali  e 
dello  stesso  senso,  si  compongono  in  una  risuUante  =  P  -^  P',  che 
passa  pel  punto  di  mezzo  C  di  AB';  e  si  vede,  per  la  stessa  ragio- 
ne ,  che  le  forze  del  secondo  gruppo  si  compongono  in  una  risnltan- 
te  uguale  e  diretlamente  opposta  alla  risuUante  précédente.  £  cosi 
è  reso  roanifesto  T equilibrio  tra  le  due  coppie  {AP,  BP)y  (P'A\  P']f), 
e  rimane  dimosirata  la  prima  proposizione. 

2.*  La  coppia  (AP^  BP)  si  giri  e  si  volti  corne  si  vorrà  nel  suo 
piano,  e  direnuta  (A'P*,  ffP*)  si  trasporti  parallelamente  a  se  stes- 
sa cosi  che  i  bracci  di  leva  AB,  ÀBf  abbiano  in  comuhe  il  loro  pun- 
to di  mezzo  C  {fig,  20).  Siano  D  ed  £  i  punti  dove  rispetlivaroen- 
le  s'  incontrano  le  direzioni  délie  due  forze  AP  ed  i4'P',  e  quelle 
délie  allre  due  forze  BP  y  ffP\  Considerando  i  triangoli  retlangoli 
CAD  c  CA'D  ,  CBE  c  CBfE ,  ne'  quali 

AC  =  CB  z^  A'C  =  CB' , 

apparirà  che  i  pnnii  D  ed  E  si  trovano  entrambi  sulla  relta  ht- 
settricc  degli  angoli  opposti  al  vertice  ACA\  BCB^t  retta  che  è  pur 
biseltrice  degli  angoli  ADA\  BEB', 

Cio  poslo,  io  dico  che  la  coppia  {A'P\  B'P'),  applicata  in  scnso 
contrario  sicchè  divenli  {P'A\  P'ff),  fa  equilibrio  colla  coppia 
{ÂP,  BP).  Infalti,  ove  le  forze  uguali  di  queste  due  copine  si  di- 
stribuiscano  ne'  due  gruppi 

{AP,  P'A'),    {BP,  P'B')  , 

si  vede  che  le  due  forze  del  primo  gruppo,  supposte  applicate  nel 
punto  D  ove  concorrono  le  loro  direzioni ,  si  compongono  in  una  ri- 
suUante dircfta  secondo  CD,  biscttrice  dell'  angolo  délie  due  forze; 

Ô 
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e  si  vede  ancora,  che  le  due  forze  del  sècondo  grnppo  si  compongo- 
no  in  un*  altra  risultante,  uguale  e  direttamente  opposta  alla  risul- 
tante  précédente.  £  cosi  è  reso  manifesto  reqnîlibrio  délie  dne  cop- 
pie  {AP,  BP)^'{PA\  P'B^)y  c  rimane  dîmostrata  la  seconda  pro- 
posizione. 

3.*  Le  dae  coppie  (P,  —  P),  ((?,  —  Q)  dello  stcsso  senso  e 
di  egual  momenlo,  essendo  sopra  un  piano,  si  dispongano  co- 
si che  il  braccio  di  leva  BC  délia  seconda  sia  nel  prolungamento 
del  bracq^o  di  leva  AB  délia  prima^T?^.  2f  ).  La  snpposta  eguaglian- 
za  de'  momenti  P.AB,  Q.BC  délie  due  coppie  {AP,  BP)  (BQ,  CQ) 
somministra  la  proporzione 


(.)      -i--  «  -- 


BC  AB  AC 

Cio  posto,  io  dico  che  la  coppia  (BQj  CQ) ,  applicata  in  sen- 
so contrario  sicchè  diventi  (QBy  QC)  y  fa  equilibrio  colla  coppia 
(APy  BP).  Infatti,  ove  le  forze  di  qneste  dne  coppie  si  distribuisca- 
no  ne'  due  grnppi 

(AP,  OC),       {ÇB,  BP), 


si  vede  che  le  forze  del  primo  grnppo,  essendo  parallèle  e  diretie  per 
Io  stesso  verso ,  si  compongono  in  una  risultante  :r  P  -f-  Q ,  che  pas- 
sera per  B,  punto  che  solo  ha  la  proprletà  di  soddisfare  alla  propor- 
zione (1);  e  si  vede  ancora,  che  le  forze  del  secondo  gruppo  si  com- 
pongono in  un'  altra  risultante ,  uguale  e  direttamente  opposta  alla 
précédente.  Cosi  è  reso  manifesto  1'  equilibrio  tra  le  due  coppie 
(APy  BP)  ,  (QBy  QC)  ,  e  cosi  rimane  dimostrata  la  terza  ed  nlti- 
ma  proposizione  del  teorcma. 

Coroll.  L  La  coppia ,  in  ogni  sua  trasformazîone ,  mantiene  Tas- 
se parallelo  ed  nguale  a  se  stesso,  e  diretto  nel  medesîmo  senso. 
Quindi  pu6  dirsi  che,. a  quella  guisa  che  il  punto  di  applicazhne 
di  una  forza  si  puô  trasportare  da  un  punto  ad  un  altro  qualunque 
délia  direzion  délia  forza,  cosi  Vasse  di  una  coppia  pno  venir  tras- 
portato  parallelamente  a  se  stesso  in  qnal  luogo  si  voglia  dello  spa- 
zio,  per  ivi  rappresentare  la  coppia  rispetto  al  suo  piano,  al  momen- 
io  ed  al  $enso  délia  rotazione.  In  générale:  Afiinchè  due  coppie 
siano  equivalenti,  è  necessario  e  sufAciente  che  abbiano  paralleli  ed 
eguali  gli  assi,  e  diretti  nel  medesimo  senso. 
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CorolL  IL  Sîa  V  il  valore  dcl  moments  di  una  coppia  {AP,  BP), 
ctoè  sîa 

Ter  mezzo  di  qnesta   relazione,  dato  il  momento  F,  ed   ona  délie 
due  qnantità  P,  AB^  si  poirà  subito  detçrminar  l'altra,  essendo 

Dunque:  £  sempre  possibîle  di  sostituire  ad  iina  coppia  di  noto 
momento  F,  un'altra  coppia  equiyalente  di  cui  sia  dato  il  braccio 
di  leva  i0,  o  di  cui  sia  dato  il  valor  comune  P  délie  due  forze 
contrarie. 


$  3.*  Legge  per  la  qxwh  le  roppie^  situate  nel  medesimo  piano 
tod  in  piani  paralleli,  êi  comporrgono  in  una  soîa. 


55.  Teor.  Le  coppie,  itittuile  nel  medesimo  piano  od  in  piani 
paralleli,  si  compongono  in  una  coppia  unica ,  il  cui  momento  i 
uguale  alla  somma  de*momenti  délie  coppie  componenti, 

niiii.  Siano  date  in  piani  paralleli,  ovvero  (ciô  che  torna  lo 
stesso)  in  un  medesimo  piano,  piu  coppie  co'  momenti  rispettivi 


P.AB  ,     p'.A'S' ,     P^\rB"  ,  etc. 

lo  dico,  che  la  loro  azione  simultanea  équivale  a  quella  di  una  cop'^ 
pia  unica,  di  cui  il  momento  M  è  dato  dairequazione: 


M  =  P,AB  -4-  P\A'B'  ^  P'^A'^B"  ^  etc. 

nella  qnale  cooviene  avvertire  che ,  se  si  riguardano  corne  positivi 
i  momenti  délie  coppie  il  cui  asse  è  diretto  in  un  senso,  si  debbo^ 
no  rîguardare  corne  negativi  i  momenti  di  quelle  il  cui  asse  è  di* 
retto  in  senso  contrario. 
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|,e  coppie  date  si   ira^ormino  in   altrettanle  coppie  eqiiivalentt 

collo  stesso  braccio  di  leva  CD,  e  siano  per  esempio  (fig.  22) 

(CO,  DQ)  ,    (CQ\    DQ'),  (CQ'\  DQ")  etc. 
denotando  per  Qy  Q\  Q"  etc.  le  forze  corrispondenti,  talchè  si  abbia 


Q.CD  =  P.AB,     Q\CD  ==  F'.À'ff  ,  etc. 

£  chiaro  cbe  queste  nuove  coppie  formeranno,  cooie  apparisce  dal- 
la figura,  iina  coppia  nnica  di  cui  ana  délie  forze  è 

Ç  H-  0'  -<-  0"  -^  etc. 

ed  il  momento  M  hzz(Q  ^  Q'  -^  (^'  -^  etc.  ),CD.  Or  questo  mo- 
mento  équivale  alla  somma  de'  momenti 

Q.CD  ^  O'.CD  -+-  Q'\CD  ^  etc.  , 

somma  che,  per  costruzione,  è  iiguale  alla  somma  de'momenti  délie 
coppie  date.  Il  teorema  è  adunqne  dimostrafo. 

Scolio.  Ove  si  ritletta  cbe  glî  asst  délie  coppie  ne  rappresentano 
i  momenti  in  grandezza  ed  in  segno  (53),  si  comprenderà  cbe  il 
teorema  précédente  si  pno  ancbe  esprimer  cosi  : 

c  Le  coppie  con  assi  paralleli  si  compongono  in  una  coppia  uni- 
ca,  il  cui  asse  è  nguale  alla  somma  degli  assi  délie  coppie  compo- 
nenti  >.  La  quai  proposizione  è  il  compendio  di  quesraltra: 

«  Le  coppie  con  assi  paralleli  si  compongono  in  una  coppia  ri- 
snltante,  il  cui  asse  è  uguale  alla  somma  degli  assi  diretti  in  un 
senso,  meno  la  somma  degli  assi  diretti  in  senso  contrario,  e  si  di- 
rige nel  senso  degli  assi  cbe  formano  la  somma  più  grande.  » 
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§  4*.  Legge  per  la  quale  le  coppie^  gttuate  in  piani  cùmunque 
inclinait  ira,  loro^  si  compongono  in  una  sola.  Somiglianza  ira  le 
leggi  délie  coppie  e  le  leggi  délie  semplici  forze. 


56.  Teor*  Due  coppie^  atenti  per  assi  i  lait  di  un  parallèle^ 
grammo,  si  compongono  in  una  coppla  rinultantet  che  ha  per 
asse  la  diagonale  del  parallelogramtno. 

mm.  Le  coppie  dalc  (P,  —  P),  (P',  —  P')  siano  sitnate  nei 
piani  zOa,  zOb  cfae  si  segano  secondo  la  retta  Oz  {fig.  23).  In  ^iiie- 
sli  pîanî  le  due  coppie  si  potranno  sempre  trasformare  in  modo,  che 
restîno  soddisfatte  le  tre  seguenti  condizioni  : 

1*.  Cbe  in  ciascuna  di  esse  il  valor  cooi une  deile  forze  sia  egua- 
le  air  unità  (P=  1,  P'  =  I); 

2*.  Che  in  ciascuna  di  esse  la  forza  positiva  sia  diretta  secondo  Oz; 

3*.  E  che  pero,  in  entrambe,  i  bracci  di  leva  Oa,  Oh  riescano  per- 
pendicolari  in  0  alla  stessa  linea  Oz. 

Ciô  posto ,  sopra  le  due  rette  Oa ,  Oh  prese  per  lati  si  compia  il 
parallelogrammo  Oachy  e  la  coppia  (P'y  —  P')  situata  nel  piano  zOh 
s*  immagini  trasportata  parallelamente  a  se  stessa,  finchè  il  suo  brac- 
cîo  di  leva  Oh  venga  a  coincidere  coir  opposto  lato  ac  del  parallelo- 
grammo. Dopo  qnesto  trasporto,  si  distruggeranno  nel  punto  a  le 
due  forze  uguali  ed  opposte  aP  y  aP' ,  e  restera  nel  sistema  la  sola 
coppia 

(OP,  cP'), 

situata  nel  piano  zOc,  e  di  cui  tanto  il  braccio  di  leva,  quanlo  il 
momento,  è  rappresentato  dalla  diagonale  Oc  del  parallelogrammo. 
Cosi ,  in  questo  parallelogrammo ,  i  lati  rappresentano  le  coppie  com- 
ponenti,  e  la  diagonale  la  coppia  risoltante. 

Se  ora  si  faccia  girare  il  parallelogrammo  Oach  dalla  destra  alla 
sinistra  di  Oz  per  un  angolo  retto,  ë  manifesto  che  le  tre  rette  Oa, 
Oh  y  Oc,  divenute  perpendicolari  ai  piani  (zOa,  zOh,  zOc)  délie  tre 
coppie,  saranno  gli  assi  délie  coppie  medesime,  rappresentandone 
colle  perpendicolari  ta  i  piani ,  colle  lunghezze  i  momenti,  e  colle  di- 
rezîoni  il  senso  délie  rotazioni  de'  rispettivi  bracci  ai  leva. 

57.  In  un  sistema  di  coppie,  se  si  compone  successivamente  la  ri- 
sultante  délie  coppie  già  considerate  con  una  di  quelle  che  restano  , 
si  otterrà  Tevidenza  délie  seguenli  proposizioni  : 
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l''.  Tre  coppie,  avenu  per  assi  a,  b^  c  i  lati  Oa  y  Ob,  Oc  di  un 
parallelepipedo ,  si  compongono  in  una  coppia  risultante,  che  ha  per 
asse  d  la  diagonale  Od  del  parallelepipedo. 

2'*.  In  générale:  Date  più  coppie  per  oiezzo  de'  loro  assi  a,  b,  c, 
dy  e,  etc.,  se  si  trasportano  questi  assi  parallelamente  a  se  stessi  e 
si  conducono  ad  avère  in  comune  1'  origine  0,  talcliè  diventino 
Out  Oby  Ocy  Od,  OOy  etc.  ;  la  risultante  OG  di  queste  rette  sarà  l'as^ 
se  délia  coppia  risultante, 

Scolio.  É  adunque  manifesto  che  le  coppie ,  rappresentate  che  sia- 
no  dai  loro  assi,  si  compongono,  decompongono'  ed  equilibrano  a 
quel  modo  che  si  fa  délie  semplici  forze;  coll'  unico  divarîo  che,  men* 
tre  il  punto  di  applicazîon  di  una  forza  si  puo  solo  trasportare  da 
un  puuto  ad  un  altro  de^a  direzion  della  forza,  Tasse  di  una  cop- 
pia si  puo  trasportare  parallelamente  a  se  stesso  in  quai  luogo  si 
voglia  dello  spazio ,  per  ivi  rappresentare  la  coppia  ne*  suoi  tre  ele- 
menti  essenziali  :  fiano ,  momento ,  e  senso  della  rotazione  del  brac- 
cio  di  leva. 


CAPO   1¥. 

ljefn»i  P^i*  le  Mrse  applicatc  ad  lui 
•Ivtema  riyftda. 


S  1.*  Xe^^e  on(/e  le  forze  applicate  ad  un  sistema  rigido  si  ri- 
ducono  ad  ttna  sofa  forza  e  ad  una  sola  coppia,  Condizioni  deU'e- 
guilibrio  e  deWequicalenza  délie  forze. 


58.  Una  forza  f  essendo  «'ipplicata  in  nn  punto  À  di  un  sistema  rigi- 
do, se  in  un  altro  punto  qualsivoglia  0  si  applicblno  due  forzc  oppo- 
ftte  Ofj  Of  {/Ig,  24),  parallèle  ed  eguali  alla  prima  Af,  è  chiaro 
che  queste  due  forze  si  distruggono  tra  loro,  ô  chç  lo  stalo  del  si- 
stema non  è  cangiato.  Ma  ora,  invece  délia  semplice  forza  f  appli- 
cata  in  A^  possiamo  considerare  la  stessa  forza  applicata  in  0  e  la 

eoppia  (/*,  —  f],  ossia  {Afy  Of),  il  cui  momento  è  znf.AB,  essendo 

AB  la  distanza  che  corre  perpendicolare  tra  4e  direzioni  délie  forze 
Afy  Of,  Se,  per  maggior  chiarezza,  si  irasporta  qnesta  coppia  altrove 
in  un  piano  qualunque  parallelo  al  suo  (ci6  cbe  è  permesso  (54)  ), 
non  restera  nel  punto  0  clic  la  forza  Of,  parallela  ed  eguale  alla 
forza  Afy  e  che  puo  riguardarsi  corne  questa  medesima  forza  che  si 
è  recata  parallelamente  a  se  stessa  da  ^  in  0,  percorrendo  colla 
sua  direzione  il  cammino  AD, 

Possiamo  dire  adunque  che:  Una  forza  f  applicata  ad  un  siête- 
ma  rigido ,  puh  esser  trasportata  parallelamente  a  se  stessa  da  uno 
ad  un  altro  punto  qualsivoglia  del  sistemU  »  purchè  si  aggiunga  la 
coppia  { f,  —  /)  che  nasce  da  questa  traslazione ,  e  che  ha  per 
momento  il  prodotto  delta  forza  f  pel  cammino  percorso  dalla  sua 
direzione. 

N.  B.  Quando  le  forze  si  diranno  trasportate  da  un  punto  ad 
un  altro ,  sottintendasi  sempre  :  parallelamente  a  se  stesse,  e  di  più 
che  il  nuovo  punto  di  applicazione  sia  invariabilmente  connesso  col 
primo. 


'    5      ' 
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59.  \jC  forze  f,  f,  f^  etc.,  applicate  ad  un  sislema  rigido,  se  si 
trasportano  tiitte  in  un  medesimo  punto  0  (  pnnto  che  diremo  centra 
di  riduzione.  ) ,  è  manifesto  : 

1*.  Che  quivi  si  potranno  comporre  in  nna  sola  forza  OF,  e  che 
tutte  le  coppie,  saie  dalla  traslazione  délie  forze,  si  potranno  anch'es- 
se  comporre  in  una  sola  coppia  G,  il  cui  asse  OG  (ô4)  sarà  in  géné- 
rale inclinato  ad  OF  (fig.  25/; 

2*.  E  che,  se  si  sposta  il  centro  0  di  ridnzione  fuori  délia  retta 
OFy  la  forza  risultanle  F  non  fa  che  muoversi  parallelamente  a  se 
stessa ,  generando  nel  suo  cammino  una  nuo?a  coppia,  che  fa  cangia- 
re  la  coppia  risultan^  G. 

In  queste  operazioni  si  contiene  evidenlemente  la  legge  per  la  qua- 

le  :  Le  forze  applicate  ad  un  gistema  rigido  si  possono    ridur  iem- 

pre  ad  una  sola  forza  F,  che  passi  per  un  punto  0  data  ad  arbi- 

trio ,  e  ad  una  sola  coppia  G ,  il  eui  asse  OG  varia  in  générale  aU 

lo  spostarsi  del  centro  di  riduzione. 

La  forza  OF  si  chîania  la  risultante  générale  del  sistema ,  es- 
sendo  sempre  la  stessa  per  ogni  centro  di  riduzione ,  ma  la  sua  azio- 
nc  costante  si  dee  accoppiare  coir  azione  délia  coppia  risultante  G 
che  varia  da  centro  a  centro. 

60.  Una  coppia  non  polendo  esser  tenuta  in  equilibrio  da  una 
semplice  forza,  è  chiaro  che  non  potrà  sussister  V  equilibrio  tra  le 
forze  applicate  ad  un  sistema  rigido  e  libero,  salrochè  la  forza  ri- 
sultante f  e  la  coppia  risultante  G  non  si  annullino  ciascuna  da  se, 
ovunque  sia  preso  il  centro  0  di  riduzione. 

Di  qua  la  condizion  générale  delt' equilibrio:  «  Àf^nchè  pià  for- 
ze si  facciano  eguilihr'io  sopra  un  sistema  rigido  e  libero ,  si  ri- 
chiede  che ,  trasportate  in  un  punto  qualsivoglia  dello  spazio ,  si 
eguilibrino  tra  loro;  e  che  inoltre  si  equilibrino  tra  loro  le  coppie 
note  da  simile  traslazione.  » 

61.  Due  classi  dl  forze  applicate  ad  nn  sistema  si'  dîcono  eqtnl- 
valeiitl*  se  le  forze  dell'una  classe  possono  surrogarsi  a  quelle 
deir  altra  senz'  alterare  lo  stato  del  sistema. 

Coroll.  1.  Se  due  classi  di  forze  (P,  /^,  P"  etc.),  (ft  Ç',  9"  etc.), 
applicate  ai  pnnti  di  un  sistema  rigido  e  libero,  sono  equivalenti,  le 
forze  detl*  una  classe  rivolte  in  senso  opposto  faranno  equilibrio  a 
quelle  dell'  altra  classe.  E  viceversa  :  le  due  classi  saranno  equivalen-' 
ti,  se  le  forze  dell' una  rivolte  in  contrario  fanno  equilibrio  a  quelle 
deir  altra. 

Infatti  se  intendiamo  applîcata  una  terza  classe  di  forze 

(—  0,  -  (?',  -  Q\  etc.) 
eguali    ed    opposle  a  quelle    délia    seconda    classe,  sarà  in  nostra 
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arbitrio  dî  considerar  le  nuove  forze  sia  in  equilibrio  con  quelle  dél- 
ia seconda  classe,  sta  con  quelle  délia   prima. 

Corail.  IL  Se  due  classi  di  forze  sono  equivalenti  sopra  un 
sistema  rigido  e  libero,  trasportate  le  forze  in  «un  punto  qualsivogHa 
O»  dovranno  quivi  riuscire  identiche  tanto  le  forze  risnltanti  F,  F 
délie  due  classi,  quanto  le  loro  coppie  risultanli  G,  G'. 

Infatti  applicando  in  senso  contrario  le  forze  di  una  délie  due 
classi,  per  esempto  délia  seconda,  doTrà  nascer  1* equilibrio  nel  pun- 
to  0  tra  le  forze  nsultanti  F,  —  F',  e  le  coppie  risultanti  G,  —  G'  ; 
e  quest'equilibrio  è  impossibile,  se  non  siano  eguali  e  in  direzione  op- 
posta  sî  le  forze  F,  —  1*^  e  si  gli  assi  délie  coppie  G,  —  G\ 

CorolL  lïL  Siccome  una  forza,  che  si  trasporti  in  un  punto 
qnalsivoglia ,  produce  nella  iraslazionç  una  coppia  il  cui  piano  è 
sempre  parallelo  alla  direzion  délia  forza ,  cosi  apparisce  manifesta 
la  Terilà  délia  seguente  proposizione  : 

«  Affinchè  le  forze  applicate  ad  un  tixtema  rigido  e  libero  equi-^ 
valgano  ad  una  forza  unica ,  ni  richiede  che ,  trasportate  in  un 
punto  qualunque ,  la  loro  risultante  abbia  una  direzione  paral- 
lela  al  piano  délia  coppia  risultante ,  e  perd  perpendleolare 
aW  asse  di  esta  coppia,  » 

62.  Ridotte  che  siano  le  forze  ad  una  sola  forza  F  e  ad  una  cop- 
pia £r,  si  potrà  sempre  cost  disporre  la  coppia,  che  una  delle  sue 
forze  si  componga  con  F:  ed  allora  si  avranno  due  forze,  le  qnali 
non  potranno  esserc  in  un  medesinio  piano  ,  salvo  che  non  siano 
riducibili  ad  una  forza  unica.  Dunque: 

!•.  Tutte  le  forze  applicate  ad  un  sistema  rigido  possono  sem- 
pre ridursi  a  due  sole; 

2*.  Due  forzej  non  situate  in  un  medesimo  piano ,  non  possono 
equivalere  ad  una  forza  unica. 

63.  Scolio.  Allorchè  pîù  forze  sono  in  equilibrio  sopra  un  siste- 
ma rigido  e  libero  ,  per  iscoprirne  piii  facilmente  le  relazioni  giova 
talvolta  separarle  in  due  classi ,  e  rendere  equivalenti  queste  classi 
col  Tolgere  in  contrario  le  forze  di  una  di  esse. 

64.  N.  B.  Quando  in  appresso  una  coppia  verra  indicata  per  mez- 
zo  di  una  relia ,  s*  intenda  per  questa  retla  V  asse  délia  coppia ,  c 
quando  la  lettera  che  dénota  la  coppia,  per  esempio  (7,  si  pone  sot- 
lo  le  lince  trigonometriche ,  corne  sen,{FG) ,  s' intenda  per  G  Tasse 
délia  coppia. 


0 
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S  2*.  A»S6  centrale ,  ossia  luogo  de'centri  dt  rlduzione ,  in  eut 
il  piano  délia  coppia  risultante  riesce  perpendicolare  alla  direzione 
délia  forza  risultante.  Tutti  gli  altri  centri  di  riduziont  9ono 
diiposti  in  ordine  sifnmetrico  intorno  alV  asse  centrale. 


65.  ProMcma.  Dato  un  sistema  di  pià  forze,  ridurJo  cosl 
ad  una  forza  e  ad  una  coppia,  che  il  piano  délia  coppia  riesca 
perpendicolare  alla  direzion  délia  forza. 

Soins.  Preso  per  ceniro  di  riduzion  delle  forze  un  punto  qual- 
sWoglia  0  {fig.  26),  sîa  OF  la  forza  risultante  F,  ed  OGh  coppia 
risultante  G.  La  retta  OG  si  decomponga  in  due  componenti  rettan- 
golari  (Kj  5),  la  prima  delle  quali  OA"  sîa  sulla  retla  OF,  e  Tal- 
tra  Ob ,  perpendicolare  ad  OF,  si  prolunghi  in  06'  =:  —  Ob.  Sarà 

Krz  Gco8,(FG)  ,      b  =  Gsen.iFG)  .^ 

Poichè  alla  coppia  OG  possiamo  sostituire  le  coppie  componenti 
OK,  Ob,  per  risolycre  il  problema  basterà  trasportare  la  forza  OF 
in  modo,  che  ne  nasca  una  coppia  06'  eguale  e  contraria  alla  coppia 
05.  A  questo  fine  si  conduca  per  0  una  retta 


—  Ob^  ^  Gnen.jFG) 
"F  ""  F 


perpendicolare  al  piano  FOG,  ed  inalzata  da  quella  parte  del  piano 
in  eni  OC  (se  fosse  una  per$ona  coi  piedi  in  0  e  colla  fronte  rivol* 
ta  yerso  V apertura  deirangolo  FOG )  vcdrebbe  il  lato  OF  a  destra, 
La  coppia,  che  nasce  trasportando  la  .forza  F  m  C,  avrà  evidente- 
mente  per  asse  05'=:  —  F.OC,  e  pero  distruggerà  la  coppia  05. 
Preso  adunque  il  punto  C  per  centro  di  riduzione ,  tutte  le  forze 
del  sistema  saranno  ridotte  alla  forza  F,  o  CF,  ed  alla  coppia  K  il 
cui  piano  è  perpendicolare  alla  direzion  délia  forza  F. 

Si  Tede  cosi  quai  sia  la  legge  da  osservarsi  per  arrivare  alla  so- 
luzione  immediata  del  problema  : 

Conviene  dapprima  ridurre  il  dato  sigtema  di  forze  ad  una 
gola  forza  OF  e  ad  una  sola  coppia  OG  in  un  punto  0  preso  ad 
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arbitrio  ;  poi  da  O  inahare  sul  piano  delV  angolo  (FG)  la  perpen-- 
dicolare 

Gsen.(FG) 

e  pel  punto  C  co$\  determinato  condurre  una  retta  indefinita  CF 
parallela  alla  direzion  délia  forza  F:  qualunque  iia  il  punto  di 
guesta  retta  che  «t  prenda  per  centro  di  riduzione ,  il  piano  délia 
^oppia  riiultante  sarà  perpendicolare  alla  direzione  délia  forza  r»<- 
sultante. 

a)  La  retta  CF,  che  ha  la  propriété  di  passare  per  tutti  i  centrî 
di  riduzione  ne'  quali  il  piano  délia  coppia  risultante  K  è  perpendi- 
colare alla  direzione  délia  forza  risultante  F,  si  chiama  Assc  cen- 
trale délie  coppte» 

66.  Coroll.  Quando  il  sîstema  délie  forze  équivale  ad  una  forza 
«ntca ,  la  retta  secondo  cul  agisce  questa  forza  è  Tasse  centrale.  Im- 
peroccbè  l  asse  OG  délia  coppia  risultante  (flg.  26),  do?endo  esse- 
re  in  questo  caso  perpendicolare  alla  direzione  délia  forza  risultante 
OF  (61,  III),  si  confonderà  con  06,  e  pero  (essendo  KzzO)  se  la 
forza  F  si  trasporta  da  0  in  C,  non  si  avrà  in  C  cbe  la  sola  forza 
F,  distrnggendosi  le  due  coppie  Ob,  Ob\ 

67.  Problema,  Risolvere  il  problema  inverso  dei  précédente ,  vale 
a  dire  :  Ridotte  le  forze  del  siêtema  ad  una  forza  F  e  ad  una  cop* 
pia  K  il  cui  piano  sia  perpendicolare  alla  direzion  délia  forza , 
passare  ad  un'  altra  riduzione  in  un  punto  qualsivoglia  0 ,  sepa^ 
rato  dalV  asse  centrale  per  V  intervallo  CO  =  p. 

iSoluz.  La  forza  F,  trasportata  da  C  în  0  (/S^..!26),  fa  nasc^r  la 
coppia  ObznF.pj  la  quale,  ove  si  cooiponga  colla  coppia  data  AT, 
produrrà  la  coppia  risultante  OG,  E  tra  le  componenti  rettangolari 
OKy  Ob  e  la  loro  risultaate  OG  si  avranno  le  relazioni  cognite  : 


F 
K  =  Gcos,{FG) ,  tany,{FG)=p.  -^  » 

F.p  -n  Gsen.(FG)  ,  €»  =  JT»  -^  j)«.P  . 

Ptr  quesle  formole  si  fa  manifesto.* 

1*.  Che  quando  il  centro  0  di  riduzione  si  fa  uscire  dalV  asse 
renlrale  e  se  ne  allontana  indefinitamente  ^  la  coppia  risultante  G 
€sce  in  corrispondenza  dallo  «(ato  miniino  K^  e  cresce  indéfini" 
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tamente  ;  ma  il  $uo  asse  OG^  proiettaio  che  sia  sulla  direzione  dél- 
ia forza  risuléante  F,  torna  sempre  {nella  proiezione)  ad  tuer  cià 
che  era  al  punto  di  partenza ,  cîoè  =r  K. 

2*.  Che  ne*  centri  0  di  riduzione  $ituati  ad  egual  distanza  p 
dalV  asse  centrale  y  Vasee  OG  délia  coppia  risuUante  (sempre  per- 
pendicolare  alla  retta  p)  ha  dappertutto  la  stessa  lunghezza^  ed  è 
ugualmente  inclinato  alla  direzione  délia  forza  ri^ul tante  F. 

Ed  ecco  introdotto  un  po'  di  lume  per  entro  al  concelto  délie  rî- 
dnzioni  eguivalenti  (F,  G)  délie  forze.  Noi  le  vedîamo  dtstribuîte 
in  ordine  simmetrico  intorno  airassc  centrale;  e,  neiio  specchîo  dél- 
ie formole  che  le  nnîscono,  seguianio  per  cosi  dire  coirocctiîo  il  va- 
riare  délie  loro  immagini,  di  mano  in  mano  che  dall'  asse  centrale 
si  vanno  allontanando. 


$  3*.  Principio  générale  per  determinare  le  pressioni  e  trazioni 
de'  punti  fissi  in  un  êietema   rigide  equilibrato, 

Àpplicazioni  ai  gravi. 


68.  L'cquilibrio  di  un  sistema  ritenuto  da  punti  fissi  ^  puo  sem** 
pre  ridursi  alVequilibricK  di  un  sistema  inleramenle  libero,  sostîtuen- 
do  aile  pressioni  e  trazioni  che  sofTrono  i  punti  fîssi ,  altrcttante  for- 
ze uguali  e  contrarie.  £  ne  segue  che  (63): 

Quando  un  sistema  rigido ,  ritenuto  da  uno  o  pià  punti  fi^si , 
ripo$a  in  equiHbriOy  le  pressioni  e  trasioni  de'  punti  fissi 
formano  una  classe  di  forze  eiiaivalente  alla  classe  délie  forze 
applicate  al  sistema.  Cosi  : 

1*.  Se  non  ay?i  che  un  solo  punto  fisso  0,  la  pressione  o  tra-- 
zione  di  questo  punto  sarà  eguale  alla  forza  unica  F  a  cui  debbono 
equivalere  tutle  le  forze  applicate,  forza  che  dee  passdre  per  0. 

2*.  Se  il  sistema  è  girevole  sopra  due  cardini  M,  N,  e  le  forze 
applicate  siano  ridolte  in  M  alla  forza  F  ed  alla  coppia  G^  il  piano 
délia  coppia  G  dovra  passare  per  la  linea  de'  cardini,  afiinchè  pos- 
sa  trasformarsi  in  una  coppia  di  pressioni  (p,  — p),  applicate  in  M 
ed  in  N  perpendicolarmente  alla  linea  de'  cardini  MN  =  c.  Per  de- 
terminare il  valor  comune  p  di  queste  pressioni  si  avrà  p.c  ziz  G  y 
donde 

_    G 
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ed  il  senso  in  cui  tende  a  girare  la  coppia  G,  farà  conoscere  il  sen- 
so  délia  coppia  (p,  —  p) ,  e  pero  il  senso  délia  pressione  p  sopra 
ciascuno  de'  due  cardini. 

Applicazioni  ai  gravi. 

69.  Un  grave,  sospeso  o  sostenuto  comunque  da  un  punlo  fisso, 
rimarrà  in  equilibrio  se  la  verticale  condotta  pel  centro  di  gravita 
passa  per  quel  punto,  e  viceversa.  La  trazione  o  pressione  del  pun- 
to  sarà  eguale  al  peso  del  grave. 

70.  Data  nna  porta  sostenuta  in  equilibrio  da  due  cardini  Af,  N 
in  linea  verticale ,  essa  grava  di  tutto  il  suo  peso  P  là  linea  de'cardi- 
ni,  ed  oltre  a  eio  il  cardine  superiore  è  tratto  infuori,  e  V  inferio- 
re  è  sospinto  in  dentro ,  entrambi  con  forza 

„    d 

dove  e  è  la  retta  cbe  unisce  i  cardini ,  e  d  è  la  distanza  che  corre 
Ira  questa  retta  ed  il  centro  di  gravita  G  délia  porta. 

Per  ottener  Tevidenza  di  quesli  risultati,  basta  trasportar  la  for- 
xa  P  (che  rappresenta  il  peso  délia  porta)  dal  centro  di  gravita  G 
flno  alla  linea  de'  cardini»  tener  conto  délia  coppia  P.d  che  ne  na- 
sce,  e  poi  gîrare  e  trasforniar  questa  coppia  in  un' altra  i=  p.r,  che 
abbia  le  sue  forze  orizzontali  (p, — p)  applicate  ai  cardini. 

Si  noti  che  i  due  cardini  debbono  sostenere  insieme  il  peso  P 
délia  porta ,  senza  cbe,  in  genarale,  sia  determinata  la  parte  di  peso 
che  grava  ciascuno  di  essi.  Nella  realità  perè,  la  natura  stessa  délie 
cose  dee  serapre  ofTrire  una  soluzione  particolare ,  variando  la  sohi* 
zione  al  variare  délie  circosianze. 

a)  Quando  i  due  cardini  M,  N  (fig,  27)  sono  a  distanze  inegiia- 
M  dt  D  dalla  verticale  che  passa  pel  centro  di  gravita  G  y  la  linea 
e  de'  cardini  è  spinta  in  giù  secondo  la  sua  direzione 


con 


r„,.  =  .^[,-{t^-].. 


ed  Î1  cardine  superiore  è  tratto  infuori 


D 

con  forza  zz  P.  — 


e  r  inferiorc  è  sospinto  inJcntro 


con  forza  ir  P.  —  , 


essendo  la  direzione   di  queste   forze  perpendicolaro  alla  linea  dci 
cardini. 

Infatli  se  si  irasporta  il  peso  P  dal  centro  di  gravita  G  in  uno 
de'  cardini,  per  esempio  nel  superiore  M,  e  se  la  coppia  =r  l\d  che 
nasce  dal  traspoi^to  si  trasforma  in  un'  allra  ^^p.c  avente  per  brac- 
dû  di  leva  la  linea  c  de*  cardini  ,  e  se  înfîne  si  decompoue  la  for- 
za P  nelle  due  rettangolari  Pco8.(cP)t  P8en.{cP)  di  oui  la  prima  è 
diretla  secondo  la  linea  c;  apparirà  immantinente  che  la  linea  dei 
cardini  è  spinta  in  giù  con  îoTzazz  Pcos.{cP),  e  che  il  cardine  su- 
periore è  Irallo  infuori  con  forza  zz  P  8en.(cP)  -h  P. —  ,  e  che  l'in- 

c 

d 
feriore  è  sospinto  indentro  con  forza  =  P.  — ^  .  D'altra  parte,  la  pro- 

îezione  orizzontale  délia  linea  c  essendo  :r  D  —  d,  si  ha 

ien.{cP)  ±z  ^y^   ,  cos.icp)  =  (/Fl  —  (^"^Vl  . 


71.  Un  grave  posato  su  d'  un  piano  sara  in  equilibrio,  se  il  pia- 
no è  orizzontale  y  e  se  di  più  la  verticale  calata  dal  centro  di  gra- 
vita G  cade  entro  la  base  circoscritta  dalle  rette  che  congiungono  1 
punti  di  appoggio.  Mancando  la  prima  condizione,  il  corpo  strisce- 
rà  radendo  il  piano  ;  mancando  la  seconda ,  rotera  intorno  a  quello 
fra  gli  appoggi,  verso  cui  cade  la  perpendicolare  calata  dal  centro 
di  gravita.  (  Il  primo  fatto  si  spiega  decomponendo  il  peso  P  del  cor- 
po in  due  forze,  Tnna  perpendicolare  e  T  altra  parallela  al  piano. 
Si  spiega  il  secondo  fatto,  immaginando  trasportato  il  peso  P  dal  cen- 
tro di  gravita  G  air  appoggio  indicato ,  e  tenendo  conto  délia  cop- 
pia che  ne  nasce  ). 

72.  11  grave  preme  il  piano  orizzontale  su  cui  riposa  con  tutto 
il  suo  peso.  Se  gli  appoggi  sono  due  ovvero  ire  non  posti  in  linea 
retta,  si  détermina  facilmente  quai  parte  del  peso  gravi  ciascuno  de- 
gli  appoggi:  negli  altri  casi  il  problema  è  indeterminato  (40). 

73.  Una  trave  AB  del  peso  P  si  appoggi  coll*  estremo  ^^sopra 
un  piano  verticale  e  coir  altro  B  sopra  un  piano  orizzontale ,   fer- 
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mata  in  B  da  un  ostacolo  chc  le  impedisce  di  slrisciar  lungo  il  pia- 
no. In  questo  stato  il  fulcro  B  è  premuto  Terticalmente  da  tutto  il 
peso  délia  tra?e,  esso  poi  ed  il  ponto  A  sono  spinti  orizzontalmen- 
te  in  direzioni  opposle  ,  entra mbi  con  forza 

«  «  — ft 
pzn  P tan.  p  , 

dore  a  ë  la  longhezza  délia  trave  ,  b  la  dislanza  tra  il  pnnto  A  ed 
il  centro  di  gravita  G<,  t  9  V  angolo  che  la  trave  fa  col  piano  ver- 
ticale. 

Si  ottengono  questi  risnltati  trasportando  il  peso  P  dal  centro  G 
nel  pnnto  B,  tenendo  conto  délia  coppia 

P.{a  —  b  )8€n,o 

che  ne  nasce,  e  poi  gîrando  e  trasformando  qnesia  coppîa  in  un'  al- 
tra  zz  p,aco8.p  cosi,  che  abbia  le  sue. forze  orizzontali  (p,  — p)  ap- 
plicate  ai  pnnti  A^  B,  di  cui  la  aistanza  verticale  è  =  acos.p  . 

74.  Un  grave  del  peso  P  ,  posando  sugli  appoggi  A,  B  (fig.  28), 
reggesi  in  equilibrio  tra  due  piani  inclinatî  alla  verticale  cogli  ango- 
li  at ,  fi.  Le  perpendîcolari  ai  |lani  ne*  puntt  ^ ,  ^  s'  incontreranno 
in  un  punto  D  délia  verticale  VG  condotta  pel  centro  G  di  gravita 
del  corpo,  e  chiamato  C  1' angolo  de'  due  piani,  le  pressioni  a,  b 
contro  gli  appoggi  il,  i?  si  avranno  dalla  proporzionalità  (  20  )  : 


co8,$  cos.a  $en.C 

75.  Se  la  verticale  VG  nou  passa  per  V  intersezione  D  delle  per- 
pendîcolari ADy  BD,  ma  piu  verso  1'  un  degli  appoggi,  per  esempio 
verso  A,  il  punto  B  del  corpo  tenderà  ad  alzarsi  ove  npn  sia  trat- 
tenuto  da  opportuno  ritegno.  Il  che  si  fa  chiaro  trasportando  da  G 
in  D  il  peso  P ,  e  poi  trasformando  la  coppia  che  ne  nasce  cosi,  che 
le  forze  délia  nuova  coppia  (p,  — p)  siano  applicate  ne'  pnnti  A,B 
con  direzioni  normali  al  piano  CA. 

76.  Se  il  corpo  si  appoggia  sni  piani  CA,  CB,  non  già  in  un 
punto  solo,  ma  in  più  punti,  0  in  una  base  estesa,  per  esempio  sui- 
te bas!  /m,  Vfn\  basta  per  Tequilibrio  che  la  verticale  GV  passi  per 
entre  al  parallelogrammo  compreso  dalle  perpendîcolari  erette  sui 
due  piani  ne'  termini  delle  basi  Im,  Vm\ 
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S  4*.  Formole  ptr  la  compotizione  délie  coppie ,  e  per  la  ridu- 
sione  délie  forze  applicaie  ad  un  sistema  rigido. 


/.    Una  medesima  legge  governa  la    eomposizione   délie   coppie  e 
la  cfymposizione  délie  aree.  pfomento  di  rotazione  di  una  forza 

intorno  ad  un  a$se. 


77.  Data  una  coppia  (/;  —  f)  col  braccio  di  leva  h,  è  chiaro 
che  il  suo  momento  {^  f.hj  si  puo  riguardare  corne  rappresentato 
da  un  parallelogrammo  S,  avente  per  baxe  una  délie  forze  f  e  per 
altezza  il  braccio  di  leva  h,  Gi6  posto,  apparisce  che  la  legge  délia 
composizion  délie  coppie  per  mezzo  de'  loro  assi,  è  identica  a  quella 
délia  composizione  de'  parallelogranimi  che  le  rappresentano  (Vedi 
V  Appendice  y  34  e  36) ,  e  che  perciô  ^i  polranno  applicare  aile  cop- 
pie le  formole  relative  alla  composizione  e  decomposizione  délie  aree. 

78.  Essendo  0  V  origine  di  tre  assi  rettangolari  œ^  y,  z  (fig,  29), 
una  forza  f  rappresentata  dalla  retta  eg  e  composta  délie  tre  P,  Q,  R 
nel  senso  di  x^  y,  z^  sia  applicata  nel  punto  e  di  coordinate  et,  fi^  y; 
sia  h  la  perpendicolare  Oh  tirata  sulla  direzione  délia  forza  eg  ,  ed 
Oe  =:  e. 

Se  in  0  applicliiamo  due  forze  opposte  Ofy  Of  eguali  Ira  loro  e 
ad  e^  ,  è  manifesto  che  alla  forza  data  =  eg  potremo  sostituire  il  <t- 
9temn  équivalente,  composto  délia  forza  Of  e  délia  coppia  {Of ,  eg). 
Ora  il  momento  5  (  =  Z*.^  )  e  V  asse  $  di  questa  coppia  è  rappresen- 
tato ûaiWarea  e  dall'a^^e  del  parallelogrammo  che  ha  per  lati  Oe.Of 
e  che  è  ==  efsen.{ef)  zzz  f.h,  Decomponendo  adunqne  questa  coppia  S 
in  tre  A,  B,  C  parallèle  ai  piani  yz,  zx,  xy  ,  avremo  (App.^^d)  : 


AzuRfi  —  Qy  ,      Bz^Py  —  Ra,      CzzQa  —  P»  , 

Supponiamo  che  il  sistema  rigido»  animato  dalla  sola  forza  f  ap- 
plicata in  e  ,  sia  volubile  sopra  due  cardini  situati  suir  asse  Ox,  La 
forza  /*  trasportata  nel  cardine  0»  e  le  due  coppie  B^C  \  cui  piani 
passano  per  Fasse  Ox,  sono  cvidentemenle  impcditc   e  distrutle  dalla 
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reazione  de'  cardîni  ;  onde  è  che  V  azion  délia  forza  f  nel  punto  e 
per  far  gîrare  il  sistema  sarà  équivalente  ail'  azione  délia  sola  cop- 
pia  A ,  il  oui  piano  è  perpendicolare  alla  linea  de*  cardini  Ox.  Sot- 
to  queslo  punto  di  vista ,  la  coppia  A  è  detta  t7  momento  di  rota^ 
zione  délia  forza  f  intorno  ail'  asse  Ox. 

Questo  momento  délia  forza  f  intorno  air  asse  Ox  si  esprirae  an- 
cora  per  fêen.(fx).p,  cioè  per  un  prodoilo  di  due  fattori,  di  oui  il 
primo  è  la  proiezione  délia  forza  f  sul  piano  yz  ,  proiezione 

=  fxo8.{yz,  f)  =  fsen.(fx)  , 

ed  il  sccondo  è  la  distanza  p  di  questa  proiezione  dair  asse  Ox.  In* 
faltî  la  coppia  A  è  rappresentata  sul  piano  yz  da  un  parallelogram- 
mo  i  cui  lati  sono  le  proiezioni  de'  lati  del  parallelogrammo  Oegf 
(  fig.  29).  Ma  la  proiezione  del  lalo  egcz:  /"sul  piano  yz  è  =z  fsen.(fx), 
e  se  questo  lato  del  parallelogrammo  A  si  prende  per  base  ,  la  sua 
ydistanza  p  dal  punto  0  ne  sarà  V  altezza,  e  si  avrà  : 

A  z^  fsen.(fx).p  . 

I  momcntî  di  rolazione  délia  forza  f  intorno  «agli  assi  y,  z  si  tro- 
verebbero  in  egoal  modo  : 

« 

B  =:  fsen.(fy).q  ,       C  =:  fsen.{fz).r  , 

dove  ^  ed  r  segnano  le  distanze  che  corrono  da  ciascuno  degli  assi 
y  ^  z  alla  proiezione  della  forza  f  sui  piani  zx  ,  xy.  In  générale  : 

79.  II  momento  di  rotazione  di  vna  forza  f  intorno  ad 
un  agse  qualsivoglia  si  esprime  col  prodotto  di  due  fattori,  di  cui 
V  uno  è  la  proiezione  della  forza  sopra  un  piano  perpendicolare 
alV  as$e  ,  e  /'  altro  è  la  distanza  di  questa  proiezione  dalV  asse 
medesimo, 

80.  CarolL  AHorchè  un  sistema  rigido  ,  volubile  intorno  ad  nn 
asse  )  entra  in  movimento  sotto  l'aziou  di  più  forze  /*>  ff  f"  etc.,  la 
causa  del  moto  puo  ridursi  ad  una  sola  forza  il  cui  momento  sia 
eguale  ail'  eccesso  onde  la  somma  de*niomenti  de^le  forze  che  ten do- 
no  a  far  girare  il  sistema  in  un  senso  ,  supera  la  somma  de'  mo- 
mènti  che  tendono  a  farlo  girare  in  senso  contrario.  Ed  invcro  tultr 
questî  momenti  rappresentano  l'azione  di  coppie  situate  in  piani  ]>a- 
ralteli  ,  perpcndicolari  ail'  asse  dato,  coppie  che  cqnivalgono  ad  una 
coppia  unica  eguale  alla  loro  somma  (55). 


ÔO 


//.  Formole  per  la  riduzione  di  tutte  le  forze,  applicate  ad  un 
sistema  rigido ,  ad  una  forza  F  e  ad  una  coppia  (r. 

81 .  Siano  f^f^f^  etc.  le  forze  applicate  al  sistema  rigido  nei 
punti 

(«,/3,  >),      («',  /3',  r'),      («",  ef\  >")  etc., 

ed  abbiano  (parallèle  agli  assi  rettangolari  x^  y^  z)\t  componenti 
rispettiTe 

(P,  0,  il),      (P',  0',  B'),      (P",  Q\  «")  etc. 

Le  forze  /*»  /*' ,  /"  etc,  si  trasportino  parallelamente  a  se  slesse  îq 
un  punto  preso  ad  arbitrio  nello  spazio  ,  e  quivi  si  compongano  in 
una  sola  forza  F ,  e  le  coppie  ctae  nascono  da  questo  trasporto  ,  in 
una  coppia  sola. 

Denotando  per  X,  F,  Z  le  componenti  di  F  parallèle  ai  tre  assi 
Ox^  Oy,  OZy  avremo  : 

A'  =  rP , 
F=r(?, 

Z=ZR;       JF*  =  1»  -H  r*  H-  Z^  ; 

ed  è  chiaro  che  queste  componenti  saranno  sempre  le  medesime,  al 
pari  di  F,  ovunque  si  prenda  il  centro  di  riduzione. 

La  coppia  risultante  G  cangiando  allo  spostarsi  del  centro  di  ri* 
duzione,  snpponiamo  successiTamente  che  questo  sia  preso  prima  nel- 
la  origine  0  délie  coordinate  ,  e  poscia  in  un  punto  qualsivoglia 
(x,  yy  z)  dello  spazio. 

Nel  primo  caso  ,  se  denotiamo  per  L,  M,  N  le  componenti  di  G 
parallèle  ai  piani  yz^  zx,  xy^  avremo  per  la  legge  délia  composizio- 
ne  délie  coppie  parallèle 

L  =  T(Rfi  —  Qy)  , 
M  =  r(P>  —  Rot)  , 
iV  =  ^Qot  —  Pfi)  :     G^zzV-^  3P  -H  i\>  . 
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Nel  seconde  caso ,  se  si  denotano  per 

Gg  t    Lg  y    Mg  f    iV| 

cio  che  diTentano  le  quantité  G,  Ly  My  N  nel  centre  di  riduzione 
(^,  y>  ^)>  avremo 

L,  -  T(Rfi  —  (h)  —  (y^R  —  z^Q)  , 
Jf,  =r  X(Py  —  Rn)  —  (zl^P  —  XTR)  , 
N,  =  r((?«  —  P$)  —  (xZQ  —  yZP)  ; 

ossîa  ,  fatte  le  sostitnzioni , 

JL,  =  Z-(/y— Fz), 

Mg  =  M  —  (Xz  —  Zx)  y 

N,  =  N  —  (Yx  —  Xy);    Gf^»  =  V -♦- AP. -H  JV,»  ; 

per  le  qaali  formole  si  vede,  che  ciascnna  délie  tre  coppie  X^,  Af^,  iV« 
è  una  funzione  (di  primo  grado),  di  due  sole  délie  tre  coodinate  va- 
riabîli  ^,  y,  z  del  centro  di  riduzione,  e  che  è  funzione  di  quelle 
dne  coordinate  che  sono  parallèle  al  piano  délia  coppia. 

82.  CorolL  Se  le  tre  ultime   equazioni  si  moltiplicano  rispettiva- 
mente  per  X,  Y,  Z,  e  poi  si  sommano  i  prodolti ,  nasce  la  relazione 

équivalente  a    (  Append.  11) 

F,GgCQs.{FGg)  =  F.Gcos.{FG)  , 

donde 

G?4Co«.(F6rJ  =  Gcoê,(FG)  . 

Qaest'  equazione  ci  la  manifesto  qnello  che  già  si  è  trovato  per  al- 
ira  via  ,  cioè  che  :  «  AIlo  spostarsi  del  centro  di  riduzione  (x,  y,  z)y 
qaantunque  V  asse  G^  délia  coppia  risultante  yada  cangiando  dire- 
ziooe  e  grandezza  ,  nondimeno  la  sua  proiezione  sopra  la  direzione 
âellsi  forza  risultante  F  è  dappertutto  la  medesima  (67).  »  Denoteremo 
per  K  questa  proiezione  costante  ,  talchè  sia  Gco$,{JPQ)  zz  K. 
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JII.  Formule  per  le  quàli  si  détermina  il  luogo  di  tutti  i  centri 
di  riduzione,  dove  il  piano  délia  coppia  risultante  G^  riesce  perpen- 
dicolare  alla  direzione  délia  forza  risuUanle  F.  Dell'  equivalenza 
délie  forze  ad  una  sola. 


83.  ProMema.  Determinare  il  luogo  de*  centri  di  riduzione 
(  X,  yj  z)  dove  la  direzione  délia  forza  risiUtante  F  riesce  perpen- 
dicvlare  al  piano  delta  coppia  risultante ,  e  perà  parallela  alV  asse 
G^  di  essa  coppia. 

SoluK.  Le  due  rette  F,  G^  dovendo  esser  parallèle  nella  fatta 

F 

supposizione ,  il  rapporto  che  è  tra  esse  zz  -^  ,  sarà  pur  quello  del^ 

le  loro  proiezioni  omologhe  {Append,  4).  Si  ayrà  dunque 


x.  ""  if.  "  iV.  * 

Questa  proporzionalità ,  che  équivale  a  due  equazioni  di  primo  grado 
fra  le  coordinate  (â?,  y,  js),  dimostra  che  il  luogo  cercato  è  una  li- 
nea  retla. 

Procuriamo  di  dare  air  equazione  di  questa  retta  una  forma  più 

Y  Z 

semplice.  Dalla  proporzione  — -  =.  ~  si  tracFiVj—JZfATi,  ossia(8i): 

r[  JV  —  {Jx  —  Jy)  ]  z=  Z[  M  —  {Xz  —  Zx)\, 

e  quindi 

FiV  —  Zir  =  {  F»  -♦-  Z»)x  —  J(yy  ^  Zz)  . 

Ed  es«endo  JT*  ^  7^^  Z*  =:  F» ,  e  pcrô  F»  ^  Z»  =  F>  —  JT*,  con- 
chinderemo  la  prima  dellc  tre  formole  seguenti ,  e  dalla  prima  per 
ragion  di  simmetria  le  altre  due 

FiV  —  ZJlfzr  Poî  —  X{Xx  -^  Fy  -h  Zjj  )  , 
ZL  —  IN  =  F»y  —  T{Xx  ^  Yy -^  Zz  )  , 
XM  —  YL  =  F'z  —  Z{Xx  -♦-  Yy  ^  Zz)  . 
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Benotiamo  per  a ,  h,  c  \e  coordinate  i  cm  ratorl  sono  dati  4alle  tre 
equazioni  :  '  • 

F'a  =  YN  —  ZM,  F^  zzZL-^  XN,  F^e  =  JM—  TL. 

Le  formole  precedenti  daranna 

Jx -^  Yy '^  Zz  X  —  a    _.    y  —  *    «  —  c 

F^  ""       X        ""        F""  I^  ' 

La  proporzionalUà 


X  —  a  ^^    y  —  b    ^^   z  —  c 


rappresenta  una  retta  indefînita,  condotta  dal  punto  {a,  b,  c)  parai- 
lelamente  alla  direzione  delta  forza  F(Âppend.  id) ,  retta  che  si  è 
ehiamata  asse  centrale. 

Per  costruire  il  punto  (a,  6,  c)  si  osservi  che,  segnata  con  p  la 
risultante  délie  a,  6,  c,  la  retta  F"/)  sarà  la  rkaltante  délie  F^a,  F*6,  JPe 
espresse  da'  binomii 

YN  —  ZM,    ZL  —  XN,    XH—YL. 

Ma  qaesti  binomii  esprimono  pure  (nel  senso  di  x,  y^  z)  le  compo- 
nenti  deirasse  del  parallelogrammo  =  F(j  «en. (f^)  avente  per  latt 
coDtigui  le  due  rette  Fy  G  (Àppend,  39  e  41).  Si  avrà  dunque 

F 


Cio  posto,  si  fa  chiaro  che  la  retta  j?,  dalla  cui  estremità  (a,%,  c)  si 
ha  da  condurre  V  asse  centrale ,  deve  inalzarsi  a  perpendicolo  sul 

....        .     y-,^        .                 Gsen'XFG) 
piano  dellangolo  (FG),    ed  essere  i=  ^ . 
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Ed  6ccoci  arrivât!  con  metodo  analittco  alla  coslruzlone  geome* 
trica  deir  asse  centrale,  ed  aile  formole 

F.p  =  G  senXFG)  ,    KzzG  co8.{FG) 

già  trovate  piu  direttamente  ed  intuilÎYamente  (65  e  67). 

84.  CorolL  Quando  le  forze  f,  f\  f*  etc.  applicate  al  sistema  ri- 
gido  eqiii?algono  ad  upa  sola  forza  f*,  questa  agira  secondo  Tasse 
centrale ,  in  cai  il  valor  minimo  K  délia  coppia  risuUante  G^  dovrà 
riuscire  =:  0.  In  questo  caso  adunque  sarà 

6fcM.(re)  =  ir=:0, 
donde  « 

cog,  (FG)  = — =  0  . 

L'  equazione 

significa  che  :  «  Per  la  equivalenza  di  tutte  le  forze  f,f  y  f  etc.  ad 
una  sola  si  richîede  che ,  trasportate  queste  in  un  punto  qualsivo- 
glia  0  f  îvi  la  direzione  délia  forza  rîsultante  F  riesca  perpendicola- 
re  air  asse  délia  coppia  rîsultante  (r.  » 

Cio  verificandosi,  la  retta  secondo  cui  agisce  la  forza  equivalet^ 
te  F  si  farà  nota  per  la  proporzione 

x^r-a   _^   y  —  b   __^    z  —  c 
X       ""       F~  ~       Z       • 


essendo  il  punto  (a,  &,  c)  determinato  dalle: 


1 


^YHi  —  ZM   ^    ZL—XN    ""    XM—YL    "~  F»  ' 
e  la  retta  p,  composta  délie  tre  a,  6,  c,  essendo  determinata  da 
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IV.  Formule  per  V  equilibrio  di  un  sisiema  rigido  e  libero  ,  e 

propriété  gênerait  deW equilibrio  de'  sistemi 

di  forma  variabile. 


85.  Àfflnchè  più  toTxefjf^  f  etc.  di  qualsivoglia  direzione 
(lyViyn),  (F,  m\  n')  j  (T,  m'\  n")  etc.  (28),  applicate  ai  punlî 
(t»,  fi^  y)y  (a,  /3\  y  )  ,  (  a\  ff"f  y"  )  elc.  di  uo  sistema  rigido 
e  libero,  si  faccîano  equilibrio,  sappiamo  esser  necessario  e  sufifi- 
ciente  che  rendano  soddisfatte  ie  due  equazioni  (60)  : 

F  =  0  ,      G  zzO; 

le  qoali ,   essendo  Pznlf ,    Q'szmf  y    R:=nf  y  etc. ,   equivalgono 
aile  sei 


(a)         |o  =  Tlf=Zmf=Znf; 

iO  n  Tf(nfi  —  ni>)  =  Xpfsen,(fx)  , 
0  =  Tf(ly  —na)=  Xqf8en,(fy)  , 
0  z=  r/"(m«  —  Ifi)  =  Zrf$en.(fz) . 


Qoesti  due  grnppi  (d)  e  (6)  di  equazioni  signiOcauo  che:  Per  Vequi- 
librio  di  un  sistema  rigido  e  libero  si  richiede  ; 

1*.  Che  la  somma  délie  forze^  stimate  seconda  tre  assi  coordina- 
tiy  riêulii  eguale  a  zéro  rispetto  a  ciascuno  di  questi  assi  ; 

2*.  Che  la  somma  de'momenti  di  rotazione  di  tutte  le  forze,  in- 
iomo  a  tre  assi  coordinatiy  risulti  eguale  a- zéro  intorno  a  ciascu- 
no di  questi  assi. 

Délie  quali  equazioni  le  prime  tre  si  dicono  condlBioni  del- 
1*  e^nvUilirto  di  traslOBione  i  e  le  tre  rimaoenti,  condl- 
sloiift  dell'eciiillllirto  di  rotasione  i  perché  esprimono  ezian- 
dio  (  corne  vedremo  in  seguito  )  che  il  sistema  non  puo  concepire 
alcuD  moto  ne  di  trasiazione,  ne  di  rotazione. 
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86.  CorolL  Quando  le  forze  f,  f,  f"  etc.  sono  tutte  parallèle  Ira 
loro ,  e  si  riguardano  corne  esprimenti  niimeri  negatîn  quelle  oppo- 
sle  alla  direzione  {l,  m,  n),  allora  délie  sei  equazioni  (a  e  b)  \e 
prime  tre  si  riducono  alla  sola 


rf=o, 


essendo 


Zlf  r=  ft/,    Tmf  zzfnTf,    Tnfzn  nZf  ; 


e  le  tre  ultime  (6)  si  riducono  alla  doppia  proporzione 


Tfa    _    Tf/3    _    X/V 


l 


fn 


n 


conforme  a  cio  die  si  era  trovato  per  altra  via  (60). 

87.  Scolio.  Le  condizioni   deir  equilibrio  de'  sislemi  rigidi  e  It- 
beri  costituiscono  le  propriété  yenerall  dell*  e^n>AlAl^>^Ao  * 

dovendosi  ritrovare  nell'  equili)>rio  di  tutti  i  sistemi  possibili,  di  for- 
ma  comungue  variabile.  Infatti  ,  se  più  forze  si  fanno  attualmente 
equilibrio  sopra  un  sistema  di  forma  variabile  ,  è  évidente  che  Tequi- 
librio  non  cessera  supponendo  che  il  sistema  sia  reso  ad  un  tratto 
iuYariabile,  o  che  venga  per  cosi  dire  a  farsi^rigido  c  solido  per  se 
medesimo. 
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CAPO  ¥. 


Oeil*  eiiuiUbrto  de*  «Istenti  «11  forma  varlaMle* 


88.  Allorchè  an  sistema  animalo  da  forze  è  di  figura  rariabîlc, 
i  piinti  dî  applicazione  non  essendo  pin  invariabilmente  connessi  ira 
loro  ,  TÎene  a  mancare  la  condizione  essenzîale  per  la  quale  era  le- 
cito  di  trasportar  le  forze,  e  di  sostituire  alla  loro  azione,  per  quan- 
to  si  Tolesse  complessa ,  1'  azione  équivalente  di  una  sola  forza  e  di 
una  sola  coppia  (59).  In  questo  caso  adonque,  oltre  le  condizioni 
che  assicurauo  V  equilibrio  di  un  sistema  rigido  (87) ,  altre  se  ne 
richiedono,  le  quali  si  sogliono  scoprire  facendo  uso  del  seguente: 

Princlplo.  «  Un  sistema  di  figura  variabile  sarà   in  equilibrio 

>  se,  decomposto  in  sistemi  rigidi  parziali  (che  talvolta  potranno 

>  consistere  in  semplici  punti),  ciascuno  di  questi  sistemi  parziali  si 

>  regga  in  equilibrio  da  se  sotto  l' azione  di  tutle  le  forze  agenti  su 
»  di  esso,  compresevi  quelle  che  nascono  da'  suoi  legami  coU*  intero 

>  sistema.  » 


SI*.  Dell'  equilibrio  di  un  punto  M  scorfevole  sopra 

una  data  superficie. 


89.  Teor*  Un  punto  materiale  M  collocato  sopra  una  superfi- 
cie reêistente  vi  êiarà  in  equilibrio  ,  se  le  forze  che  lo  sollecitano 
si  riducano  ad  una  forza  F,  che  sia  normale  alla  superfi^iie^  e 
che  di  più  spinga  il  punto  contro  la  medesima.  E  viceversa. 

Dlnt*  Se  la  superficie  resistente  è  un  piano,  è  manifesto  che  la 
forza  F ,  siccome  normale  e  pero  simmetrica  rispetto  al  piano ,  non 
puô  aYer  ragtone  di  eccitare  intorno  a  se  piuttosto  in  una   direzione 
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che  in  un'  aitra  il  moto  del  punto  M;  dovrà  dunque  ridursi  ad  una 
semplice  pressione  ,  cioè  ad  nna  forza  il  cui  effetto  è  interamente 
disirutto  dalla  resislenza  dd  piano.  £  lo  stesso  avverrebbe  se  la  su- 
perficie fosse  curva  ,  potendosi  intendere  sostituita  dal  piano  che  la 
tocca  nel  punto  M. 

Vieeversa  :  Se  un  punto  M  soUecitato  da  forze  riposa  in  equili- 
brio  sopra  una  superfieie  resistente,  la  risultante  F  délie  forze  agira 
normalmente  contro  la  superficie.  Imperocchè  se  fosse  obliqua  ,  po- 
trebbe  risolversi  in  due  Tuna  normale  e  l'altra  tangenziale  :  la  pri- 
ma sarebbe  distrutta  dalla  resistenza  délia  superficie,  ma  la  seconda 
non  incontrando  ostacolo  (si  fa  astrazione  daU'attrito)  farebbe  muo- 
vere  il  punto  M. 

90.  CoroîL  I.  Siano  œ,  y,  z  le  coordinate  rettangolari  del  punto 
M  sulla  superficie  deU'  equazione 

• 

N(x,  y,  z)z=:Q  , 

e  Pf  0,  R  le  componenti  délia  forza  F  parallèle  aile  x,  y,  z  :  nel 
caso  di  èquilibrio  si  avranno  le  relazioni 


(«) 


essendo 


P    _  ^0_  _  J^  _  ^ 

dN    ""    rfiV    ""_*V    ""    n    ' 
dx  dy  dz 

n-Vl\dx)    "*"Wy/    '^  \dz)  1 

Infatti  sappiamo  (App,  61)  che,  conducendo  nel  punto  x  y  z  una 

dN       dN       dN  .        . 

retta  n  composta  dclle  tre  -; —  ,  -r—  ,  -r-  parallèle  agli  assi  coor- 

dx        dy       dz 

dinati,  questa  retta  n  è  normale  alla  superficie  N  y  e  perô  parallela 

alla  forza  JP. 

Vieeversa  :  Se  sussistono  le  relazioni  (a) ,  la  forza  F  sarà  norma- 
le alla  superficie  iV,  ed,  o?e  spinga  contro  di  essa,  vi  terra  in  èqui- 
librio il  punto  M, 

91.  CorolL  II,  Se  il  punto  if  è  in  èquilibrio  sulla  curva 
A(a?,  y)  =  0  ,  sarà 

J^  =  -j^  =  —  ,    ed    n  =  V  [\Âr"/    "*"  \dy}  J  ' 
dx  dy 
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S  2*.  DeW  equilibrio  del  poligono  funicolare:  V.  in  générale;  2.* 
quando  le  forze  dividono  per  tnetà  gli  angoli  ;  3*.  e  quando  sono 
parallèle  o  pesi.  Figura  del  poligono,  Poligono  composto  di  lati 
rigidi  addossati  gît  uni  agli  aliri. 


92.  ProUlema.  Trovare  le  eondizioni  delV equilibrio  del  poli- 
gono funicolare  fABC...,F  {fig.  30),  cioè  di  un  sistema  di  punti 
che,  essendo  legati  ira  loro  da  fili  flessibili  e  inesiendibili ,  sono 
tratti  rispettivamenie  da  forze  date, 

SoluBlone.  L'equilibrio  di  ogni  vertice,  qoale  B,  richiede  che 
vi  si  equilibrioo  tre  forze,  cioè  la  forza  applicata  f  e  quelle  che 
Yengano  dalle  tensioni  de'  lati  contîgui  BA ,  BC.  Queste  tre  forze 
dovranno  esser  donque  in  un  medesimo  piano,  e  cîascuna  esser  pro-* 
porzionale  al  seno  detl^^ngolo  compreso  tra  le  dirczioni  délie  al- 
tre  due  (20).  £  l'equilibrio  di  ciascun  lato  richiede,  che  sia  teso  nel- 
le  sue  estremità  da  forze  uguali  e  contrarie,  1'  intensité  délie  quali 
misura  la  tensione  del  lato, 

Denotiamo  per  a,  b,  c^  dj,„.q  i  lati  successivi  del  poligono  che 
supporremo  aperlo,  p.er  /*,  F  le  forze  che  tirano  i  capi  estremi  a,  q; 
c  per  f,  f\  f\  etc.  le  forze  applicate  ai  verlici  intermedii  Ay  B,  C 
etc.,  ossia  (ab),  (bc),  (cd)  etc. 

Per  tradurre  in  formole  l'equilibrio  del  poligono  basterà  decom- 
porre  ognuna  di  queste  forze  intermedie  in  due,  direlte  secondo  i  lati 
deU'angolo  cui  è  applicata  (proiettandola  sopra  ciascuno  di  essi,  es- 
sendo  V  altro  dirigente  )  ,  e  poi  esprimere  che  ogni  lato  è  in  equi- 
librio da  se  per  le  forze  da  cui  è  teso.  Nasceranno  i'  equazioni  : 

sen.{ba)  sen,{ab)  sen,{cb) 

equivalenli  aile 

sen.{fa)  __       sen,(f"c) 
sen.(ab)        '      sen.(bc) 

^    ^       '  '     sen.{bc)       '      sen,{cd)     ' 
etc.        rr      etc. 
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nelle  quali  gU  angoli  sotto  i  seni,  per  es.  (f'b) ,   inisurano  il  deviar 
che  fanno  V  una  dall'  allra  le  direzioni  che  vi  sono  segnate;   onde  i 
simboU  (ab) ,  (bc) ,  etc.  denotano  gli  angoli  estemi  suppiementi  de- 
gli  angoli  interni  À,  B  etc.  del  poligono. 

93.  CorolL  Se  il  poligono  riducasi  ai  due  lati  a,  b  fissi  ne*  loro 
capi,  le  loro  tensioni  saraono 

rf  ffen.jf'b)  ^8en,(fa)     ^ 

1      1   '*         tv 


sen.A  ^    ten.A 

Snppongasi  ora,  che  la  direzione  délia  forza  f  tagli  per  meta  Tan- 
golo  A  délie  due  funi  a,  b  :  esse  funi  saranno  tese  ugualmente,  e 
sarà  la  tensione 

2  COS.  l  A  2sen.{{ab) 

a  causa  di 

scn.(fû)  zr  sen.(f'b)  =:  $en.  ^ il ,  e  di  sen.  il  =s  2  sen.  J  A  cos,  i  A  . 

£  TÎceversa  :  Se  le  due  parti  délia  fune  siano  tese  ugualmente , 
la  direzîon  délia  forza  f  dovrà  divider  per  meta  Tangolo  A.  Cosi, 
per  esempio,  se  il  punto  A  di  applîcazione  fosse  scorrevole  a  modo 
di  anello,  le  due  parti  délia  fune  (comunicando  Hberamenle  tra  lo- 
ro) sarebbero  tese  ugualmente,  e  perè  la  direzion  délia  forza  f  do- 
vrebbe  divider  per  meta  1'  angolo  A. 

94.  I.  Teor.  Se  nel  poligono  funicolare  fÀBC,...F  (fig.  31  )  le 
forze  f,  f\  f"  etc.  dividono  ^per  meta  gli  angoli  internî  A^  B,  C 
etc.  a  cui  sono  applicate  y  ogni  lato  sarà  teso  egualmente,  ed  il  VO" 
lor  comune  T  di  questa  tensione ,  stimata  nel  senso  in  cui  si  per- 
corre  il  perimetro  del  poligono,  sarà  : 

m 

f  f 

Tzz  —  fzz  —' =::  — '- =  eic 

'         2f05.  Jil  2cos,liB 

0  cid  che  iorna  lo  stesso  : 

^  '  '       2sm.\{flb)  2«en.i(6r)   "" 

vale  a  dire  :  il  valore  délia  tension  costante  del  poligono  è  uguale 
al  quota  che  si  ottiene^  dividendo  una  forza  qualsiroglia   applica^ 
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la  ad  un  vertice  pel  doppio  coseno  délia  meta  delV  angolo  intemo, 
ovvero  pel  doppio  $eno  délia  meta  delVangolo  esterno  corrispondefiie, 

IMm.  Polcîiè  ognuna  délie  forze  applicate  ai  vertici  dÎTÎde  per 
meta  r  angolo  corrispondente ,  le  sue  componenti  dirette  secondo  i 
latî  deir  angolo  saranno  egoaii,  e  per  consegnente  saranno  tutte  egna* 
U  ira  loro  le  forze  onde  sono  tesl  e  tenuti  in  eqQÎlibrio  i  lati  conse- 
CDti?i.  Qnindi  le  formole  (I)  che  rappresentano  le  tensioni  de*  lati, 
si  materanno  nelle  proposte  (93). 

95.  II.  Teowm  Quando  le  forze  applicate  agit  angoli  sono  pe« 
•i  (o,  eio  ehe  torna  lo  slesso,  quando  sono  parallèle ),  alhra:  i^. 
il  poligono  sarà  tuito  compreeo  in  un  medesimo  piano  verticale  ; 
2*.  E  se  la  tensione  di  ogni  lato  si  decompone  in  due  forze,  Vuna 
oriBBontale  0  e  Valtra  verticale*  la  tensione  orizzontale  sa-- 
rà  costante  ,  ed  il  suo  valore  (segnata  con  z  la  direzion  Terticale) 
sarà  : 

n\     n—      /•.*«  f'^n\  —  ^r  *<">*•  (^q>g»(^^)  _  .u  sen,(zb)sen,(zc)_ 

{.i)     U — —  isen,[za)'=zf r-rrr zr/^ — zretc. 

sen.{ah)  '  sen.{pc) 

f  f 

—  '  —  '  =etc. 


cot.(za)  —  cot.(zh)       €ot\zb) — cot.{zc) 

llini.  1*.  Nel  piano  in  cui  sono  i  due  lati  a,  &  e  la  forza  f 
doTri  pare  trovarsi  la  seconda  forza  f\  che  per  ipotesî  è  parallela 
ad  f.  Ed  in  questo  piano  cadra  ezîandio  il  terzo  lato  c,  e  quîndi 
la  terza  forza  f^^  e  cosi  fino  ail*  nitimo. 

2*.  Se  r  equazioni  (1)  del  n*.  92  si  moltipHcano  rispettivamente 
per 

sen.{za)  ,     sen.{zh)  ,     sen.{zc)  ,  etc. 

(  con  che  si  ottengono  le  componenti  orizzontali  di  simili  tensioni  ) 
si  vedri  subito,  che  il  secondo  membro  ^i  ciascheduna  di  esse  divie- 
ne  identico  al  primo  di  qnella  che  segue,  e  cosi  compariranno  sotto 
la  prima  délie  forme  proposte  (3) ,  dalla  qnale  si  passera  alla  secon- 
da  forma  osserrando  essere 

9en.{ah)  z:z  sen.{az  -•*  zb)  zz  8en.{zb)cos,{za)  —  sen.{za)cos,{zb) , 

e  per  conseguente 

sen.(za)$en,{zb)  ^ 1 

sen,(ab)  rol.(jza)  —  cot,{zb) 
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«  Fer  oUensre  adunque  la  tensione  orizsontale  0  ,  costanle  in 
iutta  Vesténsion  del  poligono  earico  di  pest,  basta  moltiplicare  un 
pêÊO  qualunque  applieato  ad  un  ver  tire  pe*  sent  degli  angoli  che  i 
lati  adiacenti  fanno  colla  verticale  y  e  poscia  dividere  il  prodoito 
pel  seno  deWangolo  corrispondenU  ;  ovrero  :  haêta  divider  quel  peso 
per  la  differenza  délie  cotangenti  degli  angoli  che  i  lati  adiacenti 
fanao  Colla  verticale.  > 

96.  CorolL  Denoiiamo  per  $  un  lalo  qMaianqiie  di  qoesto  poligo- 
no, per  J  la  sua  tensione  ansoluta*  e  per  O  e  F  le  componenti 
orlBBontale  e  vertleale  4eHa  stessa  tensione  :  sarà   * 

0  =  Têen.(zs)  ,     F  =  Tcos.(zs)  , 

e  per  conseguenté 

r  = 

8en.{zs) 


0  ,    , 

T  = ;; —  ,     F  =  O.cof.(zs)  , 


donde ,  essendo  0  costante ,  si  raccoglie  che  : 

Nel  poligono  earico  di  pesi  (al  qiiale  si  poè  anche  riferire  una 
catena  sospesa  a  dae  puntî  fissî  )  : 

i'^.  La  tension  assoluta  è  minlnm  nel  punto  infimo  ^  o  nel 
lato  orizzontale  se  vi  c,  ed  appresso  va  crescendo  nella  proporzio- 
ne  in  cui  diminuisce  il  senq  delV  angolp  (zs)  onde  i  lati  ascenden- 
ti  s*  inclinano  alla  verticale  ;  2*.  E  la  tension  vertieah,  va  creicenr' 
do  proporzionalmente  alla  cotangente  dello  stesso  angolo* 

97.  III.  Teor.  Nel  poligono  earico  di  pcsi  le  dit;ezioni  de*  lati 
estremi  a,^  q  s'  incontrano  sulla  verticale  che  passa  pel .  centra  di 
gravita  de'  pesi,  ed  i  valori  T^ ,  J,  delh  forze  che  li  tendono,  sonoz 

^         ^   sen.{zg)         ^        ^  sen.(az) 

^  sen,{aq)   '        *  sen.(aq)    ' 

,      >  ■ 

denotando  P  la  somma  di  tutti  i  pesi  appticati  ai  vertici. 

I^tni.  Snpponîamo  che  il  poligono  divenga  rigido  senza  che  si 
turbi  r  equilibrio.  In  questo  caso  il  sistema  puo  ridursi  a  tre  sole 
forze,  cioè  aile  forze  che  tendono  i  capi  estremi  a,  q  del  poligono, 
ed  alla  forza  P  risultante  de' pesi ,  la  cui  direzione  verticale  passa 
pel  loro  centro  di  gravita.  E  siccome  queste  tre  forze  non  possono 
essere  in  equilibrio  senza  che  le  loro  direzioni  concorrano  in  un  me- 
desimo  punto,  cosi  le  prime  due  dovranno  incontrarsi  sulla  direzion 
verticale  délia  terza  P,  \d  qualc,  ove  sia  decomposta  secondo  cote- 
ste  direzioni  di  a,  q,  darà  subito  le  due  formole  proposte. 
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CorolL  L  £  da  queste  s'  inferisce  che,  se  l' angolo  (aq)  onde  la 
dîrezione  dell'  ultimo  capo  q  délia  fune  dévia  dalla  direzione  del 
primo  capo  a,  è  inolto  picctrio,  le  tensioni  di  questt  capi  saranno 
grandissime  in  paragone  del  peso  totale  P  délia  fune.  Quindi:  Non 
v'  ha  tensione  che  baiti  a  stendere  una  corda  pesante  in  linea  reU 
ta  non  verticale, 

CorolL  IL  Se  ciascuna  délie  due  tensioni  estreme  T^ ,  7,  si  de- 
compooga  in  due  forze  (0|,  V^),  (0^,  F,)  Tuna  orizzontale  e  Vah- 
ira  verlicale,  essendo  qoeste  forze  in  equilibrio  col  peso  P,  si  diH 
yri  avère 


r.^y^zzp,   o^H-o,  =  o, 


t  pero  O  zz  0^  z=:  —  O^  . 

98.  iVe/r  equilibrio  del  poligono  funicolare  la  tensiome  dl 
un    lato    puo    rîgoardarsi  corne  una  forsa  dt  reaslone  che 

Mpiega  la  sua  energla  con  dut  sforzi  uguali  ed  opposti,  pe*  quali 
tiene  in  equilibrio  separatamente  le  due  parti  del  poligono  situate 
al  di  là  e  al  di  qua  di  esso  lato.  E  siccome  V  equilibrio  non  cessa 
se  si  rende  rigido  il  poligono,  cosi  è  manifesta  la  seguente  : 

Propos! slone.  La  tensione  di  un  lato  del  poligono  funicola- 
re ,  stimata  nel  senso  in  cui  se  ne  percorre  il  contorno ,  è  ùguale 
ed  opposta  alla  risultante  di  tutte  le  forze  applicate  al  poligono 
dalla  sua  origine  sino  al  lato  che  si  considéra. 

99.  Proli.  I.  Dati  i  lati  a,  6,  c,..  g  e  le  forze  f,  /*,  /"",....  F 
che  H  devono  tendere,  costruir  la  figura  sotto  cui  si  disporrà  il 
poligono  funicolare  fiello  stato  di  equilibrio. 

SoluB.  II  lato  a  dorrâ  ûTcre  una  direzîone  opposta  a  quel! a 
della  forza  f^  il  lato  6  una  direzîone  opposta  alla  risultante  délie 
prime  due  forze  f  f,  il  lato  c  una  direzione  opposta  alla  risultante 
délie  prime  tre  forze  f,  fy  f\  e  cosi  di  scguito  fino  air  ultimo  lato 
q  (98).  La  forza  F  che  tira  questo  lato  dovrà  essere  uguale  ed  oppo- 
sta alla  risultante  di  tutte  le  altre  forze. 

100.  CorolL  L  Âpparisce  di  qui  che  le  forze,  che  tengono  in 
equilibrio  il  poligono  funicolare,  non  debbono  soddisfare  che  ad  una 
sola  condizioue,  ed  è  che  :  trasportate  parallelamente  a  se  stesse 
in  un  medesimo  punto,  ivi  si  facciano  equilibrio. 

101.  CorolL  IL  Riferito  il  poligono  a  tre  assi  rettangoiari,  sia  s 
il  lato  che  unisce  i  due  vertici  consecutivi  xyz,  x'  y'  z' ,  c  T  la  sua 
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tensioDe  :  sarà 


[cl]  J     $      ^;r'  —  a?""  y'  —  y  ""  z'  —  z  ' 


do?e  XP,  XQ,  SJR  sono  le  somme  delle  forze  fyf>f'  etc.  applieate 
al  poligono  dalla  soa  origine  fino  al  lato  s  e  stimate  parallelamente 
aile  coordmate  œ,  y^  z,  Infatti  coteste  formole  esprimono  che  la  ri- 
snltante  delle  tre  forze  £P,  ZQ,  ZR,  sîccome  uguale  ed  opposta  alla 
tensione  del  lato  s  (98),  è  =r —  T,  ed  esprimono  inoltre  che  le  rct> 
te  parallèle  « ,  —  T  sono  proporzionalî  aile  loro  proiezioni  omologhe. 
Quindî  si  avrà  pure  ' 


W 


t»e\» 

.{x$) 

^ 

x' 

— 

X 

= 

EP 

—  T  ' 

CV9' 

$ 

COS, 

(y») 

= 

y' 

8 

X 

= 

—  T  ' 

COS. 

,(«) 

-^ 

5' 

— 

Z 

^ 

TR 

Le  formole  (a),  facendo  conoscere  i  vertici  consecutivi  del  poligo- 
no, si  possono  rigaardare  corne  Vequazioni  del  suo  perimetro. 

102.  Froblema  II.  I  capi  estremi  o ,  q  del  poligono  estendo 
attaccati  a  due  punti  fissi,  ed  essendo  date  le  forze  f,  f\  f^'  etc. 
da  applicarsi  ai  vertici  degli  angoli  A,  B^  C  etc. ,  determinare  la 
figura  del  poligono  in  equilihrio. 

liolnz.  Per  risolvere  qoesto  problema  basta  determinare  la  forza 
f  che  équivale  alla  reazione  del  primo  punto  fisso  ;  poichè ,  trovata 
questa  forza  in  grandezza  e  in  direzione,  la  costruzione  del  poLigo* 
no  si  compie  précisa  mente  come  nel  problema  che  précède.  Â  questo 
fine  osserviamo,  che  la  retta  che  unisce  i  due  punti  Ûssi  dee  riuscire 
contermina  alla  linea  poligona  di  cui  sono  date  le  lunghezze  de'  la- 
\\  a  y  b  ,  c,....^,  e  che  per  conseguente  le  proiezioni  «,  /3,  7  di  essa 
retta  sopra  tre  assi  rettangolan  dovranno  riuscire  nguali  aile  proie- 
zioni omologhe  délia  suddetta  linea  poligona  (App,  10.  scoL  IL).  Si 
avrà  dunque 

■  a  ir  acos,{afa)  -•-  bcos.{xb)  -i-  cco8.(xc)...,'¥'qcos,{xq)  , 
fi  zz  aco8.{ya)  -f-  bco8.{yb)  -+-  cco8.(yc),...  -t^ qco8,(yq)  , 
7  :=  acos,{za)  -h-  b  co8.{zb)  -♦-  ccos.(zc)..„-^qco8.{zq)  , 
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dove  i.  valori  de*  coseni  si  debbono  rîcavare  dalle  fo/inole 


îP  TQ  ZR 

cos.{œs)  zTf — -  ,  coê.{ys)  rr  — -  ,  co8,(z8)  := 


^ 


supponendo  che  il  lato  s  rappresenti  successiramente  i  lati  a,  h,  c,,..q. 
Ma  in  qaest'  espressioni  non  entrano  corne  incognite  che  le  sole 
eomponenti  P  ^  Q  t  R  d^Ha  prima  forza  f ,  essendo  date  per  ipotesi 
lutte  le  altre  forzc  /",  f'\  /*"  etc.  in  grandezza  e  in  direzione.  Dun- 
que  le  tre  equaziooi  (c)  potranno  farci  scoprire  i  Talori  di  qucste  tre 
incegnite  P,  Q,  Ry  ed  appresso  la  figura  del  polîgono. 

103.  Scolio,  Le  formole  ottenute  sin  qui  intorno  al  polîgono  fu- 
nicolare  servono  pure  a  determinare  a  quali  condizioni  e  sotlo  quai 
figura  è  tenuto  in  equilibrio  un  polîgono  composto  di  lati  rigidi  e 
semplicemente  addossati  l'uno  airaltro;  ne  avvi  altro  divario  se  non 
questo  ,  che  ciô  che  si  è  chiauiato  tensione  de*  lati ,  si  dovrà  chia- 
mare  pressione  o  splnla* 

Per  esempio,  se  le  forze  f,  f\  etc.  consistessero  in  pesi ,  il  po- 
lîgono di  lati  rigidi  e  addossati  1'  nno  air  altro  dovrebbe  sorgere  m 
un  piano  verticale,  colla  concavità  verso  il  basso,  offerendo  la  stes* 
sa  figura ,  ma  posta  a  rovescio  ,  dcir  analogo  polîgono  funicolare. 
Questo  poligono  rigido,  oltre  esser  carico  negli  angolî,  potrebbe  es- 
serlo  ancora  in  uno  o  pîù  punti  de'  lati  ;  perché,  risolvendo  ciascuno 
di  questi  nuovi  pesi  in  due  applicati  aile  eslremità  del  lato  corris- 
pondente,  si  rîcade  nel  caso  del  poligono  aggravato  ne'  soli  vertici. 

Se  i  lati  del  poligono  consistono  in  verghe  rigide  congiunte  a 
cerniera  negli  angolî,  in  guisa  che  gli  angoli  possano  aprirsi  o  scr- 
rarsi  senza  che  i  termini  de'  lati  mutino  dîstanza,  è  manifesto  che 
la  figura  solto  cni  questo  polîgono  si  mette  in  equilibrio,  potrà  es- 
sere  indifTerentemente  quella  dell' analogo  polîgono,  sia  di  lati  fles- 
aibili  e  inestendibili ,  sia  di  lati  rigidi  e  addossati  V  uno  aU'altro. 
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$  3*.  Délia  figura  di  equilibrio  délia  curva  funtcolare  e  sue 
proprietà:  caso  in  cui  la  fune  è  incurvata  da  forze  normali. 

104.  Teor.  La  curva  funtcolare  in  equilibrio  si  puè  riguarda^ 
re  corne  un  poligono  infinitilatero ,  tirato  ne'  suoi  vertici  da  for- 
ze date. 

Biin.  Supponiamo  cbe  la  carva  s  sia  sollecîtata  dalla  forza  f  la 
quale,  nel  passare  da  un  punfo  ad  un  altro,  variî  insensîbilmente 
d'  intensîtà  e  direzione.  Qnesta  forza ,  nel  tratto  infinîtesîmo  di  ognî 
elemento  ds ,  si  potrà  considerare  corne  opérante  con  azioni  uguali  e 
parallèle  che  si  comporranno  in  un'  azîone  unîca  risultante  =  fds , 
applîcata  al  centro  di  graviiâ  di  ds.  Cosi,  tutti  glî  elementi  ds  della 
curva  potendosi  supporre  animati  ciascuno  da  una  forza  unica  ap- 
plîcata ai  loro  puntî  di  mezzo ,  si  fa  manîfesto  che  la  cnr?a  stessa 
si  potrà  riguardare  corne  nn  poligono  infinitilatero  sollecitato  in  tut- 
ti i  suoi  vertici  da  forze  date. 

105.  Coroll.  I.  £  dalla  teoria  del  poligono  funîcolare  in  equili- 
brio si  raccoglierà  :  1*.  Cbe  la  forza  fds,  cbe  anima  un  elementa 
qualunque  della  curva  funîcolare,  è  contenuta  nel  piano  determinato 
da'  due  latercoli  contigui  al  suo  punto  di  applicazione ,  ossia  in 
quello  che  si  è  chiamato  piano  osculatore  di  essa  curva  ;  2^.  £  che 
la  tensione  T  deir  elemento  ds  y  diretta  secondo  il  medesimo,  è 
uguale  ed  opposta  alla  risultante  di  tutte  le  forze  fds  applicate  ai  di- 
yersi  elementî  ds  della  curva,  dalla  sua  origiqe  fino  air  elemento 
ds  che  si  considéra  (98). 

106.  Coroll.  IL  Riferendo  adnnqne  la  curva  a  tre  assi  rettango- 
lari  ,  si  avrà 

ds  dx  dy        ,     dz    ^ 

(2)  r*  =  (fPdsy-^  {fQdsY  *  (jRdsY  , 

dove  fPds ,  fQds  ,  fRds  denotano  le  somme  délie  forze  elementari 
fds  applicate  alla  curva,  dalla  sua  origine  fino  air  elemento  ds  che 
si  considéra,  e  stimate  parallelamente  aile  coordinate  x^  y,  z. 

Cotestc  formole  esprimono  infatti  che  la  risultante  délie  tre  forze 
fPds ,  fQds  ,  fRds  ,  siccome  uguale  ed  opposta  alla  tensione  del- 
r  elemento  rf«  ,  è  =  —  J ,  e  cbe  le  rette  parallèle  —  T  ^  ds  sono 
proporzionali  aile  loro  proiezioni  omologbe  (101). 


n7 

107.  Coroll.  ni.  Dalle  (()  si  rîcata 
€  queste,  differenziate,  generano  le  s€gaenti 


nàt 


(^g)=». 


afle  qoall  si  puo  anche  arriyare  immedialamente  esprimendo  V  equî- 
librio  deir  elemento  ds  sotto  le  azioni  délie  tre'forze  che  agiscono  su 
di  esso,  vale  a  dire  délia  forza  fd$y  e  délie  tensioni  che  ne  tirano 
)' «stremità  in  senso  opposlo.  Fer  esempio,  qtieste  ire  forze  stimate 
seconde  1'  asse  x  sono 

la  oui  somma  eguagliata  a  zéro  offre  appunto  la  prima  délie  (!/', 
È  poi  chiaro  che  dalle  (1)"  si  risale,  integrando,  aile  (l/. 
Scolio,  Dallo  sriluppo  délie  (1)"  si  trae 

i*  = cos.\xr)  —  -j— ca«.(a:«)  , 

Q=z cos.{yr) —  cos.iys)  , 


e  quindi 


«  = co8.{zr) -j-  cos,{zs)  , 


dT 

fC08,(8f)  =  —  -^  , 


T 

f9en.(8f)  zz  — 


r 


« 


^ 


«sseado  r  il  raggio  osculatore. 
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Da  qnest'  ullîme  relazionî  appartsce  che  : 

«  L*azione,  onde  la  tensione  T  in  cîascun  elemento  ds  délia  car- 
Ta  controbilanria  V  azione  délia  forza  soliecitante  f ,  si  compone  di 
duc    azioni    dîrette    liel    piano    osculatore ,    V  iina    tangenziale    ed 

:^  ._; —     e  r  altra  normale  alla  curva  ed  =  —  .  » 
ds  r 

dT  • 

108.  Coroll.  IV.  Dalla  fco8.{»f)  ^z j-  si  raceoglie 

ds 

—  dTzz  fdê  cog.(8f)  =:  Pdx  -f-  Qdy  -h  Rdz  , 
vale  a  dire  : 

«  La  variazione  che  subisce  la  tensione,  nel  passare  dal  principio 
al  termine  di  un  elemento  dg,  è  uguale  alla  forza  f  che  anima  Tele- 
mento  ,  slimata  secondo  la  direzione  dello  stesso.  » 

109.  Teor.  NeW  equilibrio  di  un  filo  flessibile  incurvato  da 
force  normali  t  .1*.  la  temione  è  cosiante  in  tuila  V  estensione 
del  filo  ;  2®.  e  V  intensità  délia  forza  normale  taria  da  un  punto 
alV'altro  in  ragion  inversa  del  raggio  osculatore  r  corrispondente, 

Dlni.  Infatti  essendo  in  queslo  caso  cos.(sf)  ==  0,  s€n.(sf)  r=  1 , 
sarà 

dr  =:  0  ,     dondc     T  =r  costante  ; 

T 

ed  r= ; 

r 


dove  il  segno  ( — )  significa  che  la  forza  normale  f  dee  avère  una 
direzione  opposta  a  quella  del  raggio  r  che  Ta  dalla  curva  al  centro 
di  curvatura,  o,  in  altri  termioi,  significa  che  le  forze  f,  neirin- 
curvare  il  filo  flessibile,  ,debbono  agire  dalla  parte  concava  alla 
conves^a. 

Altra  diînostrazione.  Il  filo  incurvato  da  forze  normali  puô  ri- 
guardarsi  corne  un  poligono  infinitilatero  in  cui  le  forze  applicate  ai 
Tcrtici  dividono  per  mezzo  gli  angoli  corrispondenti.  Ma  si  è  trova- 
to  che  in  simile  poligono  (94)  la  tensione  è  costante ,  e  che  è 

_    _fd8_;^ 
'  "~  2sen.\d^" 

essendo  d9  Tangolo  esterno,  ossia  Tangolo  dt  contingenza.  Dunque 
sarà 

—  r  =  costante  =  -^  =z  fr  ,     ed    fzn . 

a9        '  '  r 
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110.  CorolL  Se  nn  filo  flessibile  cireondMlo  ad  una  superficie 
curra  resistente  è  tirato  nelle  sue  eslremhà  da'  due  forze,  nello  stato 
di  equilibrio  :  1*  le  due  forze  dovranuo  essere  uguali  ;  2®  il  filo  sari 
tutlo  teso  egualmente  ;  3*  la  pressione  ch'esso  fa  sopra  ciascun  punto 
délia  superficie  sarà  infersamente  proporzionale  al  ragglo  r  di  cur- 
vatura;  4*  ed  infine  il  piano  osculatore  délia  curva  sarà  normale  in 
ogni  punto  alla  superficie. 

Imperocchè  la  resistenza  che  la  superficie  abbracciata  oppone  al- 
la pressione  del  filo  è  da  ptr  tuUo  nna  forza  normale  al  filo,  a 
quel  modo  che  la  pressione  è  normale  alla  superficie.  Siamo  dnn- 
que  nel  caso  di  lin  filo  incurvato  da  forze  che  son  normali  al  filo 
ed  alla  superficie ,  donde  segue  che  il  piano  osculatore  délia  curra 
sarà  normale  in  ogni  punto  alla  superficie. 

Scolio.  La  linea  pià  brève  che  si  possa  condurre  da  un  pun- 
to ad  un  altro  di  una  superficie  curva  (  Hnea  chiamata  ipeo- 
deslea  )  ,  essendo  rappresentata  da  un  filo  teso  per  quanto  pu6 
esserlo  tra  i  due  punli ,  ha  la  propriété  che  il  suo  piano  osculatore 
è  normale  dappertutlo  alla  superficie. 


S  4*.  Délia  figura  di  equilihrio  di  una  catena  che  pende  da 
due  punti  fissi ,  cioè  délia  Catenarâa  »  sia  omogenea, 

sia  eterogenea.  Volte. 

1(1.  Qne«ito.  ^t  domanda  V  eouazione  délia  Catenarla  9 
cioè  délia  curva  di  equilihrio  di  un  filo  fiessihile  e  pesante  che  pen-- 
de  da  due  punti  fissi  À,  B  (fig.  31). 

Bisposta.  La  catenarla ,  potendosi  riguardare  corne  un  poligo- 
no  infinitilatero  carico  oli  pesi ,  è  tutta  compresa  nel  piano  verticale 
che  passa  pei  due  punli  di  sospensione  Âj  B  (95).  In  questo  piano 
e  nel  punto  infimo  0  Jella  curva  s'  intendano  coordinati  due  assi 
Ox  ,  Oy  ,  il  primo  orizzontale  ed  il  secondo  verticale  e  diretto 
air  insu. 

Se  il  filo  è  omogeneo  e  di  grossezza  uniforme  : 

1*.  L'  equâzion  diiTerenziale  délia  catenaria  sarà 

(a)  ady  z:z  sdx  , 

doTc  a  è  una  costante  proporzionale  alla  tensîone  orizzontale  ,  ed  $ 
è  la  Innghezza  deirarco  che  dal  punto  0  va  al  punto  (x,  y  Y 
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2®.  Ë  r  integrazione  della  (a)  coaduce  ad  nn'equazione  finita  la 
quale ,  secondochè  si  vogUa  tra  le  variabill  œ  ed  y,  od  x  eu  s  ,  oâ 
^  ed  ^  ,  si  potrà  mettere  sotto  la  forma 


W 


je  jf_ 

t  =|/(2ay^.y3). 


3*.  Per  determinare  la  costante  a  si  ha  1'  equazion  traseendente 


(c) 


(m  m^ 


do?e  /  è  la  lunghezza  data  délia  catenaria ,  ed  m  ed  n  sono  le  pro- 
iezioni  orizzontale  e  verticale  della  retla  che  unisce  i  due  punli  di 
sospensîone  Ay  B, 

4.®  Il  piinto  infimo  0  si  détermina  per  mezzo  délie  sue  distanze 
a,  0  orizzontale  e  verticale  dal  punto  B^  cioè  da  uno  de'  punti  fls- 
si  di  sospensione,  e  queste  distanze  sono 


/S=-|-(«Ve   --2). 


Dimostrazione. 


Sia  /  il  peso  deir  unità  di  lunghezza  del  filo  s  :  fis  sarà  il  pe- 
so deir  elemento  ds ,  di  cui  le  componenti  orizzontale  e  verticale  pa- 
rallèle agli  assi  Ox,  Oy  saranno 

PtfezsO,     Qd$':z,  —  fdê; 
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e  le  formole  (1)'',  chesprîmono  V  equilibrio  di  un  elemento  qualsi- 
Toglia  ds  délia  carva  funicolare,  cioè  le 

si  muteranno  nelle 

La  prima  dl  queste,  întegrata,  diviene 

ds        ' 

(es«endo  a  iina  costante  da  determinarsi  ) ,  e  significa  che:  la  ten- 

sione  orizzontale  è  costante  per  tutta  la  lunghezza  délia  eàtenaria. 

La  seconda ,  integrata  tra  i  limiiî  <  r:  0  ed  «  qualsivoglia,   diviene 


c  significa  che:  la  tension  verticale  cresce,  a  partîre  dal  punlo  în- 
fiiDO  0,  proporzionalmente  alla  lunghezza  s  delV  arco. 
Dividende  V  una  per  Taltra  coteste  equa2ioni ,   si  ottiene 

dx    ^^    a 
dy    '^     $    ' 

donde 

(1)  ady  =:  sdx  ; 


che  è  V  eqiiazion  dilTerenziale  proposta  tra  le  variabili  x,  y,  Sy  U 
qaali  d*  altra  parte  sono  pur  vincolate  dair  equazione 

ds^  2=  dx^  -f  rfy* . 
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Se  da  esse  elimîniamo  dy,  risulta 


*  1 


e  per  consegnente 
(2)  dx  =  ~ 


'i'  -^) 


I 
I 
i     • 


V 


Per  integrar  quest'equazione,  ed  arrivare  in  appresso  il  piii  pron- 
lamente  possibile  ai  risultali  proposti  (b)y  (r),  (d),  posto 

faremo  uso  délie  seguenli  note  relazioni  (Vedi  V  Appendice  ) 

co$.t$  z=  —  I  e  -4-  e      j  ,  ( 

(^)  <  donde<  e    —  1 

.        .  i/e        -^v  )—ttang.te  =  -^ ' 

—  tsen.tezz—ie  — ^      j»  (  ^    -♦- 1 


nelle  quali  le  linee  trigonometriehe  delTarco  immaginario  te  si  deb- 
bono  riguardare  corne  simholi  délie  funzioni  di  $  rappresentate  dai 
isecondi  membri,  funzioni  che  godono  di  tutle  le  propriété  délie  li- 
nee trigonometriehe  degli  archi  reali. 

Cio  avvertito,  se  la  (2)  si  scrive  sotto  la  forma 


d  2fL  —  " 


v/[-(t)"J  ' 


c  poi  s'intégra  da  (^rrO  ,    «  =  0)  fino  ad  ^  ed  5  qoaliinque,  si 

ix  18  .     M  ix  .    .. 

avra  subito =  arcsen,  —  ,  ossia  —  =:  sen, ,  e  quindi 

a  a  a  a 


(3)  «  =:  ' —  ta  sen.  — 
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Sostituendo  D«lla  (l)  questo  valore  ai  $,  si  ottiene 

dy  ix    j  ix 

—  -  =:  —  $en. .  a , 

a  a  a 


cfae  integrata  dal  punto   (j;=zO,   y  =  0)   fino  al   puoto  (x,  y)  si 
muta  nella 


(4) 


tJP  %ûC 

InQne  dalle  (3)  e  (4)  ricayando  i  ?alori   di  itn, ,  co$,  —  ,    ed 

a  a 

inalzandoli  a  quadrata  ,  si  deduce 

(l-t--^  j  — ^  =  1,     donde    «=:|/(2ay-|.y»). 

Quest*  equazione  tra  «  ed  y,  e  le  due  precedenti  tra  j;  ed  y,  e  ira 
X  ta  $  [aTuto  riguardo  aile  (Â)^  non  sono  altro  che  Tequazioni  (6). 

Passiamo  ora  a  determinare  la  costante  incognita  a,  e  la  posi- 
zione  del  punto  inûmo  0  rispetlo  ad  uno  de'  due  punti  fissi  A,  B, 

Benotiamo  per  (  —  »^j  fi^)  ,  (e>,  fi)  le  coordinate  nspeltive  di 
cotesli  punti  flssi  (fig.  31  ),  e  per  5^ ,  5  i  due  archi  AO,  OB.  Es- 
sendo  l  la  lungbezza  délia  catenaria  AO  -^  OB ,  ed  m  ed  n  le  pro- 
iezioni  délia  retta  AB  sngli  assi  Ox,  Oy,  avremo 

5|-+-5=:l,     «H-a|3zm,     fi  —  fi^=:  n  . 


Ma  le  (3)  e  (4)  danno 


5  r:  —  aiêen. 


ta 


ta. 


5*  =3  —  aigen.  — ^  , 
*  a 


(   ^=«(^0,. -*; -i), 

(      fi,=  a^cos/-^-  l); 


onde  le  S  -»-  S|  =  I ,    fi  —  ^^  zz  n ,  si  converlono  nelle 


(    —  ai  (sen. •-  sen, — ^\  =  l  , 

\  \  «  a  / 

f  aicos, €08. — =-lrr:u, 
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le  qudli,  avato  rigiiardo  alla  ei  *4-  ««  =  m,  ed  aile  séguenti  relazioni 
tngonometrïche 

sen.p  -4-  sen,  q  :zz       2gen.i(p  "•"  7)  cos.Kp  —  q)  , 
fo<.|)  —  COS.  q  =  —  2«n.  J (p  -h  ^)  sen. hip  —  q)  y 


diventano 


2a  2a 

2a  2a 


Ora ,  se  di  queste  si  prendc  la  differenza  de*  quadrati ,  si  trora 


donde 


—  4a*  sen.^  --—  =  i»  —  n*  , 

2a 


equazîone  équivalente  alla  (c).  E  se  si  prende  il  quozîcBte,  si  tro?a 


«('«  —  «i)         n 


che  ,  fatto  «  —  «^  =  u  ,  équivale  a 


M 


,    donde     ^"^  = 


?»  -f-  1 


ed 


u  zz  alog. 


l  — 


n 
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Finalmente  le  «  -«-  À|  =  m,  a  —  «i  =  u,  e  la  (4),  somministrano 


eqoazioDi  equivalenti  aile  (d). 

112.  Scolio.  Nella  soluxîone  del  problema  antécédente  si  è  sappo- 
sta  che  la  Catenaria  omogenea,  nel  punto  in  cuî  cessa  di  scen- 
dere  per  cominciare  a  satire,  cioè  nel  suo  punto  infimo  0  abbia 
una  direzione  orizzontalci  essendo  questo  il  caso  più  ordinario.  Se 
fosse  altrimenti,  se  per  esempîo  dal  fondo  del  filo  pendesse  un  peso 
fwrdeolare,  oppure  se  la  Catenaria  fosse  tesa  in  modo  che  il  punto 
più  basso  fosse  1'  uno  À  de'  punti  di  sospensione  (fig.  32),  in  que* 
sto  punto  inûmo  ^1  la  tensione  verticale,  espressa  dalla 


T-^=  Tien,{x$)  , 


non  sarebbe  più  eguale  a  zéro  ;  e  per  consegoenza  se  ï  arco  t  si 
conta  a  partire  da  A ,  integrando  V  equazioni 


.(r^)=.,    4{T^)=r^. 


si  avrà 


^^^f^'         ^--^  =  ^(6*.). 


doTe  la  qoantità  fb,  costante  delV  integrazione,  esprime  ci6  che  di- 
▼enta  la  tensione  verticale  per  szzO.  EUminando  T  da  coteste  equa- 
zioni, si  ha 


adyzz  (b  -4-  8)dx  , 


la  qnale  si  riduce  alla  forma  di  prima  ponendo 


^  =  6  -4-  «  : 
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Qiiindî  se  immagîniamo  proiungata  la  nostra  catenaria  BA  (fy.  32) 
al  di  sotto  del  punto  ptù  basso  ^4  per  1' intervallo  ÀO:=z^-b^ 
nel  punto  0  la  direzione  di  essa  sarà  orizzontahf  poichè  in  questo 
punto  r  eqnazione 


$-^0, 


ady  m  (6  -H  AO).dx ,    équivale  a  ~ 


dy 
donde  tang.(opê)  =  -,-  =  0. 


Se  adunque  întendiamo  che  1'  origine  délie  coordînale  sia  posta 
nel  detto  punto  0,  la  soluzione  del  nnovo  problema  sarà  ricondotta 
per  intero  a  quella  che  précède. 

113.  Scolio  II.  Allorchè  nel  Glo  il  peso  non  varia  in  proporzio- 
ne  délia  lunghezza  s ,  Tequilibrio  di  un  suo  elemento  délia  lunghez- 
za  ds  sarà  espresso  corne  prima  dalle  due  formole 


dove  fds  rapprescnta  il  peso  del  nominato  elemento,  ma  qui  il  coef- 
ficiente  f  non  è  più  costante ,  ma  variabile  da  punto  a  punto. 
L'  integrazione  di  coteste  equazioni  darà 


esprimendo  a  la  tensîone  orizzontale  che  è  costante  per  tutta  la  cur-* 
va.  Eliminando  T,  nasce  la 

ady  =  dxffdt  , 

equazion  générale  di  qualsivoglia  catenaria, 

Per  esempio,  nelle  Catene  di  ferro  da  cui  pendono  i  ponli  soS' 
pcsî,  la  componentc  verticale  ffds  della  tensione  si  puè  ritenere  che 
cresca,  a  partire  dal  punto  infimo  0,  nella  proporzione  in  cui  va 
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crescendo,  non  la  lunghezza  s  délia  caïuna,  ma  la  Mia  proieiione  x 
suir  orizzoDte.  Quindi  ]^o&io  ffds  znpx  ,  sarà 

2a 
ady  =  pxdx  ,     donde    x^  =z  y , 

Taie  a  dire  :  la  catenaria  sarà  una  parabola  simmelrica  intorno  al- 
r  asse  verticale  y. 

114.  Tolte.  Le  formole  precedenti  servono  pure  a  rappresentare 
la  figura  di  equilibrio  délie  Volte  considerate  siccome  sisleini  di  la- 
tercoli  rigidi,  appoggîaii  V  un  contro  Taltro,  e  reggentisi  per  lo 
scambievol  contrasto.  Cosi,  se  l'azion  délie  forze  applicate  è  quella 
della  gravita  «  la  figura  délia  Yolta  sarà  una  catenaria  posta  a  ro- 
▼escio. 


S  5*.  Della  figura  di  equilibrio  délie  superficie  di  rivoluzione  ; 
caso  délie  forze  parallèle.  Testuggini  e  Cupole- 


N.  B.  In  una  superficie  di  rivoluzione  si  dicono  meridiani  le  11- 
nee  i  cui  piani  passano  per  1'  asse  di  rotazione ,  e  paralleli  le  linee 
cîrcolari  i  cui  piani  sono  perpendicolari  allô  stesso  asse. 

115.  Quesito.  Dalla  periferia  di  un  circolo  orizzontale  pende  equi- 
librato  un  vélo  flessibile  e  inestendibile  (fig.  33),  la  cui  superficie 
si  pu6  riguardar  corne  generata  dal  rotare  di  una  curva  intorno  ad 
on  asse  centrale  Ox ,  ed  ogni  punto  della  superficie  a  cui  corrbpon- 
dono  le  coordinate  x^  y  della  curva  génératrice  è  animato  da  due 
forze  P,  0  parallèle  ad  x,  y^  e  funzioni  di  queste  variabili.  Si  do- 
manda  1'  equazione  della  curva  génératrice. 

Risposta,  1*.  Se  la  superficie  di  rivoluzione  non  sia  intera,  ma 
un'  unghia  isolata  compresa  tra  due  meridiani ,  la  curva  génératri- 
ce dovrà  soddisfare  air  equazione 

dy/Pyds  —  dx/Qyds  =  0  , 
e  la  legge  ,  onde  varia  la  tensione  lungo  un  meridiano ,  sarà 

—  d(Ty)  =  yiPdx  ^  Qjiy). 


78 

2^.  Se  la  superficie  di  riToluzione  è  intera,  la  earva  génératrice 
quando  non  soddisfaccia-  alla  prima  do?râ  soddiafare  alla  seconda 
délie  due  condizioni 

dyfPydê  —  dœ/Qyds  =  0  ,    =  <  0  . 

In'^questo  caso,  oltre  la  tensione  del  ycIo  nel  senso  de'  meridia- 
ni,  esisterà  un'  altra  tensione  nel  senso  de'  paralleli,  la  quale  sarà 
uniforme  per  ciaschedano  di  essi ,  ipa  potrà  variare  nel  passare  dal- 
V  uno  air  altro. 


Dimostrazione. 

1.*  L'  unghia  infinitcslma  U  compresa  sulla  superficie  da  due 
meridiani  successivi ,  devianti  l'  un  dall'  altro  coll'  angolo  do ,  si 
consideri  in  eqiiilibrio  da  se  sotto  l'  azion  delle  forze  P,  0  ;  eu  in 
particolare  a  p^rtîre  dal  punto  m  {x^  y)  si  consideri  sull'  unghia  U 
V  equilibrio  del  trapezio  dU  compreso  Ira  gli  archi  mn,  m'v!  {fig,  33) 

di    due    paralleli.    Sarà    mn  zz  y  do  ,    e  fatto    mm!  =z  ds  ,  l'area 
del  trapezio  sarà 

mn  .  mm'  iz:  do.yds  . 

Le  forze  P,  Q  che  agiscono  in  tutti  i'punti  di  questo  trapezio, 
potendo  aversi  corne  costanti,  si  comporranno  nelle  forze  risultanti 

do  Pyds  ,      do  Qyds  , 

applicate  al  centro  di  gravita  del  trapezio. 

Similmente  ,  la  tensione  T  che  agisce  al  punto  m  nella  direzio- 

ne  di  ds,  esercita  a^ioni  uguali  e  parallèle  in  tutti  i  punti  di{mii; 
queste  azioni  parallèle  si  comporranno  quindi  in  un'  azion  e  unica 

T.nïn  =  do.Ty  , 

applicata  nel  punto  di  mez2o  di  mn. 
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Si  rede  adunque,  che  le  forze  agenli  suH*  ongbia  U  si  pessono 
tBtte  snpporre  applicate  al  mcrîdiano  ebe  diTÎde  pcr  mezso  l' iingbia 
U  y  il  qnal  meridiano  si  potri  perciè  riguardare  colne  uoa  curva 
funicolare  di  cui  la  tensione  nel  punto  {x,  y) y  espressa  da  io-Ty, 
è  uguale  alla  risultante  délie  forze     |  />.  ,,,..;  ;  •< 

dofPydê  ,    do/Qyiiy 


cssendo  do  costante  in  tntta  la  langhezza  deir  noghia  U. 

Le  formole  generali  troTate  per  la  curva  funicolare  (106)  qui 
diventano 


(1) 


!!_  _  fPyà,   _  fQyd$ 


(2) 


dt  dx  dy    ' 


Qydg  ^  d(^Ty  ^)zz   0; 


(3)  —  d  (Ty)  =  y{Pdx  +  Qdy)  . 
£  dalle  (1)  si  ricava 

(4)  dyfPyds  —  dx/Qyds  =  0  . 

Ora  è  cbiaro  che  la  (4)  e  la  (3)  contengono  cio  che  è  detto  nella 
prima  parte  délia  nostra  tesi  intorno  air  equilibrio  deirunghia  isolata. 

2*.  Snpponiamo  in  seconda  luogo  che  la  superficie  di  rivoluzione 
sia  interay  cosicchè,  segando  il  yelo  con  un  piano  perpendicolare 
aU'asse  {x)  di  rotazione,  la  sezione  sia  sempre  uo  circolo  intero. 
lo  dico  che  potremo  a?er  Tequilibrio,  non  solo  quando  si  verifica  la 
prima,  ma  eziandio  quando  si  Terifica  la  seconda  délie  due  seguen- 
ti  eondizioni  : 

dyfPyds  —  dx/Qyds  =  0  ,    =  <  0. 
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Infatti  denotiamo  per  F  la  risultante  délie  forze  fPyds  ,  fQyds 
applicate  air  nnghia  V  dal  vertice  0  délia  superficie  {fig,  33)  fino 
ail'  elemento  d(7  =  (  mvl  ). 

Si  am  in  générale  (  Vedi  V  À'pp.  n.^  16) 

(a)  dyfPyds  —  dx fQyds  =:  Fds,sen,{Fs)  ; 

e  questa  formola  (a)  riuscirà  negativa,  se  l'angolo  {Fs)  sarà  negati- 
vo,  cioè  se  si  aprirà  in  senso  contrario  air  angolo  {xy)  ,  e  perè  se 
nel  punto  m  là  forza  F(che  nel  caso  dell'  unghîa  isolata  doveya 
esser  iri  tangente)  «i  diriga  e  spinga  dal  di  dentro  al  di  fuori  dél- 
ia superficie.  Ove  ciô  avvenga  .  tutti  gli  elementi  dU  di  nna  mede- 
sima  zona  compresa  tra  due  paralleli  consecutivi  tenderanno  a  por- 
tarsi  air  infuori  ed  a  gonfiare  il  tcIo  con  forze  nguali ,  ed  a  questi 
sforzi  (  simmetrici  intomo  air  asse  Ox  )  résistera  la  zona  ,  siccome 
incapace  di  allargarsi,  sopponendosi  in  ogni  punto  incapace  di  esten- 
dersi  per  nessun  ?erso.  Si  vede  cosi,  che  una  cnrva  pnô  essere  ac- 
concia  a  generare  colla  sua  rolazione  la  superficie  equilibrata  di  un 
▼elo,  non  solo  quando  la  sua  eqaazione  rende  uguale  a  zéro  la  for- 
mola (a)  ,  ma  ben  anche  quando  la  rende  negativa.  £  si  Ycde  di 
più  che  ,  decomponendo  la.  forza  F  în  due  ,  V  una  tangente  al  me- 
ridiano  e  Taltra  normale  air  elemento  dU ,  la  prima  sarà  la  misura 
délia  tensione  del  ycIo  nel  senso  del  meridiano  ,  e  la  seconda  pro- 
durrà  la  tensione  del  vélo  nel  senso  del  parallelo  corrispondente  (109). 
116.  Teorema.  La  condizion  générale  délie  curve  che,  compiendo 
un'  intera  rotazione  intorno  ad  un  asse  verticale  Ox ,  possono  gene- 
rare la  superficie  equilibrata  di  un  vélo  pesante  ^  è 

dyfyfds  —  adx  —  0  ,  oppure  =  <  0. 
Dim,  Consideriamo  dapprima  un'unghia  isolata  U.  Nell'equazioni 

Fyds  ^  d(  ^y-^f )  ==  ^  '    Cy^*  •*■  '^(  ^î^'ïïf)  =^  ^ 

che  esprimono    T  equilibrio    dcH'elemento  dU ,  se    si    suppone    che 
quest'  elemento  sia  sollecitato  dalla  sola  gravita  ,  sarà 

Pyds  z=  —  yfd$  ,      Qyds  =  0  , 
dove  la  quantità  yfds  c  proporzionale  al  peso  di  dV» 
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Integrando  le  due  equazioni 

cd  elimînando  T ,  si  trova 

dyfyfds  —  adx  rr  0 

essendo  la  costante  a  proporzionale  alla  tensione  orîzzontale. 

Ora,  designata  per  F  la  risullante  délie  forze  espresse  da  fyfds, 
a  ,  si  avrà  la  formola 

(a)'  dyfyfdi  —  adx  =  Frf«.M».(F«)  , 

dalla  quale  si  deduce  col  discorso  già  fatto  la  Terità   delT  enunciato 
teorema. 

117.  Scolio.  Quando  la  curvà  génératrice  délia  superficie  di  ri- 
▼olozione  non  rende  la  formola  (a)  ne  =:  0,  ne  <  0,  ma  bensi  >  0, 
si  dee  conchîudere  ehe  V  azione  délia  forza  F,  .cadendo  sull'elemen- 
to  dUi  lo  spinge  ?erso  Tasse  interno  Ox,  Se  la  superficie  di  rivolu- 
zione  è  Inlera  ,  si  potrà  reggere  in  equilibrio  anche  in  questo  caso 
parchè  si  concepîsca  non  più  flessibtle,  ma  coslrutla  d'infinité  fac- 
cette  rigide ,  addossate  le  une  aile  altre  a  modo  di  testuggine.  Infat- 
ti,  ciè  essendo,  gli  elèmenti  di  una  medesima  zona  tendendo  tutti 
con  egual  forza  e  simmetricamente  a  portarsi  verso  V  asse  interiore 
Ox  s*  impedirebbero  a  vicenda  ,  e  si  sosterrebbero  in  equilibrio  per 
lo  scambievol  contrasto. 

Ba  qui  le  due  proposizioni  scguenti: 
,  1*,  La  condizion  générale  délie  cur?e  che,  compiendo  un*  intera  ro* 
t  azione  intorno  ad  un  asse,  possono  produrre  la  superficie  équilibra  la 
dt  una  Testuggine,  è 

dyfPyds  —  dœfQyd$  =  0  ,  oppure  >  0. 

2^^.  La  condizion  générale  dcUe  curve  ehe  rotando  intorno  ad  un 
asse  possono  produrre  la  superficie  equilibrata  di  una  cupola  pesante,  è 

dyfyfds  —  ad.r  =  0  ,  oppure  >  0. 

Il 
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S  6®.  Délia  figura  di  equilihrio  di  una  lamina  elastica  tnarcata 
da  forze  date ,  in  générale.  E  quando  è  inçastrata  in  un  de'  capi 
V.  orizzontalmente  ;  2*.  verticalmente. 


V  elasticiià  puo  rîgaardarsi  corne  una  forza  di  reazione  per 
la  quale  un  corpo  elastico,  clie  ha  cangiato  di  forma  sotto  V  azîone 
di  una  o  più  forze ,  tende  naturalmente  a  rimettersi  da  se  nello  sta- 
to  di  prima. 

118.  Prohlema.  Una  lamina  elastica  ÂL  (/?^.  34),  omogenea,  ret- 
tilinea  e  di  uniforme  grossezza,  è  inarcata  secondo  AmB  da  forze 
date  le  cui  direzioni  son  tutte  contenute  nel  piano  (xy  y)  délia  cur- 
▼a.  Si  demanda  V  equazione  di  questa  ciirva  di  equilihrio. 

Soluzione,  A  partire  da  un.  punto  qualunqne  mix,  y)  délia  cur- 
va  AmB  consideriamo  due  elementi  consecutivi 


mm!  =:  ds  ,      m'm"  r:  d$'  :=  d*  -4-  d*«. 

Sia  de  V  angolo  di  contingenza  onde  il  secondo  elemento  ds'  de?ia 
dalla  direzione  dei  primo  ds  ,  eu  r  il  raggio  di  curvatura  nel  punto 
{Xy  y):  sarà  (V.  App.  n».  63) 

d$  zn  —  . 


Velasticità  délia  curva  nel  punto  m\  in  forza  di  cui  i  due  ele- 
menti contigui  ds ,  ds*  tendono  a  gîrare  intorno  al  lor  punto  conyi- 
ne  m'  per  rimettersi  in  linea  retta ,  si  suppone  variare  in  proporzio- 
ne  deir  angolo  di  contingenza  de ,  ossia  in  proporzione  délia  curva- 
tura (  =r   -  )  f  e  qnindi  si  rappresenta  con 


E^ 


essendo  E  nna  quantità  costante  per  una  medesima  lastra  ,  ma  che 
puo  csser  diversa  per  lastre  diverse. 
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Queuta  elasticità  (  =  — j  pub  dunqtie  aveni  corne  una    fona 

di  reasione  che  spiega  la  sua  energla  con  clae  copplc  uiraa- 

II  e  eofeitirakic  per  le  quali  tiene  in  equilibrio  di  rotazioney  se- 
parafa  mente ,  le  due  parti  délia  curva  situate  al  di  là  e  al  di  qua 
del  punto  m  che  si  considéra, 

Ciè  poslo,  tinte  le  forzc  che  agiscono  suH'arco  délia  cuira  ÂmB, 
compreso  tra  il  punto  m  {x  ,  y)  ed  una  dcir  estremità  délia  curva, 
per  esempîo  Â ,  si  trasporlino  parallelamente  a  se  stesse  nel  punto 
m ,  talchè  si  riducano  quivi  ad  una  sola  forza  F  e  ad  una  sola  cop- 
pia  G.  La  coppia  G  essendo  tenuta  in  equilibrio  dalla  coppia  di  ela> 

slicità  /  =:  —  j  ,  »i  avrà 

:*:  —  =  G  ,    e  quindi  db  d  — ^  =:  dG  ; 
r  r 


doTe  al  primo  membro  si  è  apposto  il  segno  ± ,  perche  le  due  quan- 

E 

lità    —  ,  G  ayendo  già  un  segno  determinata  in  Tirtù   délie   con- 

r 

venzioni  fondamentali ,  quando.  si  eguagUano  V  una  air  altra  ne'casi 
particolari ,  convien  fare  in  modo  che  il  loro  segno  sia  identico. 

Sîano  X,  F  le  componenti  délia  forza  F  date  dalle  formole 


X=fPdsy     Y:=:fQds. 

Se  la  forza  F  applicala  nel  punto  m{x,  y)  A  tnisporta   parallela- 
mente a  se  stessa  nel  punto 

m!(x'  zz.œ  -^  dx  ,    rf  zz  y  -^  dy) 

preso  per  nuovo  centro  di  riduzion  délie  ,forze,  nascerà   la  coppia 
elementare  ^^J^  y  ^:  U 

dG  =  Y{x  —  x')  —  I(y  —  y')  =  Xdy  —  Ydx  . 
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Conchiudiamo  adunqne  che  per  determinare  la  carva   di  equîli-   ' 
brio  délia  lamina  elastica  si  puo  partire  dall'  una  o  dalFaltra  délie 
due  equazioni  seguenti 


^=:G. 


(0) 


i       dbd—  =  dyfPdf;  —  dœ/Qds 


Scolio.  La  cnrvatiira  délia  lastra  nel  punlo  (x,  y)  si  détermina 
per  mezzo  dell-  eqiiazione  {App,  59) 


=:  dxd^y  —  dyd^x  , 


la  qnale  si  puo  scrivere  ancora  solto  le  forme 


i    _     1    .  dy ^  A  ^^ 

r  dx      ds  dy     ds 


ÀppHcazioni, 

119.  l''.  Esscndo  la  lamina  incaslrata  nel  termine  À  in  una  posî-* 
zione  orizzontale  AL  (fig.  34  )  ,  e  poscia  incurvata  in  AmB  da  una 
forza  F  applicata  air  altro  termine  B^  si  domanda  1'  equazion  délia 
curva  AmB, 

Soluzione.  Coordinati  in  ^1  i  due  assi  Ax,  Ay  il  primo  verticale 
ed  il  secondo  orizzontale,  siano  a ,  b  le  coordinate  del  punto  B,  ed 
J,  —  F  le  componenti  délia  forza  F.  Trasportando  questa  forza  dal 
punto  (a,  b)  nel  punto  (x ,  y),  nascerà  la  coppia 

« 

Gzz—  Y(a  —  .r)  — J(6  —  y) 

E 

tenuta  in  equilibrio  dalla  forza  di  elasticità ,  la  oui  espressione  — 

è  qui  di  sua  nalura  negativa ,  essendo  negaiivo   1'  angolo  di  contin- 
genza  d9  quando  da  A  si  va  verso  B,  Dunque 

— ^   zz{a^x)Y^(b-y)X. 
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Coroll.  L  Se  la  lastra  sîa  incorvala  da  nn  peso  F  pendente  dal- 
r  estremità  B^  sarà  X  zn  F,    F  =:  0  ,  e  per  conseguente 


onde  V  incorvarst  l  =:  — j  délia  lastra  in  ciascon  panto  (x,  y)  sa- 
rà proporzionale  alla  distanza  orizzontale  {b  —  y)  di  esso  punto 
dal  termine  1^. 

Ad  —  sosthuendo T'^'T"  ♦   '*  eqaazion  précédente  si  can- 

gîa  nella 

E^--  =  F(b-y)dy, 

dx 
che  integrata  dal  punto  (â;  zz  0  ,  y  =  0),  dore  -j-  =  0 ,   fino  ad 

un  punto  qnalsifogUa  {x^  y)   dîrenta 


.f=.(.-i),. 


non  più  întegrabile  in  termini  fîniii. 

CorolL  IL  Allorchè  la  lastra  è  pocbisMino  incurvata  dal  peso  F, 
cosÎGChè  possa  farsi  ds  z::  dy  ^  V  uliima  eqaazione  integrata  di  nuo- 
TO  darà 

.  eEx  =zF{3b  —  y)y^  , 

onde  la  cnrva  di  equilibrio  sarà  nna  parabola  cubica. 

120.  2^".  La  lamina  elastica  AB  (fig.  âl5)  siâ  piantata  verticalmen- 
te  ed  incurvata  pel  carico  di  un  peso  F  postovi  in  cima.  Trovar 
V  eqoazione  di  qnesta  curva. 

Soluzione.  Essendo  glî  assi  ÂXy  Ày  j  yerticale  ed  orizzontale, 
sarà  Z  ==  F)  Y  zz  0;  onde,  se  la  forza  F  si  trasporta  dal  punto 
A{x  =  0  ,    y  =  0)  nel  punto  fn(Xj  y),  nascerà  la  coppia 

(7=  Y{0  —  x)^X{Q  —  y)  =  Fy, 
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E 

cquilibrata  dalla  forza  dl  elasticiià  = .  Sarà  dnoqaû 


—  =  Fv  . 
r  -^ 


Sostituendo.qui  ad  —  il  suo  Talore  ,~—d^,  avremo 

r  dx     ai 


i    .dy  F 


dx     di  E 

CorolL  I.  Supponendo  la  lastra  pochissimo  incurvata  talchè  possa 
farsi  ds  ziz  dxt  se  moUiplichiamo  cotesta  equazione  per  2dy  ,  ot^» 
terremo 


*{&)•=->■ 


t\ 


Sia  f  il  valor  massiibo  di  y.  É  cbiaro  che  nel  punto  in  cui  y 
prende  il  valor  massimo  /;  i?i  la  direzion  délia  cur?a  sarà  vertica- 
le, e  pero  sarà 


dy  .    . 

=r  tang.{x8)  =•  0  . 


d^ 


Cio  posto,   r  equazione.(i)  integrata  ûa  y  =:  f  flno  ad  y  qualati- 
que  ,  si  muta  nella 


fê)"=i  <'•-»■). 


e  qnindi  nella 


d4 
d.x  1/4-  =         f^ 


v/('  -  f) 
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la  quale,  îotegrata  dî  nuovo  dai  punto  (x  ^  0  ^    y  zs  (k)  fino  al 
piinlo  {Xj  y)  y  divenla 

(ly  y=zfsen,(^xl/^y 

eqnazione  della  ciirra  de'  seni,  o  della  sinuHoide,  carra  che  scrpeg- 
gia  sinuosamente  con  onde  sîmmetriche  inlorno  all'asse  Àx  (fig.  36), 

attraversandolo  ad  mteryalli   uguali   tra   loro  e  a  ^(/"TT*    AI  ter* 

mine  di  ciascuno  di    quest'  intervalli  corrisponde   il  valor  massimo 

(=  "/t)  '' 

-g-  =  tang.ixt)  =  f  [Z^.  co,.(  «  l/-^  )  ' 

mentre  il  valor  massimo  f  di  y  corrisponde  al  punto  medio  di  cia- 
Bcun'  onda. 

Corail.  II.  La  lastra  ÀmB  (fig.  35}  sîa  della  liinghezza  l  Scsi 
Yoglia  inarcare  in  modo  che  la  corda  AB  abbia  un  dalo  valore 
aI=:^^(doTe  ^  è  un  numéro  frazionario) ,  si  dovrà  gravarc  in  ci- 
ma  col  peso 

(2)  F=£-^  =  £-^, 

purcbè  tuttavia  la  quanlilà  fy-^  risulii    una   frazion    piccolissi- 

ma.  Infatti  essendo  (y=:0,    x  "=,  a)  \^  coordinale  del  punto  By 
aTremo  in  questo  pnnlo 


^/ten.(  a  [/—)  rr  0  . 


Ora  per  soddisfare  a  quest'  equazione  ed  al  proposto   qncsito   con- 
▼icn  porrc 

F 

a  [/—  =  JT  , 

essendo  ^  la  semicirconferenza  di  raggio  cz  1 ,  donde  la  (2). 
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Balla  formula  (2)  appariscc  €he  il  peso  F  corrispondenle  a  </  =  t 
non  è  ancora  bastante  ad  incurvare  la  lastra ,  e  che  in  appresso  , 
crescendo  per  gradi  il  peso  F,  la  lastra  comincia  ad  încurTarsi,  e 
s'  incurva  sempre  più  diminnendo  la  corda  a,  finchè,  cessando  di  es- 

•  F 

ser  piçcolissimo  il   valor  massimo  fl/^ —  di  tang.(x$)  ,    la    curva 

cessa  di  essere  rappresentata  dalla  (1)'. 

N.  fi.  Se  la  forza  di  elaslicità  non  variasse  nella  semplice  pro- 
porzione  délia  curvatura  l  zz  —  ]  ,  per  trovare  la  curva  di  equili- 
brio  si  dovrebbe  partire  da  nna  délie  due  equazioni 

E  zz  G  ,  dÉ  =Jx/Ods  —  dy/Pds  , 

riguardando  la  quanlità  E  corne  una  fonzione   da   determinarsi  se- 
condo  la  natura  délia  lastra. 


V 


.»1 


89 


CJLPO  ¥1. 


De*  ccntri  di  graTlfà. 


$.   1.  Corpo;  massa  e  volume;  corpo  omogeneo  e  sua  densità; 

peso  assoîuto  e  peso  specifico  ;  centro  di  gravita 

de*  corpiy  e  metodo  per  trovarlo. 

121.  Corpo  è  l'aggregato  di  più  elementi  materiali  non  divisi 
ctae  da  piccolissiml  intervalli.  La  somma  degli  elementi  materiali 
cbe  coslituîscono  il  corpo,  è  la  sua  massa;  grintervalli  che  li  divi* 
dono  si  cbiaman  pori;  lo  spazio  occupato  dalla  massa  e  da  pori  è 
il  volume. 

Un  corpo  è  omogeneo  se  glî  elementi  materiali  di  esso  sono  ag- 
gregati  tra  loro  con  legge  uniforme  intorno  a  ciascun  punlo.  La  den- 
sità D  di  un  corpo  omogeneo  è  una  quantiià  che  segue  la  ragion 
composta  diretta  della  massa  M  del  corpo  ed  inversa  del  yolume  F, 

onde  si  ha  (F.  App. ,  del  principio  di  proporzione)  D  = -r  . 

Il  peso  assoîuto  di  un  corpo  è  rappresentato  dalla  risultante  di 
lotte  le  forze  di  gravita  che  animano  ciascuno  de'  suoi  elementi.  Le 
forze  di  gravita  potendosi ,  in  un  dato  luogo  della  terra ,  riguardare 
come  parallèle,  e  di  più  corne  eguali  per  elementi  uguali,  il  peso  P 
di  on  corpo  segue  Ta  ragion  composta  della  massa  M  e  dell'  inten- 
sità  g  della  gravita,  talchè  si  ha  P  :r  gâf* 

La  gravita  specifica  o,  meglio,  il  peso  specifico  G  di   un  corpo 

omogeneo,  segue  la  ragion  composta   diretta   del  peso    assoîuto  P  ed 

p 
inversa  del  volume  F,  e  quindi  si  esprime  per  6?  =  —  . 

Le  ire  formole 


Ira  le  cinque  qnantilà  iKf,  F,  D,  P,  (?  che  sono  da  considerare  in 
ogni  corpo,  si  stabiliscono  e  si  dimostrano  rigorosamente  applicand( 
loro  i  criterii  délie  quantità  proporzionali. 

12 
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Centra  di  gravita  di  un  corpo  è  il  centro  délie  forze  parallèle 
di  gravita  che  animano  ciascuno  de'  suoi  elementi.  Il  peso  del  corpo 
pno  intendersi  riunito  e  raccoUo  nel  centro  di  gravita. 

Centro  di  gravita  di  un  sistema  di  pià  corpi  è  il  centro  de'pe- 
si  de'  corpi  componenti  il  sistema.  Ognuno  di  questi  pesi  deve  inten- 
dersi riunito  nel  centro  di  gravita  del  rispettivo  corpo. 

Il  centro  di  gravita  pno  trovarsi  meccanicame^nte  sospendendo  il 
grave,  o  qualche  suo  modello,  per  due  punti  diversi.  La  intersezio- 
ne  délie  verticaii  che  passano  pe*  punti  di  sospensione,  sarà  il  cen- 
tro di  gravita.  Si  trova  poi  geometricamente  coi  metodi  insegnaii 
per  trovare  il  centro  délie  forze  parallèle. 

Si  suole  ancora  cercare  il  centro  di  gravita  délie  quantité  estese 
(linee,  superficie  y  volumi)  supponendone  gli  elementi  gravi  ed 
omogenei. 


$.  2*.  Centro  di  gravita  nelle  figure  simmetriche,  Centri  di  gravita 
del  triangoîo  e  di  quahivoglia  poligono  ;  del  prisma  e  del  cilindro; 
'   délia  piramide ,  del  cono ,  e  di  quahivoglia  poliedro. 


122.  Due  punti  sono  in  $immetrïa  o  simmetrici  intorno  a  un 
centro,  se  la  retta  che  li  unisce  è  divisa  in  parti  uguali  dal  centro. 
Un'  estensione  di  qualsivoglia  specie  è  simmetrica  intorno  ad  un 
centro,  se  i  punti  del  suo  contorno  siano  due  a  due  simmetrici  in- 
torno al  centro.  Taie  è  il  circolo  e  la  sfera  «  e  taie  è  il  parallelo- 
graromo  ed  il  parallelepipedo  rispetto  al  punto  ove  si  tagliano  le 
diagonali. 

Un'  estensione  è  simmetrica  intorno  ad  iin  asge  o  ad  un  piano  , 
se  i  punti  del  suo  contorno  stàno  due  a  due  situati  ad  egual  distan- 
za  dair  asse  o  dal  piano  e  sopra  una  retta  perpendicolare  al  me- 
desimo. 

Il  centro  di  gravita  di  un*  estensione  simmetrica  intorno  ad  un 
punto ,  tin  asse  ,  un  'piano  ,  è  in  quel  punto ,  in  quelV  asse  ,  in 
quel  piano  ;  non  potendo  esservi  ragione  perché  risieda  altrove  piut- 
tosto  da  una  parte  che  dair  altra.  Cosi  il  centro  di  gravita  di  una 
retta  è  nel  suo  punto  di  mezzo,  quello  di  un  parallelogrammo  e  di 
un  parallelepipedo  è  nclla  intersezionc  délie  diagonali. 


\ 
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123.  /{  ceniro  di  gravUà  ai  un  triangolo  A6C  (fig.  ZT)  è  ai 
due  terzi  di  ogni  reita  che  da  vno  de*  vertici  va  al  mezzo  deWop* 
posto  lato  :  esso  coïncide  col  centro  di  tre  pegi  uguali  applicati  ai 
vertici. 

IMni.  Unito  il  verlice  A  col  pacto  m,  mezzo  dell'  opposto  lato 
BC,  însrcmiamo  nel  triangolo  ABC  ona  série  indeGnita  di  parallelo- 
grffinaii,  ciascano  de'quali  presenli  parallèle  al  lato  BC  le  sue  basi, 
e  paralleli  alla  retta  Am  i  suoi  lati.  Sari  siilla  retta  Am  il  centro 
di  gravita  di  ciascuno  di  cotesti  parallelogrammi,  e  perd  il  centro 
délia  superficie  costituîta  dalla  loro  somma ,  e  qnindî  anchè  il  cen- 
tre del  triangolo  ABC,  limite  di  siifatta  somma.  Cosi  il  centro  deN 
r  area  del  triangolo  ABC  dovendosi  trovare  su  ciascuna  délie  rette 
cbe  dai  Terlici  vanno  al  mezzo  degli  opposti  lati ,  sarà  nella  loro  in- 
tersezione ,  la  quale  s'  incontra  ai  due  terzi  di  ognuna  di  esse  (43), 
ed  è  pure  il  centro  di  gravita  di  tre  pesi  nguali  applicati  ai  vertici. 

Coroll.  Di  qui  puè  trovarsi  il  centro  di  gravita  di  un  poligono 
quatnnque,  potendosi  ogni  poligono  risolvere  in  triangoli. 

124.  Il  centro  di  gravita  del  volume  del  prisma  e  del  cilindro 
è  nel  mezzo  délia  retta  che  unisce  i  centri  di  gravita  délie  hast 
parallèle, 

Diin.  Immaginiamo  decomposto  il  prisma  in  una  série  indéfini- 
ta  di  parallelepipedi  cogli  spigoli  latéral!  paralleli  ed  eguali  a  quelli 
del  prisma.  Tutti  questi  parallelepipedi  hanno  il  lor  centro.  di  gravi- 
ta sopra  la  sezione  fatta  nel  prisma  ad  egual  distanza  dalle  basi,  e 
di  pià  sono  proporzionali  aile  aree  da  essi  occupate  in  siifatta  sezio- 
ne. Si  vede  adunque,  passando  al  limite,  che  il  centro  di  gravita 
del  prisma  si  dee  confondere  col  centro  di  gravita  di  taie  sezione  , 
ossia  col  mezzo  délia  retta  ebe  unisce  i  centri  di  gravita  délie  basi 
parallèle. 

E  lo  stesso  è  nel  cilindro,  siccome  limite  de'  prismi  inscritti  e 
circoscrittî. 

125.  Il  centro  di  gravita  del  volume  délia  piramide  triangolare 
ABCD  è  ai  tre  quarti  di  ogni  retta  che  da  uno  de'  vertici  va  al 
centro  delV  opposta  faccia,  e  perd  coïncide  col  centro  di  quattro 
pesi  uguali  applicati  ai  vertici  (43). 

l^lm*  Unito  il  vertice  A  col  punto  m  centro  di  gravita  dell'  op- 
posta faccia  ,  inscriviamo  nella  piramide  ABCD  una  série  indefinita 
di  prismi,  ciascuno  de'quali  presenti  parallèle  alla  faccia  BCD  le  sue 
basi,  e  paralleli  alla  retta  Am  ï  suoi  spigoli  laterali.  Sarà  sulla  ret- 
ta Afn  il  centro  di  ciascuno  di  cotesti  prismi  ,  e  pero  il  centro  del 
volome  costituito  dalla  loro  somma  ,  e  quindi  ancbe  il  centro  délia 
piramide,  limite  di  sifTattà  somma.  Cosi  il  centro  dclla  piramide,  do- 
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Tendosî  trovare  sn  cîascuna  délie  relte  che  dai  vertici  ranno  ai  cen^ 
tri  délie  opposte  facce,  sarà  nella  loro  intersezione  la  quale  s*  incontra 
ai  tre  quarti  dî  ognuna  di  esse  (43). 

Il  centra  dî  gravita  del  volume  délia  piramide  a  ba$e  poligona 
è  ai  tre  quarti  delta  Yetta  che  dal  vertice  va  al  centra  délia  base, 

Dini.  Riguardiamo  la  piramide  proposla  corne  V  aggregato  délie 
piramidi  triangolari  aventi  seco  1o  stesso  vertice ,  e  per  basi  i  trkin- 
goli  in  che  si  decompone  la  base  polîgona.  Queste  piramidi  compo- 
nenti  hanno  tutte  il  lor  centro  di  gravita  sopra  la  sezione  fatta  pa- 
rallelaménte  alla  base,  nella  piramide  totale,  ai  tre  quarti  dell'altez- 
za  contando  dal  vertice  ,  e  di  più  sono  proporzionali  ai  triangoli 
ne*  quali  dividono  siiratta  sezione.  Bunque  il  centro  di  questa  sezio- 
ne (che  è  ai  tre  quarti  délia  retta  che  dal  vertice  va  al  centro  délia 
base  poligona  )  sarà  il  centro  di  gravita  dell'aggregato  di  simili  pi- 
ramidi, ossia  délia  piramide  proposta. 

11  eono*  limite  delle  piramidi  inscritte  e  circoscritte ,  ha  il  cen- 
tra ai  tre  quarti  délia  retta  che  dal  vertice  va  al  centro  di  gravita 
delta  base. 

Di  qui  puè  trovarsi  il  centro  di  gravita  di  un  poliedro  qualun- 
que  ,  potendosi  ogni  poliedro  risolvere  in  piramidi. 


J.  3*.  Formole  generali  per  determinare  il  centro  di  gravita 

delV  estensioni  geometriche. 

126.  Teorema.  Le  formole  generali  che  servono  a  determina- 
re il  centro  di  gravita  (<*,  fi,  y)  di  unu  linea  s ,  di  una  superficie 
S ,  e  di  un  volume  V,  sono 


I     sfi  ==  Zyds  ,         I     S/ô  =  TydS  ,  j      F/S  = 

\     sy  =  Tzds  ;         \     Sy  zz  ZzdS  ,  \     Vy  =  TzdV  , 


nelle  quali  Testensione  si  concepisce  divisa  negli  elemcnti  ds,  dS,  dV 
da  tre  série  di  piani  rispettivamente  paralleli  ai  piani  coordinatt 
yz  y  zx  y  xy  ;  x,  y  ,  z  sono  le  coordinate  del  centro  di  gravita  dt 
ciascuno  di  cotesti  elemenli;  ed  il  simbolo  2^  équivale  ad  un  intégra-^ 
le  semplice  /y  doppio  Jf,  ir\^\o  fff  sëcondocbè  T  elemento  che 
lo  segue  è  un  infînitesimo  di  primo,  di  secondo  o  di  terz'  ordine. 
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Dim.  Ove  i  punti  delF  estensione  si  concepiscano  animati  dalle 
forze  parallèle  ed  uguali  délia  gravita,  vedremo  cbîaramente  che  le 
formule  riportate  non  sono  altro  che  semplici  applicazioni  del  teore- 
ma  :  In  un  sistema  di  forze  parallèle  il  momenlo  délia  risultante  è 
oguale  alla  somma  de'  momentî  omologhi  délie  componentl  (45).  » 

127.  Il  quai  teorema  nel  caso  présente  si  pu6  tradurre  in  questi 
termini  :  «  Il  momento  di  un'  estensione  è  uguale  alla  somma  dei 
momenti  omologhi  délie  sue  parti  ;  purchè  s'  intenda  per  momênto 
di  un*  estensione  rispetlo  ad  un  piano  o  ad  un  asse  ,  il  prodotto 
délia  stessa  estensione  per  la  distanza  che  corre  dal  suo  centro  di 
gravita  al  piano  od  air  asse. 

£  ne  segue  che  laddove  sarà  =z  0  questa  distanza,  ivi  sarà  ugua- 
le a  zéro  la  somma  de'  moment!  omologhi  délie  parti  di  essa  esten- 
sione. Cosi  ,  se  il  centro  di  gravita  dell'  estensione  V  è  preso  per 
origine  délie  coordinate ,  sarà 

ZœdV  zn  0  ,    T^ydV  =  0  ,       ZzdV  =  0  . 

128.  Qiiando  la  curva  s  è  piana,  e  la  superficie  S  è  im'area  À, 
il  centro  di  gravita  di  «  e  di  i4  si  avrà  dalle  formole 


(p) 


/   8a  ZZ  'Lxdê  f  /    Àa  ZZ  ^xdÂ  , 

»    sfi  zz  "tyds  ;  -)    A/S  zz  "LydÀ  ; 


nelle  quali  V  estensione  si  concepisce  divisa  negli  elemenli  ds  ,  dÀ 
per  mezzo  di  due  série  di  linee  rispettivamente  parallèle  agli  assi  , 
Ox  ,  Oy  y  coordinati  nel  piano  dell'  estensione  che  si  considéra. 

Scolio.  Corne  nella  misura  délie  linee ,  dclle  superficie  e  de'voln- 
mi ,  cosi  nella  ricerca  de'  centri  di  gravita  giova  in  molli  casi  so- 
stituire  aile  coordinate  rettilinee  œ,  y,  z  che  si  trovano  solto  gl'  in- 
tegrali ,  altre  coordinate  ,  ed  in  particolare  le  coordinate  polari  o 
sferiche  (r ,  $  ,  o)  . 

129.  Tcor.  Nella  ricerca  sia  delta  misura  ,  sia  de*  centri  di 
gravita  dell'  estensione  considerata  nel  piano  ,  il  passaggio  dalle 
coordinate  rettilinee  (x,  y)  aile  coordinate  polari  (r,  o)  si  opé- 
ra per  mezzo  délie  formole  : 


{ 


[  d^À  =  rdrdo  , 
X  zz  rcos.o  ,  1  a 

\  ds  zz  [/[dr^  M-  r'^do^)zz  —do  ; 


y  zz  rsen.o  ; 


04 
dove  n  dénota  la  perpendicolare  On  (  fig.  38  )  abbassata  dal  polo  0 
SBila  relta  nM  che  tocca  la  curra  s  nel  punto  M(œ  ,  y).  (Qui  Te* 
stensione  si  coneepisce  divisa  in  elementi  da  due  série  di  linee  che 
si  tagliano  ad  angolo  retto:  le  linee  délia*  prima  série  sono  rette  di- 
vergent! da  0  e  che  variano  di  posizione  al  variare  di  o  ;  quelle  dél- 
ia seconda  série  sono  linee  circolari  descritte  dal  centro  0  e  che  va- 
riano di  grandezza  col  raggio  r  ). 

Oliii.  Essendo  r  il  raggio  OJf  che  ya  al  pnnto  (ûc^  y) ,  g  Tan- 
golo  (d?r),  si  ha  primiera mente  {Àpp,  22) 

œ  =  rcos.o  ,    y  =  rsen.o  . 

Facciamo  adcsso  variare  successivamente  cia^cuna  délie  due  coordi- 
nate  polari  o  ,  r  ,  conservando  V  altra  costante.  Per  qneste  variazio- 
ni  successive  do  ,  dr  ,  il  punto  M  descriverà  in  corrispondenza  due 
linee  ds^  ,  dr  perpendicolari  tra  loro,  essendo  la  prima  un  arco  de- 
scritlo  col  raggio  r  ed  zz  rdo  ,  e  la  seconda  una  variazione  in  lun- 
ghezza  del  raggio  r. 

Ciè  posto  :  1*.  r  area  A  si  puô  evîdentemente  concepir  divisa  in 
parallelogrammi  d^À  ,  di  cui  V  espression  générale  è 

d^À  :=:  ds^dr  =  rdrdo  ,     essendo    ds^  zz  rdo  . 

2.*  La  linea  ds  che  unisce  i  due  punli  (o,  r),  (oh-  do^  r-i-  dr) 
potendosi  riguardare  corne  la  risultante  délie  due  linee  rettangolari 
{dr,  ds^)  ,  sarà  data  dair  equazione 

ds  =  [/{dr^  -4-  r^da^) . 

« 

3®.  inoltre,  se  ds  si  riguarda  corne  un  elemento  MM*  délia  cur- 
va  «  ,  si  avrà 

ds^  =  dscos.(rn)  ; 

perché  le  due  reltc  r  ==  OM ,  n  rz  On  sono  perpendicolari  aile  dî- 
rezioni  délie  due  linee  ds^  y   ds ,  ed  il  loro  angolo  è  uguale  a  quel- 

lo  di  queste  linee.  Ora  il  triangolo  OnM  dà  cos.{rn)  = — :  dunque 

ds  :^   ;    ■     s:  —  da  . 

cos.(rn)  n 
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130.  Veor.  Nella  ricerca^  sia  délia  misura  ,  sia  de'  centri  di 
gravita  dell*  estensione  considerata  nello  spazio ,  il  passaggio  dalle 
coordinate  rettilinee  x  ,  y  ,  z  aile  coordinate  polari  (  r,  0 ,  $)  si 
opéra  per  mezzo  délie  formole  : 

y  rr  rsen.ocosJy  <    d^S  =z  —  dsdogen.o  , 

i  =  rsen.0sen.9  ;  (  ^,^  ^  r^drdido ten.o  , 


doTe  n  dénota  la  perpendicolare  On  (fig.  38)  abbassaia  dal  polo  0 
sdI  piano  cbe  tocca  la  superficie  S  nel  punto  if(j?,  y,  z), 

(  Qui  r  eslensione  si  concepisce  divisa  in  elementi  da  ire  série  di 
superficie  che  si  tagliano  ad  angolo  retto  :  le  superficie  délia  prima 
série  sono  piani  roeridiani  divergenli  da  Ox  e  che  variano  di  posi- 
zione  al  ?ariare  dell'  angolo  $  ;  le  superficie  délia  seconda  série  sono 
superficie  di  ooni  retti  che  hanno  Ox  per  asse  comune,  e  che  varia- 
no di  apertura  al  variare  di  o,  finalmente  quelle  délia  terza  série  sono 
superficie  sferiche  descritle  dal  centro  0  e  cbe  variano  col  raggio  r). 

Dina.  Essendo  r  il  raggio  OM  che  va  al  punto  (x,  yy  z),  o 
V  angolo  (xr) ,  ^  V  angolo  cbe  il  meridiano  mobile  (Ox,  r)  fa  col 
meridiano  fisso  (Ox,  y)  ,  si  ha  in  primo  luogo  (Àpp.  22) 

x^zrcos.o  ,    y  zzrsen^ocos.B,    z  z=  r  sen.o  gen.B  , 

Facciamo  adesso  variare  snccessivamente  ciascuna  dclle  tre  coordina- 
te polari  tf ,  9,  r  conservando  costanii  le  alire  due.  Per  queste  va- 
riazionî  successive  do ,  d$ ,  dr  ,  il  punto  M  descrivcrà  in  corrispon- 
denza  tre  linee  dg^,  ds^,  c^r  perpendicolari  tra  loro,  essendo  la  pri- 
ma un  arco  descritto  dal  raggio  r  nel  meridiano  (Ox,  r) ,  la  secon- 
da nn  arco  descritto  da  M  sul  parailelo  del  raggio  =  rsen.o  ,  e  la 
terza  una  variazione  in  lunghezza  del  raggio  r  ;  onde  si  avrà 

ds^  =:  rdo  ,  ds^  =  rsen.o.de  . 

Cio  posto:  P.  la  linea  ds  che  unisce  i  due  punti  (r,  o,  9), 
(r  -t-  dr,  o  -^  do ,  $  -^  de)  ,  potendosi  riguardare  corne  risoltante 
délie  tre  linee  dr  ,  ds^  ,  ds^  rettangolari  ,  sarà  data  dair  eqnazione 

e/«*  =  rfr»  ^  r^(do*  -h  ds^sen^o)  ; 
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2^.  Il  Yolume  V  sî  puo  concepir  diviso  in  parallelcpîpedi  ,  la  cul 
espression  générale  è 

d^Vzn  drds^ds^  =  r^drdedogen.o  ; 


3®.  Finalmente  per  trovar  1'  elemento  délia  superficie  S  in  fun- 
zione  di  (r,  o  ,  ^)  ,  s'  immagini  la  sfera  che  avendo  il  centro  in  O 
passa  pel  punto  M{œ,  y,  z)  di  S  ;  poi ,  a  partire  da  qnesio  punto  , 
si  consideri  sopra  S  queir  area  elementare  d^S  che  cade  sulla  detta 
sfera  colla  proiezione  ds^ds^.  Sarà  (Àpp,  28) 

ds^ds^  =r  d^Sco8.(m)  t 

perché  le  due  relte  r  =:  OM  ,  n  ^n  On  (fig.  38)  sono  perpendicola- 
ri  ai  pîani  che  in  M  loccano  la  sfera  e  la  superficie  S  ,  ed  il  loro 
angolo  è  uguale  a  quello  di  questi  piani  tangenti  (App,  24).  Ma  il 

triangolo  OnM  dà  cos,(nr)  =r  —  ;  dunque  : 

r 


lac  ^     ds^d8^  ^     j  j 

€08.  (nr)  n 


5.  4*.  ÀppUcazioni.  Centro  di  gravita  delV  arco  ,  del 
"         segmenta  ,  e  del  seltore  di  un  circolo. 

131.  Nel  circolo  dell*  equazione 

a?*  -f-  t/"  z:  a*  ,    donde    œdx  -*-  ydy  =  0  , 

r  asse  Ox  (fig.  39)  divida  per  meta  1*  arco  LAM  =  «  ,  e  per  con- 
seguenza  il  corrispondenle  segmento  LAML  e  settore  LOMAL.  Il  cen- 
tro di  gravita  di  silTaite  estensioni  sarà  suir  asse  Ox  (122)  ,  e  pero 
basterà  determinarne  1'  ascissa  a.  Cio  posto  : 
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1*.  11  centro  di  gravita  dell'  arco  s  zz  LAM  si  avrà  dalte  formole 

di  =  l/(dx^  -H  dy^)  ,     sa  z=:fxds  , 
le  qoali ,  sostituendo  dx:=z ^-^  ,  dhentano 

X 


dy  ^ 

de  zz  a  — ^  ,       ia  =  afdy  . 


Ora,  integrando  quest*  ullima   da  PL:ii  —  y  y   lino  a  PMzzy  ^   si 
ouicne 

tazza  f   dy  zz  a.2y ,   e  perè    g  :  2y  :  :  a  :  a. 


valc  a  dire  ;  L  arco  ctrcolare  ha  il  suo  centro  di  gravita  sul  rag- 
gio  che  lo  divide  per  mezzoy  e  la  sua  distanza  dal  centro  del  cir- 
colo  è  quarta  proporzionale  dopo  Varco  ,  la  corda  ed  il  raggio, 

2*.  Il  cenlro  di  gravita  del  segmento  ÀzzLÀML  (se  si  osserva 
che  la  d^À  =:  dxdy ,  integrata  rispetlo  ad  y  tra  i  limiti  —  y  >  V  y 
prodace  dA  zz  2ydx)   si  avrà  dalle  formole 

dÀ  =  2ydx  ,     Aa  z^fxdA  n  2/^  x.ydx. 


Sostituendo  in  quest'  ultima  dxn —  ^  ^  ,  ed  osservando  che  (in 

X 

vinii  délia  x^  -♦-  y*  =  a'*)  al  limite  x  iz  a  corrisponde  y  =  0  ,  si 
ottiene 

r  3  ^  4.3    ' 

donde 


a 


\2A 


Taie  a  dire  ;  Un  segmento  di  circolo  ha  il  suo  centro  di  gravita  sul 
raggio  che  lo  divide  per  mezzo,  e  la  sua  distanza    dal  centro   del 

circolo  è  zz  —  del  cubo  délia  corda  {2y)  ,  diviso  per  V  area  del 

Mgmento. 

13 
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3*.  Il  centro  di  graYÎtà  del  »eitore  ÀznLOMAL  (qui  giova  t'uso 
délie  coordinate  polari)  si  avrà  dalle  formole 

à}À  =  rdrdo,    Aa  zrzffrcos.od^A  zziffr^drdocos.o  , 

le  quali  integrate  successÎTamente  tra  i  limiti  (ri=0,  vzza)  ^  ( — «,  o)^ 
(  osservando  che  $  ==  a.2o,  y  zz  asen.o)  si  mutano  nelle 


A  =  —  ,    i4«  =  —  a»*e».«i  =:  —a\  2y , 


donde 


2 
«  :  2i/  :  :  -—-a  :  «  , 


3 


vale  a  dire  :  Un  settore  di  circoîo  ha  il  suo  centro   di  gravita  sul 
raggio  che  îo  divide  per  mezzo,  e  la  sua   distanza  dal  centro   del 

2 

circolo   è  quarta  proporzionale  dopo  V  arco,   la    corda  ed    i    — 

del  raggio. 


Centro  di  gravita  del  trapezio  rettilineo  e 
del  trapezio  parabolico. 

132.  Quesito.  Un  trapezio  rettilineo  A  è  terminato  dalle  basi  pa- 
rallèle y^  ,  y^  ;  h  è  la  retta  che  ne  unîsce  i  punti  di  mezzo  e  che 
pero  passa  pel  centro  di  gravita  del  trapezio  (123).  Si  domanda 
r  ascissa  a  di  questo  centro  contata  sopra  A  a  partire  dalla  base  y,. 

Kisposta,  Si  tro?a  ^*  "*"    ^^* 


a  ^  — 


3     Vo  -^  Vi 

Dim.  Osserviamo  dapprima  che  una  sezione  y,  fatta  nel  trapezio 
parallelamente  aile  basi  e  corrispondente  ail*  ascissa  Xy  è  rappresen- 
tata  dalla  formola 


(0  y  z=.  a  -^  bœ  . 
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Imperocchè  1'  equazîoni  de'  lati  del  trapezio  sono  délia  forma 

y'  =r  m  -♦-  fur  ,    y"  =±:  m'  -4-  nx  , 

e  se  i  punti  {Xyxf)  y  (Xy  y")  di  questî  lali,  corrispondenti  alla  stes- 
sa  ascissa  x  ,  si  unUcono  colla  retta  y  ,  si  avra  {App.  19  )  : 

y  rr  y"  —  y'  =  m'  —  m  H-  (  n'  —  n)a?  , 

equazione  délia  forma  (i). 

Osserviamo  ancora  che  nella  (1)  ad  â;  =  0,  xzzh  ,  corrisponde 

* 

y^  ==  a  ,    y^  zz  a  ^  bh. 

Cio  po$lo>  il  ceDtro  di  gravita  del  trapezio  si  avrà  dalla 

A^  "=1  J^  xdA  y 
ponendovi 

dA  z=  ydx$tn.{xy) ,     donde    A  r=  8en.{xy)f^  ydx  . 


Se  ,  negli  integrali  fydx,  /xydxj  si  sostituisce  y  =  a  -4-  6j!?,  si  ot- 
tïene 


/''ydx:=zah^  6  —  z=  y  (y,  ^  y J  , 


f^xydx  =  «"2"  "*■      T  ~  T3  ^^*  "^    ^'^ 


Dunquë 


/  xdA     h      y  -f-  2yi 

3  T*    yo-+-».   * 


€  per  consegaente 


3(y,-4-yJ  y, -^  2y,  2y.  -♦.  y, 


-  .  •••    V 
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133.  Quesito,  Un  trapezîo  è  cîrcoscritio  da  dae  lali  parabolici 
rappreseotatl  dall'  equazioni 

y'  =  w  -H  IW7  -4-  pa?* ,    y"  r=  m^  -+-  n'a?  -h  p'x^  , 

c  dalle  basi  i/o»  ^a  parallèle  alPassc  Oy  e  corrispondenlî  aile  ascîs- 
se  a?  =  0  ,  ar  =  2A  :  inollre  air  ascissa  x  :=.  h,  corrisponde  la  se- 
zione  y^  parallela  aile  basi. 

Si  demanda  l'area  AtV  ascissa  «  del  centro  di  gravita  di  que- 
slo  trapezio  in  funzione  délie  quantità  A  ,  Ve  ,  y*  i  Va  • 

Risposta.  Si  irova 


2h8en.(xy)  ,  ,  . 

A  = ~-^'  (  Vo  -^  4y.  -+-  y.)  , 

tt  =1  /l . 


Dm.  Cominciamo  dair  osservare  che  una  sezione  y,  falta  in  co- 
testo  trapezio  parallelamente  aile  basi  e  corrispondenle  airascissa  ar, 
è  rappresentata  dalla  formola 

« 

(1)  y  =:  a  H-  te  -♦-  ca?"  , 


il  che  si  dicbiara  conie  nel  qnesito  précédente. 

Cio  posto ,  r  area  A  k,  V  ascissa  «  del  suo  centro  di  gravita  si 
avranno  dalle 

A  =1  $en,{xy)p^  ydx  ,    Act  zz  f^  xdA  , 

0  • 

soslituendovi  il  valore  di  y.  Ora ,  compiula  1*  integrazione,  si  oltiene 

f'ydx  =  Y  Uax  ^  36  -Ç  -f.  fo:»  )  , 

t    /       x^  x^  \ 

f'xydx  =  Y  ^3o  —  H-  6a;»  -h  3c  —)  , 


lot 


e  per  consegiicnte 


/^  ydx  =  -|-  (6a  ^  ebh  ^  Sch^)  , 

Si  polrebbero  etiminare  di  qui  i  tre  coefficieoti  a,  b,  e  per  mczzo  dt 
ciè   che  dîviéne  la  (1)  qiiando  vi  si  fa 

(a;  =  0,  y  =  ya),    {xzzh,  yriy,),    (a:  =  2A,  y  =  y,), 

ossia  per  le  tre  relazioni 

y^zz  a,   y,  =1  a  -4-  6A  -4-  cA*  ,    y,  =  a  -♦-  2bh  -f-  4eA*  . 

Tuttam  ,  senza  cercare  i  valori  6\  a,  bh  ,  ch^  in  funzione  di 
(y*>  !/i'  Va)  *  ^^  vede,  che  la  seconda  di  qneste  molliplicata  per  4 
se  si  somma  colle  altre  due  produce 

y%  -*-  ^Vi  H-  y,  =  6a  -4-  ebh  -h  Sch^  , 
e  se  si  somma  coir  ultima  moltiplicata  per  2, 


4yi  -*•  2y,  =  6a  ^  Sbh  -^  12cA«  . 

Per  qneste  sostituzioni  arriviamo  subito  aile  formole  proposte. 

Scolto.  Le  formole  relative  al  trapezio  parabolico,  sussistcndo  qua- 
lanqne  sia  il  valore  del  coefiiciente  c ,  yalgono  anche  per  c  r=  0  ,  e 
conseguentemente  pet  trapezio  rettilineo.  Ed  infatti ,  avendosi  in 
queslo  caso  2y^  :r  y,  h-  y,  ,  le  formole  citate  si  mutano  nelle 


.     X  r  X  2^    y.  -f-  2y. 

i4  =  À«».(a?y).(y,^y,),    a:=z—-,^^         -'- 

^         y»  "♦-  2/a 
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S.  5*.  Centri  di  gravita  nelle  figure  di  rivoluztone,  o  si  tratti  di 
superficie,  o  si  tratli  di  volumi.  Teorema  di  Guldino, 

134.  Sia  F  un  solido  dî  rivoinzione  intorno  alPasse  Ox  ,  vale  a 
dire  ,  un  solido  la  cui  superficie  S  sia  stata  generata  dal  rotare,  in- 
torno airasse  Ox  ,  di  una  curva  s(x,  y)  =  0. 

1®.  La  superGcie  S  si  potrà  immaginare  divisa  in  una  inûnità  di 
parallelogrammi  dai  meridiani  e  dai  paralieii  consecutivi  ,  paralleio- 
grammi  avenu  per  espression  générale 

d^S  =ds.yd9  , 

dove  ds  è  l  arco  délia  curva  s  génératrice  ,  corrispondenle  air  or** 
dinata  y  ;  ydB  è  Tarco  perpendicolare  al  précédente ,  e  compreso  tra 
due  meridiani  devianli  1*  un  dair  altro  coir  angolo  de, 

11  centro  di  gravilà  di  nna  calotta  o  zona  di  questa  superGcie  , 
dovendosi  trovare  sull*  asse  Oxy  si  farà  noto  per  opéra  délie  formole 

S=zffds.yde,    S^=ffxd^S, 

le  quali  intégrale  rispelto  a  0  tra  i  limiti  (0  =  0,  ezz2^) 
diventano  : 

S  =  2nfyds  ,    Sa  =  2%fxyds  . 
Avremo  adunque 

_  ffxd^S    _  fxyds 


fy^ 


Esempio,  La    curva  génératrice  s  sia  il  cerchio    a:*  -f-  y*  =:  a*  , 

e  si  voglia  il  cenlro  di  gravita  délia  zona  sferica,  la  cui  altezza  con- 

dx 
tata  suU'asse  Ox  sia  A.  Sostituendo  ds  :=:  a  ,    risulterà 

y 

-i     xdx  (x  -H  A)*  —  x^  h 

•i       dx 
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vale  a  dire:  //  centra  di  gravita  di  una  zona,  e perd  anche  di  una 
calotta  sferica  ,   è  nel  mezzo  délia  sua  altezza  A. 

2*.  Il  Tolume  V  si  puo  concepire  corne  un  aggregato  di  paralle- 
lepîpedi  compresi  tra  i  meridiani  consecutiri,  ed  avenli  per  espre»- 
sion  générale 

d^r  =  yd$.d*À , 

do?e  d^À  =  dxdy  è  un  elemento  dell'  area  Â  della  curva  génératri- 
ce sîtuato  alla  distanza  y  dair  asse  di  rotaztone,  estendendosi  que- 
uta distanza  y  dall'asse ,  in  cui  è  =  0  ,  fino  alla  curva  s. 

Il  centro  di  gravita  di  uno  strato  di  questo  solido  compreso  tra 
i  planî  di  due  paralleli ,  dovendosi  tro?are  suir  asse  Ox  ,  sarà  dato 
dalle  formole 

Y  zz  fff  yded^A  ,     Va=fffxd^V. 

che^  intégrale  rispetto  ad  y  e  rispetto  a  ^  tra  i  limiti  (0  =  0,  0=:2ït), 
si  convertono  nelle 

F  =  ^fy^dx  ,  Va  =  ^fxyHx  . 
L'  ascissa  «  de!  centro  di  gravita  di  F  sarà  dunque 

fy^xdx 

"  ^    fyHx    ' 


Esempio  /.  L'arco  s  che,  girando  intorno  ad  Ox,  gênera  la 
perficie  latérale  dello  strato  F,  appartenga  alla  curva  deir  equaz 


su- 
curva  deir  equazione 


V*  =  -^  {2ax  =î=  x^)  , 


cioè  appartenga  ad  un'  ellisse  o  ad  un'  iperbola. 

Sostituendo  questo  valore  di  1/^  ed  integrando  tra  i  limiti  (.r=0,  x), 
si  trova 


fy^xdx  X     Sa^z^x 

fy^'dx  4   '     3a  =p  a- 


104 

Laonde;  se  F  è  un  segmcnto  di  sfera  o  di  ellissoide,  sarà 


X      Sd  —  Zx 

a  ^r 


4  '  3a  —  X    ' 


e  se  è  un  segmento  d'  iperboloide  ,  sarà 


X      8o  -4- 


3^_  r^     x^ 1       r3  a       1 


A       3a -f- 


.2.3 
valore  sempre  compreso  ira   i  -«-edi  — -  deirascissa  x, 

6  4 

2 
Infine,  per  aizoo,  risulta  «  =  — ar,  che  è  l'ascîssa   del  cen- 

o 

tro  di  gravita  di  un  segmento  di  paraboloide. 

Esempio  IL  11  Tolume  V  consista  in  un  settore  o  cono  sferico  , 
simmetrico  intorno  allasse  Ox,  e  coi  vertice  in  0,  centro  della  sfe- 
ra di  raggio  a.  Nelle  formole 

r=fffyd$d^A,     ra=fffxd^V, 

gîova  di  passare  dalle  coordînate  rettilinee  aile  coordinate  polari,  so- 
stituendo 

X  n  rcos.o  ,   y  ir  rsen.o  ,    d^À  =:  dr.rdo  , 


dove  r  è  la  distanza  dell'elemento  d'^Â  dal  centro  0 ,  e  che  si  eslen- 
de  flno  ad  r  =:  a.  Sarà 


F  zzfffrHrdo  do  sen.o  zz  —fffrHr  d9d(cos.  o  ) , 
Va  =zfffrHrd$do8en.oco8.o  =  —fffd  (j^ àU-^^^^  . 
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Esegaendo  la  triplice  integrazione  tra  i  limiti  rispettivi 

(r  =  0,  r  =  a),  {^  =  0,   0  =  2^),    («  =  0,  o),    ^ 

$i  ottiene 

2  a* 

F  =  -r-0»jr(l  —COt.a),      Ftf'=-T-5r(l  —COS.^O)  y 
ô  4 

e  quindi 

3 

«  rr  —  (a  -♦-  acos.o)  . 

136.  Teorema  dl  dnldino.  «  Tna  superficie  S  generata 
dalla  rotazione  di  una  linea  piana  s  intorno  ad  un  a$se,  è  uguale 
alla  linea  ttessa  moltiplicata  pel  viaggio  del  suo  centra  di  gravita,  » 

«  Un  Bolido  V  generato  dalla  rotazione  di  un'  area  À  intorno 
ad  un  a$se  ,  è  uguale  aW  area  stesta  moltiplicata  pel  viaggio  del 
$uo  centro  di  gravita,  » 

Dimostrasione.  Si  è  veduto  che  la  superGcie  S  ed  il  solido 
V  f  generati  nel  modo  indicato  »  si  possono  riguardare  come  aggre- 
gati  di  elementi  espressi  dalle  formole  : 

d^S  =;  ds.ydo  ,    d^V  zz.d^À.yde  . 

Or  quesle  iniegrate  rispetto  a  0  tra  i  limiti  (  ^  =  0  ,  ^ },  diventano 

•     S  =  efyds,    Vrze/fydu. 

Ma,  pel  principio  de'  momenti  (127)  ,  si  ha 

ifi  =2  fyds  ,       Afi  =  ffyd^A  , 

esseodo  $  la  dîstanza  che  coire  tra  1*  asse  Ox  di  roUzione  ed  il  cen- 
tro di  gravita  sia  dell'  arco  $  ,  sia  deir  area  A,  Dunquc 

S  ==  ê.$9  ,      F  =  A,fi9  , 

Qui  Tarco   circolare  ^/S^  rappresenia  il  viaggio  percorso  dal  centro 
di  gravita  sia  dclla  linea  s  ,  sia  dell'  area  A  . 

14 


* 
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Coroll.^Se  il  piano  délia  Hnea  «,  o  deirarea  À,  si  muova  per  ro- 
tazioni  inflnitesime  appUcandosi  successivamente  aile  facce  di  una  su- 
perficie sviluppabile ,  è  palese  che  anche  per  qnesta  specie  di  moYi- 
mento  sussisterà  il  teorema  di  Guldîno  ,  cioè  :  «  L'  estensione  gene~ 
rata  sarà  eguale  alV estension  génératrice  moltiplicata  pel  viaggio 
del  8U0  centro  di  gravita, 

Scolio.  Quando  Testensione,  girante  intorno  ad  un  asse»  è  divisa 
in  due  parti  da  quesl*  asse  ,  V  eslension  generata  per  siffdtta  rota- 
zione  sarà  divisa  dalFasse  in  due  parti  di  segno  contrario;  essendo- 
chè  se  r  arco  yde  è  positivo  per  V  una  délie  due  parti  dcU*  esten- 
sion génératrice  ,  sarà  negativo  per  1'  altra. 

Laonde  ,  ove  V  estensione  girante  abbia  il  centro  di  gravita  sul- 
r  asse  di  rotazione  ,  le  due  parti  deir  estension  generata  comprese 
tra  i  due  piani  meridiani  che  si  tagliano  su  quest*  asse ,  saranno 
eguali. 


$.  6*.  Centro  di  gravita  di  una  superficie  S  di  cui  sia  data 

V  equazione  JV(a:,y,jr)  =  0. 

136.  Teorema.  Il  centro  di  gravita  (a^  0y  y)  délia  superficie  S 
di  cui  è  data  V  equazione  iV(a?,  y^  z)  =  0  ,  si  ottiene  dalle  for- 
mole  (126) 

(t)  ScL  =  ffxd^S  ,    Sfi  =ffyd^S  ,    Sy  =  ffzdl'S  , 

quando  a  d^S  siasi  sostituito  uno  qualunque  de'  tre  valori  seguenti 


(2)  d^S  =  ^  dydz,    d*S  =  ^ dzdx ,     d»S=  ^  dxdy  , 

dx  dy  dz 


essendo 


dove  i  a  notare  che  il  d^S  segna  un  elemenlo  diverso  in  ciascuna  di 
coteste  espressioni  ,  siccome  appartenente  ad  una  délie  tre  diverse 
manière  di  divider  la  superficie  S,  per  mezzo  di  piani  paralleli  ai 
piani  coordinati  xy^  yZy  zx  combinat!  due  a  due. 
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Dimostrazionê^  À  partire  dal  punio  M  si  consideri  salla  superfi* 
cîe  S  qaell'  elemento  d*S  a  cui  corrîsponde  nel  piano  yz  la   proie- 
zione  dydz  :  si  avrà  dalla  teoria  délie  proiezîoni 

dydz  :=:  d*Scos,{xn)  , 

cssendo    1'  angolo    de*  plani  délie  aree  d^S  ,  dydz  eguale  a  quello 
de'  loro  assi  n,  j;.  Ma  {Append.  61) 

1  /4JV 


cos^iœn)  =  ^[^)  . 


Falta  la  sostituzione  ,  rîsulta  la  prima  délie  formole  proposte  v  (2). 
In  modo  anaiogo'  si  stabiiiscono  le  altre  due. 

Esempio,  La  superGcie  S  appartenga  alla  sfera  deirequazione 

JV  z=  J(a:»-Hy«-HJ5»  — a»)z=0,     donde    a;» -4- H» -♦- jk'*  =  a^ 

Sara 

dN  dN  dN 

-^=^'    rf^  =  V>     Tz  =  ''   •*  =  ^' 

e  le  formole  (1)  e  (2)  daranno 

S  ^  S  ^  S 

Denotiamo  per  il ,  ^ ,  C  gl*  întegrali  ffdydz ,  ffdzdx ,  ffdxdy  che 
rappresentano  le  proieiioni  délia  superficie  S  sut  piani  diametrali 
yz  ^  zx  y  xy.  Sarà 

^      A       ^  n  C 

Taie  a  dire  :  t/i  dixtanza  del  centra  di  gravita  di  una  superficie 
gferica  S  ad  un  piano  diamétrale  ^  è  una  quarto  proporzionale  ad 
e$sa  superficie ,  alla  sua  proiezione  sul  piano,  ed  al  raggio  del'^ 
la  sfera. 
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$.  7*.  Volume  e  centra  di  gravita  di  alcum  golidi  a  bâti 
parallèle  :  tronco  di  piramide  e  di  cono. 


137.  Teor*  In  un  êolido  terminato  da  basi  parallèle  X^,  J^, 
se  V  area  X  di  ciascuna  sezione  parallela  aile  basi  dipende  dalla 
distanza  x  alV  wna  di  esse  X^  per  mezza  di  una  funziane  di  se^ 
canda  grado 

J  =:  a  -t-  6^;  -f-  car*  , 


t7  valume  V  e  Vascissa  a  del  centra  di  gravita  del  salido  si  avraf^ 
no  dalV  equazioni  : 

(0      v=l(i.^i,^ix,),  .  =  *^J£i^i^. 


dove  J|  è  la  sezione  eqnidistante  dalle  basi  JT»  »  JT,  ,  e  corrispon- 
dente  ad  â;  =!=  ^  ;  ;p  ë  la  distanza  perpendicolare  tra  le  stesse  basi , 
ossia  r  altezza  del  solido,  ed  è  p  =:  2hsen,(xX). 

Dim,  Se  il  solido  F  si  concepisce  diriso  in  élément! 


dV  =  X,dxsen.(xX) 

per  mezzo  délie  sezioni  X  parallèle  aile  basi  (125) ,  la  solozion    del 
quesito  si  ridurri  ail'  integrazion  delle  formole 

F  =/Xdxsen.(xX)  ,  F«  zzfxdV  , 

la  qaale,  sostituendo  il  valore  di  X,  si  esegaisce  corne  nel  trapezio 
parabolico  (133),  e  condnce  subito  aile  (1). 

Corail,  Quando  i  centri  di  gravita  di  tutle  le  sezioni  X  sono  in 
linea  retta ,  il  centro  di  gravita  del  solido  F  sari  su  qoesta    retta  , 
che  si  potri  prendere  per  asse  x.  Taie  è  il  caso  di  un  tronco  di  pi- 
ramide. di  ellissoide,  d'  iperboloide  e  di  paraboloide. 
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138.  Veor.  Il  volume  V  ed  il  centra  di  gravita  di  un   tronco 
di  piramide  a  hast  parallèle  X^  ,  X^  ,  si  hanno  dalle  formole 

(2)    F=-  (ir.-H3f.+|/3r.xj,      a  -  — .  ^^-^-—^^-^^  . 

Dtm.  Cominciamo  dal  mostrare  che  il  tron€o  di  piramide  non  è 
che  un  caso  parlicolare  del  solido  considerato  nel  teorema  preceden* 
te.  Siccome  in  una  piramide  le  aree  délie  sezioni  parallèle  sono  pro- 
porzionali  ai  qnadrati  délie  loro  distanze  dal  vertice,  cosi  una  se- 
zione  X  parallela  aile  basi  X^,  X^  del  tronco  V,  si  potrà  esprime- 
re  per 

X  zz  m^ûc^  -4-  j?)*  , 

dove  x^  ed  j;.  H-  a;  sono  le  distanze  tra  le  sezioni  X^,  X  ed  il  Ter*^ 
tice  délia  piramide  di  cui  fa  parte  il  tronco  V,  contate  sulla^etta 
2h  che  unisce  i  centri  di  gravita  di  J,  ,  X^.  Quest*  espressione  dél- 
ia sezione  X  cade  quindi  sotto  la*forma  J  =  a  -»-  6;r  -h  ex*, 

Ora  ad  X  =  0|  =  A  y  =  2A  dovendo  corrispondere  X^^  X^,  X^, 
si  a?rà 

j/jT.  =  mx^  ,    l/X^  r=  m{x^  -4-  h)  ,  [/^X^  =  m(x^  -H  2A)  ,    ^ 
donde      2^/^X^  =  ^/X^  -h  U^^z  >  «  P«r  conseguentc 

AX,  =  X.^X^^  2\/X^X^  , 

X.  ^  AX,  H-  JT,  =  2(X,  ^X^^  |/XoX.), 

4Jr,  ^  2X^  =  X.^  3X,  ^  2[/X^X^  . 

Ove  si  abbia  rignardo  a  queste  relazioni,  si  vedrà  che  le  (1)  si  can^* 
giano  nelle  (2). 

Scolio.  Il  teorema  contenuto  nella  formola 

▼aie  anche  per  JC=  a  -4-  5a;  -t-  ex*  -f.  dx^,  come  apparisce  dalla  sua 
stessa  dimostrazione(l33).  Se  ne  ha  pure  una  dimostrazione  nel  Corn- 
pendio  di  calcolo  sublime  del  Brunacci,  tom.  2.*  pag.  67,  an.  1911, 
e  pero  non  si  piii  atlribuire  al  Sig.  Sarrw  (Vedi  Terquem,  Annales 
de  Mathématiques,  tom.  VII,  p.  241). 
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$.  8.*  Metodo  approssimaiivo  di  Siînpson  per  ta  misura    délie  aree 
e  de*  solidi,  e  per  la  ricerca  de'  loro  centri  di  gravita. 


139.  Quesito.  Determinare  per  approssimazione  il  centre  di  gra- 
vita ed  il  yalore  di  un'  areà  A  circoscritta  da  uoa  liiiea  di  cui  non 
si  coDOsee  V  eqiiazione  (fig,  40). 

Risposta.  Si  facciano  nell'area  A  moite  sezioni  y^y  y^,  y^y  Vs—l/a/' 
a  bref!  éd  eguali  intervalli  h;  e  le  linee  che  suL  cootorno  di  A  sono 
ini«rcette  tra  sezione  e  sezione  si  rigvardino  corne  archi  parabolict. 
£  chiaro  che  la  somma  de'  trapezii  parabolici  (133)  che  si  vengono 
formando  nel  modo  indicato  avrà  per  limité  V  area  A ,  a  cui  si  an- 
drà  avvicinando  con  tanio  maggiore  approssimazione,  quanto  pià  nu- 
merosi  e  più  sottili  saranno  i  trapezii. 

Cio  posto,  il  vaJore  A  deir  area  e  V  ascissa  a  dei  suo  centro  di 
gravité,  eontata  a  partire  dalla  sezione  y^  ,  saranno  (qui  gii  assi 
or,  y  si  suppongono  rettangoiari)* 

h 
A  =  ~  (y^-^  Ay^  -+-  2y,  -h  4yg....-H  4y,^_,  -f-  y,^)  , 

^a== --^0.yo-^1.4y,H.2.2y,-».3.4y3....-+-(2i)--l)4y,^4-^2|}y,J  . 

Dm.  Rappresenliamo  per 

le  aree  de'  trapezii  compresi  tra  le  sezioni  d*  indice  pari 

y©  >  y%  y  y  h  v-Va^— »  »  y%p  » 

corrispondenti  aile  ascisse 

ar,  =  0  ,    or,  =  2A  ,    a:^  =  4A  ,  etc.  ; 

e  per  ««  ,  «,  ,  «^  etc.  le  ascisse  de'  centri  di  gravita  di  sifTatte  aree. 
Avremo  per  approssimazione 

(     -4  ==    -(^0    ■♦•     -^1     "*"      -^4 "**  ^%p^%  > 

(2) 

dove  per  abbreviare  si  è  messo  {Ao)^  invece  di  A^  «« . 


111 

Ora  il  valore  ed  il  centre  di  gravita  del  trapezio  parabolico  A^^ 
si  ricaTano  dalle  (133) 


Cf..  =  2itA  -♦-  A 


donde 

(Aa)^n  =  Ç  (2ny..  h-  4(2n  ^  l)y,.^,  ^  (2n  ^  2)y..^-)  • 

In  quest'  espressioni  di  A^^  y  (^^o)»»  facciamo  successiramente 

n  =  0  ,9=  1  ,  =  2  ,  =  3 ,...  =  p  —  1  , 


ayremo 


^•  =  -3-  (y.  •+- 4y, -+.  1/^) , 

^♦=-3  (y*  -*•  4y,  H-  y«  ) ,  etc. 

A* 
r>^«)o  =  -3-  (O.yo  -*.  1 .4y,  +  2y  J  , 

« 

A" 
(^«)»  =  -3-(2y»-4-  3.4y3  -*-  4^^) ,  etc. , 

e  per  queste  sostituzionî  le  (2)  si  trasformeranno  subito  nelle  (1). 

140.  Se  invece  de'  trapezii  parabolici  si  volessero  considerare  i 

rettiliuei  eompresi  Ira  le  sezioni  consécutive  deirarea  A,  si  avreb- 

bero  le  formole 

t/^  -f-  y»  \ 
A  =  A(y,  -»-  y,  •+-  j;,  ...  -•-  y^_,  -t-        2       )  ' 

aile  quali  si  arriva  in  modo  analogo  al  précédente  dopo  di  arer  tro- 
Tato  le  formole  generali  (132) 

ed     (^«),_,H-(4«). = -^  [(3n— 2)y,_,  h- 6ny,  -i^  (3»-*-2)y„+,  j  . 
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Ba  quest*  ultima  apparisce  che,  nella  série  che  esprime  il  valore  ap- 
prossimato  di  Aa,  tutti  i  termini  intermedii  tra  il  primo  y^  e  V  ul- 
time (3/>  —  1  )yp  sono  rappresentati  dal  termine  générale  6nyn. 

Scolio.  Allorcbè  l'area  À  non  è  simmetrica  intorno  ad  alcun  as- 
%e,  per  determinarne  il  centro  di  gravita  conyien  cercare  la  dislan- 
za  di  esso  da  un  altro  asse,  distanza  che  si  otterri  per  approssima- 
zione  dalle  stesse  formole,  applicandole  ad  un  nuoTo  sistema  di  se- 
zioni  parallèle. 

Lo  stesso  metodo  di  approssimazione  va  le  eziandio  per  de- 
terminare  il  volume  ed  il  centro  di  gravita  di  un  solido  qualsivoglia, 
solchè  ad  i4  e  ad  y»  si  sosiitui^ca  V  ed  X^  (137). 

141.  In  générale,  le  formole  di  Simpson  servono  a  determinare 
per  approssimazione  il  valor  degl'  integrali  fydic  ,  fyxdx  tra  limiti 
dati  di  x,  Cosi,  per  esempio,  tra  i  limiti  «r  =  0,  xs=2p.A,  si 
avrebbe 

fydx  =  Y  (y.  -^  4y.  H.  2y^  ^  4y, -h  2y4 ....  -*•  4y^^.  -<-  V^  )  , 

/ya:rfa:  =  — (o.y,-i-1.4y4-i-2.2y^^3.4yg...+(2p-.l).4y^_^-*.2py^). 
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LIBRO  SECONDO 


DIMAMICA. 

• 

Preliminari  :  Dinamica  ,   sua   definizîone.    Movimento   de*  corpi 

compogio  di  traslaztoni  e  rotazioni,    Moii  di  iradazione  , 

iuccesêiviy   simultanei ,   e  lore    composizione. 

Traiettoria   di  un  punto. 

142.  La  dinamlra  è  la  scienza  che  ha  per  oggeilo  i  moti  di 
traslasione  e  di  rotaEione  considéra ti  nelle  loro  proprietà  e 
nelle  loro  tagioni^  sia  che  si  traiti  del  movimento  di  un  corpo  so" 
lo  y  sia  che  si  tratti  di  un  sistema  di  corpi.  I  corpi  délia  natura , 
movendosi  nello  spazio,  sogliono  avère  l'una  e  Taltra  specie  di  mo- 
to. Cosi  mentre  la  terra  gira  con  molo  di  rotazione  intorno  al  suo 
asse,  donde  nasce  il  diumo  alternarsi  del  giorno  e  délia  notte,  Tas- 
se délia  terra  camiDina  intorno  a\  sole  con  moto  di  traslazione,  de- 
scrivendo  con  ciascuno  de*  suoi  pnnti  un'orbita  ellitlica  il  cui  piano 
è  obliqtio  ail'  asse,  donde  nasce  V  annno  ayvicendarsi  délie  stagîoni 
(si  fa  astrazione  dai  piccoli  moti  di  precessione  e  di  nutazione  del- 
r  asse  ). 

143.  Si  dice  che  una  figura  F  subisce  una  traslazione  rappre^ 
stntata  da  una  retta  OA  {fig-  ^i),  allorchè  ciascun  punto  délia  fi- 
gura descrive  una  linea  parallela  ed  eguale  alla  retia  OÀ ,  e  del  me- 
desifflo  senso.  Da  questa  definizîone  si  raccoglie  : 

1*.  Che  qnando  una  figura  dee  subire  piii  iraslazioni  successive 
(OA ,  AB,  BCy  CD),  la  figura  in  tutta  la  successione  di  questi  mo- 
ti sarà  parallela  a  se  siessa,  ed  a  cio  che  era  nella  posizione  tnt- 
ziale  ;  ed  inollre  il  moto  totale  délia  figura  sarà  rappresentato  dalla 
linea  poligona  descritta  da  uno  qualunque  de' suoi  punti ,  per  escm- 
pio,  dal  centro  di  gravita; 

2*.  Che  il  passaggio  da  un  luogo  ad  un  altro  per  mezzo  di  piii 
trasiazîoni  successive,  rappresentate  dai  lati  di  una  linea  poligona, 
puo  essere  eflettuato  per  mezzo  di  una  traslazione  unica,  rappre- 
sentata  dalla  retta  che  va,  dalla  origine  al  termine  délia  linea  poli- 
gona, retta  che  si  pu6  chiamare  la  traslazione  risultante  dél- 
ie date  iraslazioni  ; 

15 
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3*.  Che  il  moto  di  traslaztone  di  una  figura  puà  avvenire ,  non 
solamente  secondo  una  Hnea  polîgona,  ma  eziandio  secondo  una  H- 
nea  curva ,  potendo  rîguardarsi  la  curTa  corne  una  lînea  poligona  di 
latl  înfinilesiaii. 

Scolio.  D'  ora  innanzi  stadieremo  il  moto  di  trasiazione  di  nn 
corpo  nel  moto  di  ano  de*  suoî  punti,  ed  in  particolare  nel  moto  del 
SQO  centro  di  gravita.  Inoltre  supporremo  concentrata  in  questo  pun- 
to  la  massa  m  del  corpo,  massa  che,  per  abbrcYiare ,  si  farà  =  1. 
La  linea  cbe  il  punto  va  descrivendo,  si  cbiama  traiettoria  del 
punto. 

144.  Si  dice  cbe  una  figura  êubisce  due  traslaEionl  sliniil- 
tanee  rappresentate  dai  lati  Oa  ,  Ob  di  un  parallelogrammo 
(fig,  42) ,  se  nel  tempo  che  la  figura  subisce  una  délie  due  trasla^ 
ni  y  per  esempio  Oa  ,  la  retta  Oa  insieme  colla  figura  subisce  Val- 
tra  trasiazione  Ob  ;  don  de  segue  cbe ,  al  compiersi  délie  due  trasla^ 
zioni  Oa,  Ob,  la  figura  si  troverà  al  termine  délia  diagonale  Ou 
del  parallelogrammo. 

In  modo  analogo  si  debbono  intendere  le  traslazioni  simultanée 
rappresentate  da  più  rette  Oa,  Ob ,  Oc  etc.;  al  compiersi  di  tutle 
qneste  traslazioni  relative  y  qualunque  sia  Tordine  onde  si  conce- 
piscano  efTettuarsi,  la  figura  si  troverà  nel  luogo  doTe  termina  la 
linea  risultante  délie  rette  nominate, 

145.  Da  qui  apparisce  : 

1^.  Che  un  punto  inerte  (cioè  un  punto  materiale  indifféren- 
te al  moto  ed  alla  quiète  )  puà  subire  simultaneamente  più  trasla- 
zioni senza  che  V  una  sia  aW  altra  d*  impedimenta  ,.  compiendosi 
ciascuna  trasiazione  come  se  le  altre  non  esistessero  ; 

2*.  Cbe,  quando  si  conoscono  le  leggi  secondo  le  quali  si  Tanno 
effettuando  le  diverse  traslazioni  simultanée  di  un  punto  M ,  potre- 
mo  ad  ogn'  istante  determinare  il  luogo  dove  trovasi  il  punto  M  nel* 
la  sua  traiettoria.  Per  esempio,  immaginiamo  cbe  il  punto  M  si  tro- 
vi  in  un  dalo  istante  nel  punto  («,  /^W)  ^  cbe,  scorso  il  tempo  t, 
sia  passato  nel  punto  (a?,  y,  z)  :  è  cbiaro  cbe  noi  conosceremmo  ad 
ogn'  istante  la  posizione  éi  M,  se  le  traslazioni  simultanée  espresse 
dalle  tre  rette 

a:  —  «,    y  —  $,    Si—  y  y 
fossero  date  ciascuna  in  funzione  del  tempo  t. 
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OEIj  moto  DI  UIV  PtJIVTO. 


CAPO  I. 


Del  moto  rettâlineo. 


S .  1 .  Moto  uniforme  t    sua  vdocità.  Velocità  simultanée  di  un 
pnnto  e  loro  composizione.  Velocità  prodotta  dall'azion  continua  di 
una  forza  d*  intenêità  costante,  Forze  istantanee  e  loro  misura. 


146.  Il  moto  si  dice  mitorme  od  ecinaliUe  quando  agit 
fgguali  e  succesêtvi  intervalli  in  cui  ad  arbitrio  si  concepisca  divi* 
so  il  tempo  ,  corrispondono  sempre  uguali  gli  spazii  percorsi.  In 
caso  diverso,  il  moto  è  vario* 

Prop.  !..  La  velocfttÀ  u  del  moto  uniforme  è  una  quantità 
cke  nasce  dal  paragonare  lo  spazio  percorso  s  col  tempo  t  impie-- 
gato  a  percorrerlo,  e  si  détermina  per  la  formola 


s 

**         t   ' 


essendo  cbiaro  che  la  velocità  è  doppia  »  tripla ,  etc.  sia  quando  in 
Dn  dato  tempo  lo  spazio  percorso  è  doppio,  triplo  etc.  ;  sia   quando 
un    dato  spazio  è  percorso    nella    meta  ,  nel    terzo  etc.  del    tempo 
(App.  72). 
Si  ha  dunque 

s  :n  ut  : 

Taie  a  dire  :  Nel  moto  uniforme  ,  lo  spaslo  è  uguale  al  prodotto 
délia  velocità    pel    tempo  ;    e    la   Teloclt&  è  una   quantità  rap* 
preseniata  dallo  spazio  percorso  nelVunità  di  tempo. 
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147.  Un  punto  M  si  dice  animaio  da  pti>  velocUà  simultanée 
a,  bj  c  etc.,  rappresentale  da  altrettante  relte  Oa,  Ob,  Oc  etc.,  se 
neir  unità  di  tempo  subisce  con  moto  uniforme  tutte  le  trailazioni 
relative  y  rappresentale  dalle  stesse  rette  (144). 

Prop.  II.  Un  punto  M  animato  da  pin  velocità  simultanée 
a,  by  <f  etc.,  rappresentate  da  altrettante  rette  Oa^  Ob  ^  Oc  etc.,  si 
muove  corne  se  fosse  animato  da  una  velocità  unica  u  ,  rappresen^ 
tata  dalla    risultante  Ou  délie  siesfe  rette  (fig.  43). 

Dlm.  Al  termine  del  tempo  t  il  punto  M  avrà  subito  con  moto 
uniforme  te  traslazioni  relative  a.t,  6.t,  et  etc.,  rappresentate  dal- 
le rette  Oa.t,  Ob.t,  Oc  A  etc.,  e  pero  si  tro?erà  ail*  estremità  délia 
risultante  di  qneste  rette  (144),  la  quale  è  =  Ou.t.  Dovendo  cîo  ac- 
cadere  qualunqne  sia  il  tempo  t ,  si  vede  chiaramente  che  il  punto 
M  si  muo?e  in  linea  retta  nella  direzîone  Ou  e  colla  velocità  u. 

148.  Prop.  111.  La  coesistenza  di  più  moti  in  un  punto  iner- 
te non  pub  alterare  V  elTetto  relatiTo  deW  azion  di  una  forza 
sullo  stesso  punto. 

Dim.  Cio  si  fa  chiaro  dal  considerare  che  il  punto  inerte  è  ca- 
pace  di  seguire  simultaneamente  e  in  tutte  le  direzioni  possibili  i  di- 
▼ersi  moti  che  gli  s'  imprimono ,  compiendo  esattamente  ciascun  mo- 
to come  se  gli  altri  non  esistessero  (145):  i  moti  impressi  non  fanno 
che  sovrapporsi  ira  loro  senza  impedirsi  V  un  Taltro.  Qnesta  verilà 
è  ampiamente  confermata  dalP  esperienza. 

149.  Prop.  lY.  La  velocità  u  che  si  gênera  nel  tempo  t  per 
Vazion  continua  di  una  forza  g  d'  intensità  rostante  (  quai  sareb- 
be  la  gravita  ),  è  \ 

u  =:  gt , 

valc  a  dire,  è  uguale  al  prodotto  délia  forza  pel  tempo 

Dlm.  £  manifesto  che  la  velocità  u  che  dee  acquistare  un  punto 
materiale,  si  farà  doppia,  tripla  ,  quadrupla  etc.  se,  ritenuto  costan- 
te  il  tempo ,  si  applichi  al  punto  una  forza  doppia ,  tripla ,  quadru- 
pla etc..  ovvero,  se  la  forza  costante  applicata  al  punto  facciasi  agi- 
re  per  un  tempo  doppio.  triplo,  quadruplo  etc.  Or  la  velocità  u,  sot- 
to  queste  condizioni,  è  proporzionale  al  prodotto  délia  forza  pet 
tempo  (  Àpp.  73). 

Coroll.  Una  forza  d' intensità  costante  ha  per  misura  la  velocità 
che  da  essa  nasce  neir  unità  di  tempo. 

Il  moto  di  un  punto  animato  da  una  forza  d*  intensità  costante  , 
è  moto  equabilmente  varia to. 
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150.  Si  dicono  Istantanee  quelle  forze  cbe,  spiegando  nn'azio- 
ne  di  brevissinoa  durata  e  pressochè  istantanea  ,   tuttavîa   sono  vale- 
voH  a  produrre  una  velocita  finita.  Le  forze   istantanee   si  mîsurano 
dalla  quantità  di  moto  che  producono. 

La  q[iiaiitltÀ  di  moto  di  un  corpo  è  uguale  al  prodotto  dél- 
ia magsa  del  corpo  per  la  velocita  comune  aile  sue  parlicelte:  cosi 
se  m  è  la  massa  ,  u  la  ?elocità  ,  e  Q  la  quantità  di  moto  ,  sarà 
Q  :=  mu. 


2.  Moto  irario.  //  moto  vario,  per  ogni  tratto  infinitesimoj  si  pub 

ritêner   corne  uniforme^  ed  ogni  forza  corne  coûtante,  Distinzione 

Ira  forza  motrice  e  forza  d*  inerzia  di  un  punto  ;   reazione 

tguale  ed  opposta  alV  azione.  Relazioni  tra  i  quattro  ele- 

menti  del  moto  rettilineo  (s,  u,  t,  ^  ). 


151.  Teor«  Il  moto  vario  ,  nella  durata  di  un  tempo  infi- 
nitesimo ,  si  pub  riguardare  corne  uniforme ,  e  Vazione  di  una  for- 
za variabile  corne  costante,  talchi  si  ha 

ds  zz  udt  f 
du  =  ^dt , 

dore  u  e  P  sono,  allo  spirar  del  tempo  t,  i  valori  délia  vélocité  e 
delI*azion  délia  forza  onde,  nell'istante  dt,  è  percorso  lo  spazio  ds 
ed  è  generata  la  Yelocltà  du, 

Dlm.  Si  noti  dapprima  che  le  quantité  u  e  P,  variando  conti- 
nnamente  col  tempo  f ,  sono  funzioni  di  esso  tempo  ,  onde  puo  farsi 

u  =  u(t)  ,    u  -^  au  =  u{t  -+.  «^O  ; 

•  ç>  =  9(0  ,    9  -H  «r?)  =  p{t  -f.  «^O  ; 

dénota ndosi  per  ^t  nn  accrescimento  finito  qualsivoglia  del  tempo  t. 
Cio  posto  : 

1®.  Sia  ds  lo  spazio  percorso  con  moto  Yario  mentre  la  yelocità  u 
passa  dallo  stato  u{t)  allo  sinto  ju{t  '¥-  et).  Questo  spazio  ^*  se  si 
voglia  percorrere  con  moto  uniforme    nel  tempo  H  ,   bisognerà  che 
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cîô  facciasi  evidentemente  con  una  veiocità  intermedia  ira  la  mtnt- 
ma  e  la   mamima    àï   quelle   rappresenlate   da  u  nel   passare   dallo 
stato    u{t)   allo  stalo  u{t -^  àt)  ,  veiocità  che   perè  si  potrà  espri- 
mere  per 

u{t  -4-  e^t)y 

intendendo  per  0  un  numéro  incognito  compreso  tra  0  ed  1.  Si  avrà 
quindi  rigorosamente 

Se   ora  immaginiamo  che  il  tempo  4t  diminuisca  e  converga   verso 
r  evanescenza ,  si  vedrà  essere 

dondc  ,  per  la  definizion  degl*  infînitesimi  (App,  43)  ,  si  deducc 

ds  zz  udl. 

2^.  Simîlmente  ,  se  la  veiocità  fînita  ^u  si  voglia  far  nascere  , 
nel  tempo  ^t,  da  un*  azion  continua  d'  intensité  costante  ,  bisogne* 
rà  che  sifTatta  intensità  sia  intermedia  tra  la  minima  e  la  massima 
di  quelle  rappresentate  dalla  forza  ^  nel  passare  dallo  stato  9(t)  al- 
lo stato  p{t  -^  ^t)  y  intensità  che  percio  si  potrà  esprimere  per 

ç(  <  -f-  0^0  » 

essendo  anche  qui  $  un  numéro  incognito  compreso  tra  0  ed  1.  Sa- 
ra dunque  : 

au  ,        ^u 

—  zzp(t  -f.  $àt)  ,  lim.  —-  =:  ç)(t)  , 

ai  ^  '  et  ^' 

e  per  conseguenza  d\k  =::  <tidl. 

162.  CorolL  I.  Dalla  du  :=  çdt  si  ricava 

du 

Benchè    nel   moto  di  un  punto    materiale  e  libero    le    quantità  P  e 

du 

~  siano  sempre  numericamente  ugnali  tra  loro  ,  tuttavia  hanno  un 

significato  molto  différente  che  importa  avvertîre  e  ricordare. 


119 

La  quantità  p  rappreienta  la  forza  in  quanto  che  è  eaosa  o 
fonte  continua    dl    asione    (  quai  sarebbe  la  gratità  )  ^  e  Iq 

quantità  ——  rappreienta  Vazione  stessa  in  quanto  che  è  uscita  dal- 
la causa ,  e  si  è  Incorporata  per  cosi  dire  coll*  inersla  del 
panto  materiale.  La  prima  quantità  si  chiama  força  motri- 
ce ,  e  la  seconda  si  puo  chiamare  forsa  d'inersia. 

du 
La  forza  d'  inerzîa  è  adunque  espressa    da  -     »  cioè  dalla  dert- 

tata  delta  velocità  u  ,  presa  rispelto  al  tempo  t.  Da  questa  distin- 
zione  scaturisce  il  seguente  principio  fondamentale  délia  Dinamica  : 
<  JV^/  moto  di  un  punto  materiale  e  libero  la  forza  motrice  è  sem- 
pre  uguale,  in  grandezza  e  in  direzione,  alla  forza  d*inerzia,  » 

Allorchè  la  massa  del  punto  materiale  non  si  fa  =:  t ,  ma  inve- 
ce  si  rappresenta  per  m ,  la  forza  motrice  e  la  forza  d*  inerzia  del 
punto  saranno  espresse  da  {Appen.  73) 

du 
pm  ,         m 


dt 


La  forza  P  che  molli plica  la  massa  m  si  snol  anche  chiamare  forza 

153.  CorolL  IL  II  punto  materiale,  neir  atto  che  dalla  forza  9 
riccTC  Tazione  (zzwj  — j  ,  si  diporta  con  essa  forza  come  se  già 

fosse  animato  da  due  azioni  opposte  (  ^-,    >    —  m )  ed  egua- 

li  a  quclla  che  sla  per  ricevere  ;  onde  puô  dîrsi  che  air  azione 
l:=zm  —  j  délia  forza  9  il  punto  materiale  corrispondc  colla  rea- 

zione  y=  —  m  ^J  eguale  ed  opposta  airazione.  Di  qui  l'evidenza 

del  principio  :  Nel  moto  di  un  punto  materiale,  Vazione  délia  for- 
za motrice  è  ad  ogn*  istante  contrat bilanciata  dalla  reazione  del 
punto  ,  e  questa  reazione  è  uguale  ed  opposta  alla  forza  d* inerzia, 

154.  CorolL  IL  Se  la  forza  p  ha  nna  direzione  opposta  a  qnella 
del  moto  (  come  in  un  grave  scagliato  in  alto  vertical  mente)  ,  si  do- 
▼rà  neir  equazione  du  ==  pdt  scrivere  —  ç>  in  luogo  di  p.  Cosi  l'ac- 
celerarsi  o  il  ritardarsi  del  moto  vario  sarà  espresso  da, 

du  zz  ±Pdt . 
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155.  CorolL  IV.  Quando  lo  spazio  t  è  dato  in  funzione  del  tem- 
1^0  i ,  sarà 

d$  du  d'« 

cioè  le  derivate  prima  e  seconda  dello  spazio  (  -  -  ,  —  j  rappre- 

senteranno  i  valorî  aliuali  délia  velocità  u  e  délia  forza  p.  Da  que- 
st'  osserrazione  s*  inferisce  : 

V.  Che  il  moto  e^nalille  è  in   générale  rappresentato  dal- 
r  equazione 


«  =:  a  -4-  ^t , 


ds 
perche  ne  risulta  u  ::^  --tt-  =  6  ^  cosiante  ; 

2*.  Che  il  moto  eciiialiilmeiite  variato  è  rappresentato  in 
générale  dair  equazione 


du 
perché  ne  rtsulta  la  forza  P  =  -j-j  =  2c  rr  costante. 

Scolio.'l  qualtro  elemenli  del  moto  rcltilioeo 

g    y     u    ,     t   y     p 

essendo  vincolali  dalle  due  equazioni 

ds  rr  udt  ,    du  =  pdt , 


gioverà  cerca^e  ,  ne'  casi  particolari ,  la  soluzione  del  seguente  pro* 
bieoia  : 
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<  Determinare  cia$cuno  de'  quatiro  elementi  del  moto  (t,  ti,  ty  p) 
in  funzione  di  due  qualunque  de'  ire  rimanenti.  »  Per  condurre 
con  ordine  qiiesta  soluzione,  si  cercherà  dapprima  Qn'eqoazîone  per 
ciascuna  cotnbinazione  ternaria  de'  suddettî  quattro  elementi ,  cioè 
per  le  combinazioni  seguenli  : 

{u,P,t),     («,0,0»    (»>«,0»     (».t»>^). 

Si  olterranno  cosi  quattro  equazioni.  Cio  fatto  ,  ogni  elemento  tro- 
Tandosi  in  tre  di  queste  equazioni  si  potrà  esprimere  per  mezzo  di 
ciascuna  combinazione  binaria  de'  tre  elementi  che  restano  ,  e  si 
avranno  dodici  formol  e  che  rappresenteranno  la  soluzione  compléta 
del  problema. 


3*.  Jfolo  equahilmente  aceelerato  ed  equabilmente  ritardato;   sue 

leggii  ed  applicazione  alla  gravita. 


156.  Il  moto  si  dice  equabiliiiente  aceelerato  od  eifiia* 

toilmeaite  ritanlato  •  allorchè  la  velocità  cresce  o  diminuisce 
per  gradi  nguali  in  tempi  uguali  ;  la  quai  definizione  è  compresa 
nella  doppia  equazione 

du  =  dt  gdt , 

in  oui  1'  azione  g  délia  forza  ^  si  suppone  costante. 

Per  risolvere  ,  rispetto  a  queste  due  specîe  di  moto  ^  il  problema 
accennato  qui  sopra  ,  cominciamo  dair  integrar  V  equazioni 

du  =  ±:  gdt ,     ds  =  udt , 

contando  il  tempo  f  e  lo  spazio  #  a  partire  dair  istante  in  cui  la  ?e- 
lociti  u  è  =:  c  ,  talchè  per 

u  :^  c  ,    si  abbia    f  zr  0  ,    s  :=  0  ; 
otterremo 


uzz  c±:  gt,    $  =  (2c  dz  gt)-^  . 
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Per  mezzo  di  qoeste  due  eqoazioni  fondamentali ,  usando  ove  occorre 
r  eliminazioiie ,  si  trovano  subito  le  quattro  equazioni  relallye  allé 
combinazioni  teroarie  de'  quattro  elementi  (it  u,tj  g)  : 


u  zn  e  :±i  gt ,  senza  s  » 


I  =  (2e  rf:  ^0  -r  »    ««»"  ^  » 


/ 


*  =  (  1*  -f-  c  )  y  ,    senza  g  , 


u*  — c« 


$  = —  ,        senza  t  ; 

^2g 


dalle  quali  si  dedoce  immediatamente  V  espressione  di  ciaseona  délie 
quattro  quantità  u,  s,  g,  t  per  mezzo  délie  combinazioni  binàrie 
délie  tre  rimanenti ,  e  si  ottengono  le  dodici  formole  : 


2$  . 

u=e±:gt:=:- c  =  |/[c*  ifc  2^»]  ; 

s  =  (2c:^gt)j^=:(u^c)^  =  ^!!^; 
—     <*  — <^  —  2  ^~^^  —    ^'  — g^ 

—   ^  —  ^  —     ^        i>  ±  i^  —  JL 

""      dbg     ""v-t-c*  g   '^  ±:g 


L$ggi  dd  moto  equabilmea^e  accelerato. 


157.  Snpponiamo   che  il  moto   equabilmente  accelerato  cominci 
senza  velocità  iniziale  ,  o  che  si  abbia  c  =  0.  Le   formole   relati?e 
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a  qnesto  moto  difentano 


__^     Il    2f  _    ti* 

"^  y  ""  "mT  "*  ^  ^ 


L'equazioni  «  =:  -^  f •  ,    «  =  v  "  soglîono  tradnrre  nclle  seguen-^ 

lî  proposiziooî  :  «  Nel  mote  equabilmente  accelerato ,  lo  spazio  che 
si  vieo  percorrendo  a  partir  dalla  quiète  cresce  proporzionalmente  at 
quadrato  del  tempo  ;  e  lo  spazio  descrilto  in  un  tempo  dato  è  la 
Aetà  di  quello  che  in  pari  tempo  si  descriverebbe  con  moto  equabî- 
le  se  si  conservasse  la  Yelocilà  acquistata  »  .  ^/'ft4*»tî*(  h,.î.  „..^,i,  . 
Concepiamo  diviso  il  tempo  f  in  n  interTalli  snccessivi  ed  uguali 
«  /i ,  e  denotiamo  per  s^  lo  spazio  percorso  nel  tempo  iU«.  Sarà 


't  -^  I U^  >        *.  =  |-  K)*  =  n\  -|.  V  , 

donde 

«»  =  »"*! .       «.-f-1  =:  (»  -^-  0*»i , 

e  per  conseguenza 

«•^-t  —  *n  =  (2n  -+•  !)<4 . 

Ponendo  qui  successivamcnte  ii=:0,  =£:!  »  =2,  =3,  etc.  risulta 

Yale  a  dire:  «  Nel  moto  equabilmente  accelerato  gli  spazii  percorsi 
in  uguali  e  successiyi  intervalli  di  tempo,  a  partir  dalla  quiète»  stan-* 
no  tra  loro  come  i  numeri  impari  -^1:3:5:7:  etc.  » 
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Scoîio  I.  Dopo  Galileo,  coll'esperienza  si  dimostra  clie  a  queste  leggi 
nbbîdiscono  i  gravi  nel  loro  cadere  îd  linea  verticale,  rimossa  che  sia 
la  resistenza  deir  aria  ;  e  che,  in  un  minuto  secondo,  lo  spazio  per- 
corso  a  partir  dalla  quiète  da  un  grave  cadente  è,  a  Parigi,  di 

metri  4,90448  =  piedi  parig.  15,1  incirca. 

L'azione  g  délia  gravita  è  adunque  coslante  per  un  dato  luogo,  e 
per  aver  la  misura  délia  sua  intensità  basta  sostituire  nella  formola 

gz=^=z  -^,      t=zt\  s- 4,  90448. 

Si  ha  dunque  sotto  la  latitudine  di  Parigi 

g  =  9,80896  , 

vale  a  dire  :  «  La  gravita,  siccome  rappresentata  dal  numéro  9,80896, 
è  incirca  dieci  volte  pià  grande  di  quella  forza  che  si  prende  per 
unità  di  misura ,  e  che  in  nn  minuto  secondo  è  capace  di  produrrc 
la  velocilà  di  un  métro.   » 

Scolio  //.  La  yelocità  («  =:  l/^2gê)  che  acquîsta  un  grave,  eaden- 
do  con  moto  equabilmente  accelerato  dair  altezza  «  ,  si  dice  veloci- 

ta  dovuta  aW  altezza  s  ;  e  viceversa ,  V  altezza  (s  =  -— -|   da   cui 


(•=^) 


deve  cadere   un   grave  per  acquistare  nna   data   velocità  i»,  si   dice 
altezza  dovuta  a  que$ta  velocità. 

Leggi  del  moto  eqtiabilmente  ritardato. 

158.  Supponiamo  che  il  moto  equabilmente  ritardato  cominci  col- 
la velocità  iniziale  i=  c.  Le  formole  relative  a  questo  moto  saran- 
no  (156)  : 

/  2ê 

uzzc  —  gtzn czz  [/[c*  —  2gs]  , 


/ 


•     t  t  c^  — "W* 


t  t^'  2«        ' 


I  z=  -—   n  — —  z=  —[cm  i/(c^-2gs)]  . 


\  g  c-hu  V 


I 


125 

Sia  S  lo  spazio  percorso  e  T  ia  diirata  del  moto  fino   air  estio- 
zione  délia  velocltà  u.  PoDendo  ii  =  0,  si  avrà 


f*         —         c 


^9  9 


Ma  la  durata  T  del  moto  ,  corne  quella  dî  ogni  cosa  che  comincia 
e  finisce,  è  divisa  da  ogni  istante  in  due  parti  :  nella  durata  passa- 
ta  t  e  nella  durata  che  rimane  t^;  e  lo  stesso  dicasi  dello  spazio  S, 
che  si  compone  dello  spazio  s  percorso  e  dello  spazio  s^  che  rimane 
a  percorrere.  Si  avrà  dnnqiie 


donde 


«  =  ,/..         ,,=-|-V  =  J^: 


Taie  a  aire:  «  Nel  moto  equabilmente  ritardato  la  Yelocità  diminuisce 
in  proporzîone  del  tempo  che  rimane  fino  alT  estinzione  del  moto  ; 
e  lo  spazio  che  rimane  a  descriversi  finchè  dura  il  moto  ,  va  dimî- 
nnendo  come  il  quadrato  di  qnesta  durata ,  ed  è  la  meta  di  quello 
spazio  che  in  pari  tempo  si  descriverebbe  con  moto  equabile  se  si 
conservasse  la  velocità  attuale.  » 

Scolio,  V  equazione  s  zz  ~  t*  =  -— ,  regolando  in  scnso  invcr- 

so  i  due  moti  equabilmente  accelerato  ed  equabiltoente  ritardato, 
rende  manifesto  che  nn  grave  lanciato  in  alto  verticalmente  (facendo 
astrazione  dalla  resistenza  deirarta)  dee  avère  in  ogni  ptnito  del  suo 
salire  quella  velocità  che ,  in  appresso  discendende ,  tornerà  ad  acqui* 
slare  nel  medesimo  punto. 
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4*.  Moto   verticale  de^gravi  ne'fluidi  oinogenei:  moto 
diêcendente  e  moto  ascendente. 

159.  Un  grare  moventesî  in  nn  mezzo  fluido  è  sotto  Tazion  con^^ 
tinua  di  due  specie  di  forze:  le  forze  délia  gravita  che  traggono  in 
basse  tutti  i  punti  materiali,  e  le  forze  di  pressione  del  fluido  contro 
la  superficie  del  corpo,  pressioni  di  eut  doppio  è  l'efTetto,  statico  e 
dinamico. 

L'efTetto  statico  delle  pressioni  sta  in  queslo,  che  il  corpo  immer- 
so  nel  fluido  perde  una  parte  del  suo.peso,  eguale  al  peso  del  fluido 
di  oui  prende  il  luogo.  (Qui  il  fluido  si  supporrà  omogeneo,  e  per  g 
s*  intenderà  non  la  gravita  assoluta  ma  la  relativa  ,  cioè  la  gravita 
quale  si  conviene  al  peso  diminuito  del  corpo.) 

L'  effetlo  dinamico  delle  pressioni  del  fluido  contro  il  corpo  in 
moto  consiste  nel  produrre  una  resistenza,  che  fa  ostacolo  in  direzio- 
ne  opposta  a  quella  del  moto,  e  che  cresce  colla  velocità  del  moto. 
Questa  resistenza  si  suoi  supporre  proporzionale ,  m  pari  circostanze, 
al  quadrato  délia  velocità  u,  e  pero  si  rappresenta  per  gk^u^.  Il 
coefficîente  gk*  dipende  dalla  figura  del  corpo  e  dal  rapporto  del  suo 
peso  specifico  a  quello  del  fluido;  onde  è  lo  stesso  per  uno  stesso 
corpo  e  per  uno  stesso  fluido ,  ma  cangia  ne'  diversi  corpi  e  ne'  mez- 
zi  diversi  secondo  le  leggi  che  s'insegnano   nell' idraulica. 

160.  Quesito  L  Scendendo  un  grave  dalla  quiète  attraverso  un 
fluido  omogeneo,  eercasi  la  relazione  tra  la  velocità,  il  tempo,  e 
lo  spazio. 

Risposta.  Se  dapprima  cercasi  la  relazione  tra  la  velocità  u  ed 
il  tempo  t ,  ed  appresso  la  relazione  tra  lo  spazio  $ ,  il  tempo  e  la 
velocità,  si  trova 


( 


1    e^^*  —  1 

1*  =Z   r-. 


k    eH^' 


-H    1  k    \  ««^^  -H    1    y 


('=^.%4S«»*'-«-^'j  =  ^ 


log. 


1 


1  —  k^u' 


dalla  prima  delle  quali  apparisce  che  la  velocità  u  del'  grave  cadente 

non  pn6  mai  oltrepassare,  e  ne  anche  aggiungere  il  limite  u  =  -7- ,  à 

cui  pero  si  viene  sempre  più  avvicinando,  cosicchè  il  moto  si  rende 
sensibilmente  uniforme  dopo  un  tempo  tanto  più  brève  quanto 
è  maggiore  il  coeffîciente  gk^  délia  resistenza. 
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Dimostrazione.  La  graviti  relatiya  (=:  ^)  che  accéléra  H  moto  » 
e  la  resistenza  del  mezzo  {^igk^u^)  che  lo  ritarda,  operando  in 
senso  contrario  secondo  la  stessa  verticale,  si  compongono  nella  for- 
za  nnica 

Cio  posto  :  1*.  datr  eqnazione  du  =  ^di  si  trae  *  ^ 


gkdi  =       ^*^ 


1  —  *  V  ' 


la  qnale,  fatto  «:=|/^ — 1  ,  si  pu6  scrirere  sotto  la  forma 


djiku) 
'^**  =  1  ^  (iku)^  ' 


S%  qoesia  si  paragona  colla  relazione  nota 


d,tan.9 

de  = 


i  ^ian^B  ' 


e  s' intégra  cosi  che  a  f  =:  0  corrisponda  u  =  0 ,  si  conTcrte  nella 


iku  zz  tan,(igkt)  , 


ossia  y  moltiplicata  per  --jr-- ,  nella 


(I)       u  =-r- .  —  I  tan.(tgkt)  =  -=- ,.V.      » 

^  '  *  ^  ^  A        eog.{tgkt) 


donde 


co«.(t^*0  =  l/y^rii-r  • 


\ 
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2*.  Dalla  equaziont  ds  zz  udi  si  ricava 


,  1       — ien,(igkt).d(igkt)  i      ,,  ,,  .. 

gk^  co8.{tgkt)  gk* 


la  quale  integrata  cosi  che  a  f  =:  0  corrisponda  s  =  0 ,  diventa 


(2)  <  =  -Y^  log.co8,{igkt)  =  — rr  /oy. 


gk^   ^     ^^    '         2|;ik^     '    1— A^M* 

Or  quest' eqnazioni  (I)  e  (2),  se  ai  simboli  —  i,tan.(igkt},cos.(tgkt) 
si  soslituiscono  i  loro  valori  corrisponJenti  (Àppend.  74,  c),  si  tras- 
formano  subito  nelle  proposte. 

161.  Quesito  IL  Sa len do  un  grave  yeriicalmente  attraverso  un 
fluido  omogeneo  ,  ed  essendo  c  la  veiocità  di  proiezione ,  si  cerca  la 
relazione  tra  la  velocità  u,  il  tempo  t,  e  lo  spazio  s. 

Rùposta.  Si  troTa 


1      kc  —  tan.  (gkt  ) 
k    i  '^  kctan.{gkl) 

1  1  I  -f.  k^c^ 

'  "^  W  '""^  ^'''•(^**^  "^  kcBen.{gkl)]  =  .^log,^y—j^  , 


dalle  qnali ,  se  si  fa  ti  =  0  ,  si  ?iene  a  conoscere  quanta  è  la  in- 
tera  salita  S  ,  e  quanto  il  tempo  T  che  itnpiega  il  mobile  a  toccar- 
ne  la  sommità  : 


5  =  Y¥^^^'^^  "*■  ^^^^^  '  ''^^  "T ^^^-^^^^'^^  • 


Dimoitrazione.  Qui  la  gravita  relativa  e  la  resistenza  del  mezzo, 
Gospirando  insieme  per  ritardare  il  moto,  si  compongono  nella  forza 


«»  =  -j  (f{i^k^u^). 
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Ciè  posto  :  1*.  dair  equazione  du  =  ^dl  si  trae 

—  d.ku 
gkdt  =r 


1  -♦-  Jk»ti»   ' 


che  integrata  somministra 

(1)  V  =  —  tan.{a  —  gki)  , 

n 

e  quindi 


eoi. 


do?e  la  costante  a  dell'  integrazione  doyendosi  determînare  in  modo 
che  3  1  =  0  corrîsponda  ii  z=  c  »  sarà 


ian.a  :zz  kc  ,    c    cos.a  ^:[/- — 


h  kH^ 
2*.  Bair  eqaazione  ds  =  udi  si  ricava 

,  1    $en\a  —  gkt).d(gkt)  1    ,, 

d$  =  '— ,    ^    \,,     ^  =  -YidAog.cos.ia  —  gkt) 

gk^        COS.  (a  —  ^*/)  gk*       ^  '    ' 

la  qoale  integrata  cosi  che  a  t  zz  0  corrisponda  s  zzO  ,  divenla 

.^.  _    1    ,       côs,(a  —  gkt)  1    _        i^kV 

^  '  ^ik*  co^.a  2gk^    ^    i^k^'u* 

Ora,  se  nelle  (1)  e  (2)  aile  fanzioni  tan.{a  —  gkt)y  coi,(a —  gkt)  si 
sostituiscono  i  loro  sviluppi,  si  vedraono  subito  comparire  le  formo- 
le  proposte. 
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ISO 


CAPO  il. 


Ael  moto  ciuriFllliieo  nello  spasto. 


i .  Nel  moto  curvilineo  le  sei  quantità  (  œ,  y,  z,  i,  u,  f)  ti  deb^ 

bono  considerare  corne  funzioni  del  tempo  t,  La  forza    d'  inerzia  . 

quando  il  moto  i  lîbero  nello  spaziOf  è  sempre  uguale  in  grandez- 

za  e  in  direzione  alla  forza   motrice  :  essa  si  compone  délia  forza 

du  u* 

tangenziale  zz  -—  ,  e  délia  forza  centripeta  =  — .  Proprietà  del- 

V  area  variabile  À  descritta  dal  raggio  OM ,    vettore  del  punto  M 
che  si  muove  in  un  piano. 


162.  Un  punto  maleriale  jy,  sotto  Tazion  continua  di  una  forza 
f  opérante  con  certa  legge,  si  muova  liberamente  nello  spazio.  E  ma- 
nifesto  che  ,  ad  ogni  istante  successivo  del  teœpo  t ,  tutto  sarà  de- 
terniinato  nel  moto  di  qnesto  punto  :  e  la  lunghezza  s  del  cammino 
percorso  sulla  traiettoria  a  partire  da  un'  epoca  data  ;  e  le  coordi- 
nate  x,  y,  z  del  luogo  in  cbe  trovasi  attualmente  il  punto  ;  e  la  ve- 
locità  u  ;  t  V  intensità  della  forza  f.  Cosi  ciascuna  di  queste  sei 
quantità 

X   y        y    ,        z    y        S   ,        u    ,       f 

si  dee  riguardare  corne  funzione  del  tempo  t. 

Scolio,  Giora  qui  ricordare  che  ,  supposti  gli  assi  Ox  ^  Oy  y  Os 
rettangolari  : 

La  direzione  della  traiettoria  s  in  un  punto  qualnnque  M  (x,  y,  z) 
si  fa  nota  per  le  formole  (Àpp,  65) 

« 
« 

,    ^  ^dx  ,    .        dy  .    ^        dz 

eo$,{x9)  r:  ~  -  ,    cos.iys)  n  -p  ,      cosJxm)  =s  - -=  -  . 

aS  as  aê 


f3f 

£  la  direzione  del  raggio  o$culatore  r  cbe  dal  puato  Jf  ta  al  c€ntro 
di  carvatura  ,  per  le  (Àpp.  56) 


.    .         r  jdœ  ,    ^         r    .dy  ,    .         r  ,  dz 


don  de 

,cte        d$         ^  Jy        ds        ,    ^       Az        ds       ,    ^ 

dj^  =  -^  cos.{œr)  ,    dg^  =  —cos.(yr),    d^  =  —co$.{zr) 


Indicheremo  per  /  la  forza  d'inerzia  del  pnnto  materiale  in  mo- 
to ,  per  f  la  forza  motrice,  e  per  P,  Q,  R  le  sue  componenli  paral- 
lèle agU  assî  Oœ,  Oy,  Oz  . 

163.  Teorema  I.  Nel  moto  curvilineo  di  un  punio  M  libero 
nello  spazio  ,  la  forza  motrice  f  è  sempre  uguale  in  grandezza  e 
in  direzione  alla  forza  d'inerzia  I. 

Diin.  11  moto  dSf  onde  il  mobile  va  dal  punto  {Xy  y,  z)  al  pun- 
lo  (œ-^dXf  y-^dy^  z  -^  dz)  délia  traiettoria,  si  pu6  decompor- 
re  ne'  tre  mot!  simultanei  dx^  dy,  dz  paralleli  ai  tre  assi  coordina- 
ti  Ox,  Oy,  Oz  (144).  Ora,  se  a  clascuno  di  questi  tre  moti  rettilinel 
si  applicano  le  due  equazioni  fondamentali  del  moto  rettilineo 


(^ds  ^«*  ^^  d^s\ 


91  arra 


le  qnali  signifîcano  che  le  componenti  deila  forza  motrice  f  sono  e- 
goali  in  ogn'  istante  aile  componenli  omologhe  délia  forza  d' inerzia 
i ,  e  che  perô  si  ha  /*  =:  /. 

CorolL  V  equazioni  generali  del  moto  di  un  punto  M  libero  nel- 
lo spazio  sono  dunque  le  (a)  ,  equivalenti  aile 


(a)  à~-Pdt.     d^l^Qdt,      d^^=Rdt. 
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AHorcfaè  qnest'  eqoazîoni  possono  intëgrarsi  ,  si  verraDoa  a  seoprire 
lutte  le  circostanze  dcl   moto  corrîspondente.  Infatti  per  una  prima 

integrazîone    si    aYranoo  le  tre  yelocità    parziali  (~-  ,    -—^  ,    -^  ) 

\dt         dt         a  t/ 

dalla  composizione  délie  quali  risulta  la  velocità   assolula  del  mobile 

(u=:--T-j.  Per    una    seconda    integrazîone  ,    avremo    le  coordinate 

X  ,  y  9  X    espresse  per    r ,  e  cosi    sapremo  il  luogo   del  mobile    ad 

ogn'  istante.  Finalmente  eliminando    t ,    rimarranno   due  equazioni 

tra  X,  V»  z  che  saranno  quelle  délia  traiettoria  descritta  dal  mobîk. 

164.  Teorema  //.  ISel  moto   curvilineo  di  un  punto  M ,  la 

forza  d'  inerzia  I  si  compone  ad  ogn*  istante  di  due  forze  ,  V  una 

diretta  secondo  la  tangente ,  e  V  altra  diretta  al  centra  di  curvatu-- 

du 
ra  :  la  componente  tanffenslale  è  zz  -v-  ,  e  la  componente  cen- 

trlpeta   è  =  —  . 

r 

Dim.  Se  si  difTerenzii  e  poi  si  divida  per  dt  la  identité 


dx  ^^  dx  d$  dx 

'dt  '^  ds'di^,     rfi  ' 


si  ottiene 


d*x        du  dx         u  jdx         du        ,    .         u     ds        ,    ^ 
dt*         dt   di         dt    di         dt        ^    '        dt     r        ^    ' 


ossia 

d*x        du        ,     ^  V*        ,     ^ 

—  =  ~coi,(xs)  H.  —  fo#.(xr). 

Di  qui ,  per  ragion  di  simmetria  , 

d^x        du        ,    ^  **'       /    V 

—  =  -j^  coi.{xs)  -H  —coi.(xr)  , 

d^y        du  ti* 

d*z        du  u^ 
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Ora  ,  ove  si  abbia  rîguardo  all.a  propriété  fondamentale  della   rtsul- 

tante,  quest*  equa2ioni  sîgnîficano  cbe  la  forza   d'  inerzia  /  ,   risul- 

d^x      d^y       d^z 
tante  délie  tre  -r-r  ,   -rv  »   -r%  »  sî  puo  riguardare   eziandîo  corne 

dt*       dt^       dt^         *  ^ 

la  risultante    dî    due    forze    tangenziale  e  centripeta  ,    espresse    da 

du      ti' 

A  qaesta  conclusione  si  arrira  pure  col  seguente  discorso. 

Il  punto  mobile  che,  al  principio  dell'  arco  ds  =  MM*  (fig-  44) 
ha  la  Telocità  ti  e  la  direzione  della  tangente  in  M,  dopo  il  tempo 
dt  arriva  al  termine  di  ds  coda  velocîtà  (u  -4-  du)  e  colla  direzione 
della  tangente  in  M*  che  dévia  dalla  précédente  coir  angolo  di  con- 
tingenza  ==  de,  Cio  posto,  se  in  M*  la  velocîtà  (u -»-  du)  si  decom- 
pone  in  due  parallèle  aile  rette  MT,  MC,  cbe  in  M  rappresentano  la 
tangente  e  il  raggio  osculatore  r,  le  componenti  saranno 

(u  -H  du)co$,d9  ,     {u  *H  du)  8en,d9  , 


le  qoali  ,  trascurando  gl'  infinitesimi  di  ordine  superiore  al  primo  , 
si  ridacono  a 

u  '^  du  ^    ud$  =z  u  —  . 

r 


Le  velocilà  acquistate  dal  mobile  nell'  istante  dt  secondo  le  direzioni 

*  u 

tangenziale  MT  e  centripeta  MC  sono  quindi  du^  — -  ds  ^    e    queste 

divise    per  dt  danno    le    componenti    tangenziale  e  centripeta    della 
forza  d'  inerzia  I  : 


du        u*  d$ 


=  u 


dt'       r'^dt' 

Taie  a  dire  :  La  forza  tangenziale    d' inerzia  è  ugnale   alla  derivata 
della  velocità ,  presa  rispetto  al  tempo  t  ; 

«  E  la  forza  centripeta  d'inerzia  è  uguale  al  quadrato  della  ve- 
locità   diviso  pel  raggio  di  curvatura  ;  ovvero  :  è  uguale  al  prodolto 

de 

délie  due  velocità  u  ,  -3—,  onde  il  punio  mobile  tende  simultanea^ 

at 

mente  a  camminare  e  a  cangiar  direzione.  » 
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a)  CorolL  L  La  dîrezione  délia  forza  d'  inerzia  /  essendo  ad 
ogn*  istante  contenuta  nel  piano  osculatore  delta  traieltoria,  anche  la 
direzione  délia  forza  motrice  f,  qtiando  il  mobile  sia  libero  ed  iso- 
lato  ,  sarà  sempre  contenuta  in  questo  piano  (163),  c  si  a?rà 


du  u*  * 

(6)  ^  =  ico$.{tf)  ,  —  =  fttnXif) , 


equazioni  equivalenti  aile  (a). 

6)  CorolL  II.  Un  punto  M,  che  êi  muova  in  connessione  con  un 
sistema  ,  si  potrà  riguardare  corne  affatto  libero  ed  isolato  se  al 
siitema  s'  intenda  gostituila  una  forza  motrice  f  che,  ad  ogn' istan- 
te ,  sia  eguale  in  grandezza  e  in  direzione  alla  forza  d'  inerzia 
dello  stesso  punto  M. 

165.  Teor*  I.  Quando  il  raggio  OM  ^  r,  vettore  del  punto  M, 
si  muove  in  un  pi  ano  ,  V  area  À  che  da  esso  si  vien  descrivendo 
(fig,  45)  gode  délie  due  propriété  contenute  nelle  seguenti  equazioni 


j  li-n'^'di-y'dT)-'''—!—' 


vale  a  dire  :  La  deriwat»  prima  deWarea  À  ,  presa  rispetto  al 
tempo,  è  uguale  alla  meta  del  momento,  intorno  ad  0,  délia  véloci- 
té u  del  punto  M. 

E  la  derivata  seconda  di  À  è  uguale  alla  meta  del  mo-* 
mento  délia  forza  d'  inerzia  di  M. 

Dim.  Sia  dÀ  V  area  che  il  raggio  yettore  OM  r:  r  descrive  nel 
tempo  dtt  mentre  passa  dal  punto  (x,  y)  al  punto  (a;  -4-  (te,  y-*- dy) 
per  r  angolo  d$.  Sarà  (App.  16) 

2dÀ  =z  r*d$  zr  xdy  —  ydx  zz  rds.sen.{rs)  , 
e  diyidendo  per  dt 


_d-4  dy        dx  .    . 
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do?e  u  =:  3-  è  la  relocità  composta  délie  due  — r-  ,    -^^  ed  avente 
dt  at       dt 

la  direzione  délia  traiettoria  s  nel  punto  M{Xyy). 

Se  àï  quest'equazione  si  prende  la  derivata  rispetto  a  f ,  si  ottiene 


d^À  dH  d^x 


CorolL  Allorchè    il   punto  M  è  llbero    nello    spazio ,  'alla    forza 
d*  înerzia  /  si  potrà  sostituire  nelie  formole  la  forza  motrice  f,  e  si 

dt^      '' 2 ^    ^  ' 

Scolio.  Le  due  relazioni 


dA 


nenJrs)       d*A        ,   rsen.Crl) 


dt  2  '     df^  2 

tra  r  area  À  descritta    da  OM  ed  i  momenti    délia   Telocità  e  délia 
forza  d'  inerzia  del  punto  M ,  sono  analoghe  aile  due  relazioni 


dt  dH 


che  nel  moto  rettilineo  sussistono  tra  lo  spazio  $  percorso  e  la  Te- 
locità e  la  forza  d'  inerzia  del  mobile. 


2.  Proprietà  generali  del  moto  eurvilineo  che  ti  fa  sotto  Vazion 

di  una  forza  centrale  ;  ed  in  pariicolare  quando  la  traiettoria 

è  una  sezione  conica.  Applicaziùne  al  sistema  del  mondo. 


Nel  moto  eurvilineo  la  forza  motrice  si  chiama  centrale  quan- 
do la  sua  direzione  passa  costantemente  per  un  punto  (isso  ,  o 
centro. 
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166.  Teorema.  Se  un  punio  M  $i  muova  soHo  V  azion  di 
una  forza  diretta  sempre  ad  un  centra  0,  la  traiettoria  sarà  tut- 
ta  in  un  piano ,  e  le  aree  descritte  dal  raggio  vettore  OM  saranno 
proporzionali  ai  tempi.  E  viceversa. 

Dlm.  1*.  Se  si  considéra  il  piano  determinato  dal  centro  0  di 
azîone,  e  dalla  direzione  deir  iropuiso  îniziale  sul  punto  M,  si  vede 
essere  afTatto  impossibile  che  il  punto  M  esca  fnori  di  questo  piano, 
non  essendovi  ragione  per  cui  n'esca  fuori  piuttosto  da  un  lato  che 
dair  altro. 

2*.  Poichè  la  forza  f  s*  indirizza  sempre  al  punto  0  corne  il  rag- 

d^Jk  T  ê€n  (ff^ 

gio  OM  =  r  ,  nella  -r-^  =:  /*. o         ^^^^  sen.{rf)  =  0  ,  e  per 

at  ^ 

consegaenza 


j^^ 

^dr  =  ''' 


la  quale,  integfata  due  volte  cosi  che  a  t:=0    corrisponda  ^  =  0, 
somministra 

A      ZZ      et    y 


dove  la  costante  c  è  uguale  air  area  descritta  dal  raggio  vettore  r 
neH*  unità  di  tempo,  oltre  di  essere  uguale  alla  meta  del  momento, 
intorno  ad  0,  della  velocita  u  del  punto  M. 

Viceversa  :  Se  questo  valore  di  A  si  sostituisce  neirequazione 


d*A rgen.(rf) 

IF"^''         2 


risulta  senXrf)  =:  0  ,  vale  a  dire  :  '  Se  la  traiettoria  del  punto  M 
è  in  un  piano ,  e  le  aree  descritte  dal  raggio  vettore  OM  sono  pro- 
porzionali ai  tetnpii  la  direzion  della  forza  motrice  f  passa  sem- 
pre pel  punto  0. 

167.  Coroll.  Dalla    relazione    A  zz  et  si  deduce  dA  =  cdt  ,  eà 
essendo 

2dA  n  r^d9  rr  xdy  —  ydœ  n  r  ds,sen,{rs)  , 
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dO  dy  dx  .   . 

sarè  ^^^^*  U^^dt'^'^  dt^  uri$n,(rs) , 


€  per  consegnenza 


dt  =  -^ —  ,     $en.{rs)  =  — - . 
2c  ru 


168.  Questto.  Movendosi  il  punto  M  sollo  Tazion  di  iina  forza 
dirella  ad  un  ccniro  0,  espriuiere  pcr  mezzo  délie  coordinate  polari 
(ô,  O^ff  =:  r  )  la  velocità  u,  la  saa  direzione  [  co«.(r5),  sen.{r8)]  , 
e  la  forza  centrale  f. 


Blsposta. 


4c*  ""  r*    "*■  V  rfd  / 


I  /'        /    X  —     2c 


ru 

1 

d 


(        ^="^'  (cor.(r.)  =  -r-f-. 


Olmostrazlone.  Per  ottenere  gli  esposti  risuUati  basta  ricor- 
rcre  aile  fonnôle 


ds       ^        rH9       ^      ,..        du 


ed  al   trîangplo  rettangolo  MmM'  {ftg.  45)  i  cui  lali  sono  ds,  dr,  rd9. 
Queslo  iriangolo  dà 

» 

f  C05.  (r<)  =  ~  , 
Bunque 

18 


13t 
e  qmndi,  ore  li  goardi  alla  identità   dr  =  —  r^d —  ,  ti  raccoglîe 


div- 


$ên.(rs)  zz 


ru 


> 


4c^  r^         \  dB  ^  i  ,    ,  ^7 

dB 


Inoltre,  se  supponiamo  (per  fissar  le  idée)  che  la  forza  f  attrag- 
ga  il  ponto  M  verso  il  centro  O,  e  che  perô  abbîa  una  direzione 
opposU  a  quella  del  raggio  veitore  OM  =  r,  sarà  {Àpp.  8) 


dr 
co$.(f$)  =  —  cot.(r$)  zz j- 


du 
P«r  queste  relazioni,  V  equazione  fco$.{f$):=:  -  -  divcnla 


du  d.u^ 

fdr  :=  —  ds  -7—  =  —  uduzz -- 

'  dt  2 

donde 

.a 


f^-~ 


d,u' 


2dr  ' 


Scolio.  Quesla  formola,  essendosi  costruita  nella  supposîzione  che 
la  forza  f  sîa  poiitiva  quando  esercita  sul  punto  M  un*azione  attral- 
tiva  verso  il  centro  0 ,  dovrà  dare  per  f  un  valor  negaiivo  nel  caso 
contrario.  Laonde  ,  nelle  applicaztoni ,  il  punto  0  si  dovrà  riguar- 
dare  corne  centre  di  aUrasetone  0  corne* centro  Ut  rtpul- 
sione  secondochè  il  valore  di  f  dato  da  colesta  formola  risulierà 
positivo  0  negativo. 

169.  Veor.  Se  un  punto  M  si  muove  descrivendo  una  sezione  co- 
nica  soito  l'azion  di  una  forza  sempre  diretta  ad  un  foco  délia  se- 
zione, V  intensità  di  questa  forza  andrà  varia ndo  in  ragion  reciproca 
del  quadrato  délia  distanza  da  esso  foco.  £  vice  versa  :  Se  un  punto 
M  è  attratto  verso  un  centro  0  in  ragion  inversa  del  quadrato  délia 
distanza ,  la  traiettoria  sarà  una  sezione  conica  che  avrà  per  foco 
il  punto  0, 
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Bim.  L'  equazîon  polare  délie  seztonî  eonîehe  è 


T  p 

dove  0  è  un  foco  délia  sezione  (fig.  45],  9  è  1'  angolo  onde  il  rag- 
gio  Tettore  OM  =  r  dévia  da  quella  délie  sue  posizioni  in  oui  ha  il 
Talor  più  piccolo 


0A=^ 


P  zn  :iz  a{i  —  e*)  è  il  semi paramètre;  a  è  la  meta  di  quel  diametro 
che  passa  pei  fochi  ;  «  è  il  coeffîciente  dell'  eccentricità  =  ea  ;  e 
secondochè  riesca 


e<l,     e  "zz  î  ,     e>l, 


la  sezione  conica  è  un'  ellisse,  una  parabola ,  od  una  iperbota  :  per 
€  rr  0  r  el lisse  divi^^ne  un  circolo  del  raggio  r  =:  p  =r  a  . 


1*.  Dalla  (t)  si  ricava 


=2 senJ  , 


d9  p 


d± 


t  qaindi  la  formola  — -  =  —  -♦-  I ÎLi    si  cangîa  nella 


4c»  ^ 


=  2(1  -^  ^co8.e)  —  (1  —  I*)  =  -?£  ::p  -î^  , 
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donde  ,  fado 


/  — — 

"^  P 


si  conchîade 


^  —  A  —  _1 

k  r  a 


1 


e  qiiesta  fa  palese  ch<;  la  velocîtà  u  de!  punto  M  diminnisce  al 
crescere  délia  disianza  r  dal  centro  di  azîone  ,  e  cbe  pero  è  massi* 
ma  là  dove  la  distanza  è  miDÎma. 

Sostitiiendo  questo  valore  di  ti*  nella  f  zz ^-^  si  ottîene 


2dr 


per  la  qnale  si  scopre  che  «  la  intensità  délia  forza  centrale  scema 
nella  proporzione  in  cui  cresce  il  quadrato  délia  distanza  r  dal  cen- 
tre di  azioiie.  » 

2*.  Vlcevemai  Se  un  corpo ,  essendo  in  31  (r,  0) ,  rireve 
ad  un  tratto  la  velocità  u  seconda  una  direzione  delerwinota 
MM'    [  co8.{r8)  ,    8en.{rs)  J  {fig.  45)  ,  e  pot  si  muova  sotlo  l*azion 

k 
délia  forza  n  — r  dirella  al  centro  0,  la  traietioria  sarà  una  se- 

zione  conica  che  avrà  un  foco  nel  punto  0. 

Per  dimosirarlo  si  osservi  che  la  via  che  il  mobile   dee  seguire  è 

nella  realità  pienamtnte  determinata ,  e  che  pero  ove  si  faccia  vcde- 

re  r  esisienza  di  una  sezione  conica  che ,  avendo  un  foco  in  0  cen- 

k 
tro  deir  attrazione  =  — ^  ,  soddisfaccia   aile   proposte   condizioni  del 

moto  iniziale,  questa  conica  sarà  la  vera  traicttoria.  Imperocchè  nel- 

l'enlrare  che  farà  il  mobile  a  descriver  sifTatta   ciirva,  ayià  in  M  la 

velocità  u   secondo  la  direzione  \co8\rs)  ,  «en.(r«)]  ,  e  di  più  si  Iro- 

k 
verà  sollo  l'  attrazion  continua  délia  forza  =  ~--  émanante  dal  cen-' 

r" 

Iro  0,  conforme  a  ciô  che  si  richi(>de  nel  problema. 


Ora,  supponendosi  date  nel  ponto  M  ûï  partenza  le  quantilà 

h  y  r  ,  t» ,  8en.(rs)  ,     cot.{rs)  , 

si  puo  subito  determinare  la  sezione  coin'ca  dî  cuî  si  traita,  e  qiian- 
to  alla  sua  naiura  e  grandezza  cercando  i  valori  di  ;?,  e,  e  quan\,o 
alla  direzione  délia  linea  de'  fodii  cercando  î  valori  di  co$.6,  $en.O 
relatîvi  al  punio  M.  Infattî  dalle  foraiole  già  stabilile  si  raccoglle 


2c  zz  rusen.(rg)  , 


f      i_  —  A  _  J^ 

\   ^    a    "    r  k 


11  r  re  . 

e  dalle  —  =:  — (1  -4-  ecos.O),  cot.{rs)  =r  —  r  -jr-  =  —  sen.  B  , 
r  t)  ad  p 

abbiamo 

C05.  Q  =:  — ( )  ,      sen,0  ==  -?-  co<.(r*)  . 

e  \r  p  /  er 

Ecco  adunque  trovaii  i  valori  di  /i  ,  c  ,  ô  pe'  quali  rimane  compîuta- 

mente  deieraiinaia    la   sezione  conica   che   dee   soddtsfare   a   tulle  le 

condizioni  del  probleroa. 

CoroU.  Nel  punto  M  {r,  6)  sia  h  V  altezza   dovuta   alla  velocità 

u  di  proiezione,   cioè   V  altezza  per  la  quale  un  corpo,  unimato   da 

k 
una    gravita  ^  =  -—  ,  dovrebbe  discendere  per  acquistare  la  veloci- 

r 

là  Uy  lalcbè  si  abbia 


2g         2k 


2k  u^  2  i 

Sarà  u^  zn  - ■     h  y  e  Teqnazione  -j-  m  —  ^  —  darà 
r*  Ara 

A  =  r  ip : 

2a    ' 
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onde  per  1'  ellisse  sarà  h  <r,  per  T  iperbola  A  >  r  ,  per  la  para- 
bole A  =  r  (  a  cagione  d'i  a  =  oo  )  ,  e  pel  circolo  (essendo  6  =  0, 

r  =r  fl  )  sarà  A  zr  —  ,  cot.{r8)  =  0  ;  vale  a  dire  :  «  Se  un  corpo, 

che  è  attratto  yerso  un  centro  fisso  0  in  ragion  inversa  del  quadra- 
to  deila  distanza  ,  yien  lanciato  nello  spazio  con  una  data  velocità 
u,  la  iraiettoria  sarà  una  délie  tre  sezioni  coniche  avente  un  foco 
nel  centro  dl  attrazione;  ed  in  parlicolare  sarà  un' ellisse,  od  una 
parabola ,  od  un'  iperbola  ,  secondochè  1'  altezza  h  doTula  alla  veto- 

cita  iniziâle  u  (  supposta  la  gravita  g  zz  —  j  riesca  inferiore^o  egua- 

le,  0  supcriore  alla  distanza  iniziâle  r  dal  centro  di  attrazione.  Cbè 
se  quest'  altezza  h  risuiti  uguale  alla  meta  délia  distanza  iniziâle  r, 
e  se  di  più  la  direzione  délia  veloeità  iniziâle  sia  perpendicolare  ad 
essa  distanza  ,  la  traiettoria  sarà  un  circolo.  » 

170.  Scolio  L  La  proposizione  :  «  Se  un  corpo  si  inuove  sotto 
r  attrazione  di  una  forza  centrale  inversamente  proporzionale  al  qua- 
drato  ddlla  distanza  dal  centro,  la  traiettoria  è  una  sezione  conica 
di  cui  il  centro  di  azione  è  uno  de'  fochi  :  »  puo  dimostrarsi  diret- 
lamente  per  mezzo  dell'  equazioni  generali  del  moto 


dv  du 

d-j-  zz  dt.fcos,(xf)  ,      ^-j-  ^  dt.f$en.{xf)  , 


combinate  colla  doppia  espressione  del  principio  délie  aree 


r*dÔ  =:  xdy  —  ydx  n  2cdt  . 


Infatti  y  coordinati  in  0  due  assi  rettangolari  Ox  ^  Oy  ^  si  ha 


cosXocf)  ss  —  cos.{xr)  ,     $en.(xf)  2=  —  $en.{xr)  , 


e  se  si  chiama  0  V  angolo  {xr)  ,  e  si  sostiluisce 
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r  equazîoni  del  moto  direntano 


dt  2c  '        dt  2c 


ed  intégrale  si  mutano  nelle 


e  queste  sostituite  nella  formola  délie  aree 


dy  dœ        ^ 

dt         ^   dt 


(essendo  x  z^  rcosfi^  y  i=  rsen,6)  prodncono 


4c' 
r(l  -♦-  <*sen,e  -f-  ficos.O)  zz  -7-  , 


eqoazione  che  apparliene  ad  una  sezione  conica  ayenle  i[  foco  nel 
punlo  O. 

171.  5co/to  //.  Quando  il  centro  deirattrazione  =  — ^  è  al  foco 

dî  on'ellisse  dl  semiassi  a,  6,  il  coefliciente 


4c^ 


9 
P 


che  rappresenta  V  intensità  délia  forza  f  alV  unità  di  dùtanza  dal 
centro  di  azione ,  si  puô  esprimere  solto  un'  altra  foraia  per  niezzo 
deile  note  formole 


A  =  ct,     ji  =  — 
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Imperocchè  se  si  snppone  che  il  raggio  vettore  r  impieghî*  il  teoipo 
T  a  descriver  lulia  1'  area  A  =  ah^  dell'  ellisse ,  si  avrà 


A    TCab 

T  T 


e  quindi 


Dunque 


V 

^**^ 

a'6» 
a 

S^r 

4îT« 

a' 

*  = 

A%* 

2*2 

• 

Applicazlone  al  slstema  del  mondo. 

172.  Le  leggi  del  moto  de'  pianeti  intorno  al  sole  si  dicono  Uggi 
di  Keplero  dal  nome  dell'  astronomo  illustre  che  primo  le  scopri , 
ricavaiidole  da  una  série  liinghissima  di  osservazioni.  Qneste  leggi 
sono  le  tre  conleniite  nelle  proposizioni  cbe  seguono  ,  e  si  riferisco- 
no  al  moto  del  ceniro  di  graviià  de'  pi<ineti. 

Ii099e  l*.  «  /  pianeti  si  muovono  in  curve  piane,  e  i  loro 
raggi  vetlori  OM  descrivono ,  intorno  al  ceniro  0  del  sole,  aree  A 
proporzionali  ai  tempi  t  :  i 

A  =^  et  , 

IaO^çic  2'.  «  Le  iraiettorie  de' pianeti,  chiamate  orbite»  sono 
ellissi  di  cui  il  sole  occupa  uno  de*  fochi  :  > 

♦ 

—  =:  —  (1-4-  ecos.O  )  ,     e  <  1  . 
^  V 

liCfTffe  3".  1  quàdrati  de'  tempi  periodici  T,  T^t  T, ,  elc.  dél- 
ie rivoluzioni  de'  pianeti  intorno  at  sole  sono  tra  loro  corne  i  cubi 
de*  grandi  assi  2a ,  2a^  ,  2a^  etc.  délie  loro  orbite  :  » 

a»    _  a/  _  a,'  ^ 
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173.  Parlendo  da  queste*  tre  leggî ,  Newton  fu  condotto  per  ma- 
no  délia  scienza  a  riguardare  il  centro  del  sole  corne  il  foco  di  una 
forza  attrattiva  che  si  estendo  ail'  infinito  per  ogni   yerso,   tirando 
a  se  i  corpi  in  ragion  inversa  del  qiiadrato  délia  loro  distanza. 

Ed  è  cio  che ,  alla  luce  de*  premessi  teoremi ,  possiamo  di  pré- 
sente comprendere  anche  noi.  Infatti  sappiamo:  1*.  Che,  posta  la 
prima  legge  di  Keplero ,  la  forza  f  onde  i  pianeti  sono  ritenuti  nel* 
le  orbite  loro,  dev'  essere  costantemente  diretta  Tcrso  il  centro  del 
sole;  2*.  Che  questa  forza,  posta  la  seconda  legge,  deve  attrarre 
ciascun  pianeta  in  ragion   inversa  del  quadrato  délia  sua  distanza 

dal  sole;  3*.  £  che  infîne  questa  forza  f/z=  -j  ,   posta  la    terza 

legge  e  per  consegoenza 


/:  r=  4îT*  —  =  Atc^  y^  =  etc.  , 

opéra  colla  stessa  attrazione  snlla  materia  di  tutti  i  pianeti,  non 
variando  il  valore  di  k  da  un  pianeta  air  aliro:  cosicchè  se  i  pia- 
neti fossero  condotti  ad  egual   distanza  r  dal  sole  e  poscia  abban- 

k 
donati  a  se  medesimi,  trovandosi  animati  dalla  stessa  forza  ^  =  — -- , 

r* 

cadrebbero  tutti  in  tempi  uguali  per  uguali  spazii,  ed  i  loro  pesi 
sarebbero  ad  ogni  istante  proporzionali  aile  loro  masse. 

Newton  estese  in  appresso  le  leggi  di  Keplero  ai  moti  délie  co- 
mète into6io  al  sole,  ed  ai  moti  dei  satelliti  intomo  ai  loro  pîa* 
neti  ;  e  passando  di  osservazione  in  osservazione,  e  d'  induzione  in 
indazione  pose  in  chiaro  che,  corne  i  corpi  terrestri  si  vedono  gra- 
vitare  verso  il  centro  délia  terra,  cosi  gravitano  i  pianeti  verso  il 
sole,  cosi  le  lune  o  i  satelliti  verso  i  loro  pianeti;  e  cosi  una  me- 
desima  gravitazione  universale  collega  tra  loro  i  diversi  corpi  del 
creaio ,  onde  awiene  che  tutti  nattraggano  mutuamentt  in  ragion 
diretia  délie  masse  ed  inversa  de*  quadrati  délie  distanze. 


19 
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3*.  Via  de'gravi  proietti  ntllo  êpazio  facendo  astrazione  dalla 
resistenza  del  mezzo.  Formole  per  determinar^  tutte  le  circostanze 
del  moto  :  vertice  délia  iraiettoria  ;  ampiezza  del  tiro  ;  angolo  di 
eUvazîone  per  colpire  un  dato  scopo  ;  punti  che  gono  dentro  o  fuo- 
ri  délia  portata  del  tiro;  limite  minimo  délia  forza  d'impulso  per 
arrivare  ad  un  dato  scopo. 


174.  Prohlema,  I.  Essendo  un  grare  lanciato  da  0  nella  dire- 
zione  OT  (fig.  46)  cDlla  Yelocità  c,  determinare  le  leggi  e  tutte  le 
circostanze  del  moto ,  facendo  astrazione  dalla  resistenza  del  mezzo. 

Soluzione.  Nel  piano  verticale  che  contiene  OT  prendiamo  due 
assi  Ox,  Oy,  il  primo  orizzontale,  ed  il  secondo  verticale  e  diretto 
air  insu ,  o  in  senso  contrario  délia  gravita.  Sia  e  l'angolo  di  ele- 
vazîone  del  tiro  xOT;  ccos.By  csen.9  saranno  i  valori  iniziali  délie 

dx        du 
velocità  parziali   •— ,    -^  onde  si  muove  il  proietto.  Influe  sia 


A-il 


V  altezza  dovuta  alla  velocità  e. 

Le  tre  equazioni  del  moto  curvilineo 

d^^^Pdt,     d^  =  Qdt,     d^-^ZTRdt, 
dt  dt  dt 


si  ridacono  nel  noslro  caso  aile  due 


4=»'  4'=-«-'' 


non  agendo  sul  mobile  altra  forza  che  la  gravita  g  :zz  —  Qy  ed  al 
principio  del  moto  essendo  evidentemente 

_=0.     ^  =  0. 
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Ora,  per  una  prima  integrazione,  coteste  due  equazioni  danno  le 
telocîtà  parziali  # 

dx  dv 

— -  =  ccosj  ,    ^  =:  csen,$  —  gt , 

dt  dt 

t  per  una  seconda  integrazione  danno  le  coordinate  x  »  y  espresse 
per  t  : 

g 

e  cosi  conoscîamo  il  laogo  del  mobile  ad  ogn'  istante. 

X 

Elimînando  t  =  ,  e    c*  =  2gk  ,  nasce  V  equaztone  délia 

€ eos.s 

traiettoria  : 


x^ 


y  =:  xtan.9  — , 


che  è  una  parabola. 

11  tempo  che  impiega  il  mobile  per  salire  al  vertice  délia  traiet- 

ày 
toria ,  cioè  al  punto  dove  la  yelocità  verticale  —  diviene  =  0  ,    è 

csen.9         ,  ..  ,  .        . 

t  zz  ,  e  le  coordinate  del  tertice  sono  : 


c»  cl 

X  n  —  sen.ô  cos.O  :=  — sen.  29  =  hsenM  , 


9  2g 


y  =  -^r-  sen\e  =:  h'sen^B  =:  _  (  1  —  cos.2B  )  . 
2g  2    ^ 


La  portata  orizzontale ,  o  V  ampiezza  a  del  tiro ,  è  1'  intervallo 

orizzontale  compreso  tra  i  punti  pe*  quali  y  =  0  /  La  portata  oriz- 

2c 
zontale  si  compie  dunque  nel  tempo  t  = sen.S ,  ed  è 


a:=  4h  8en,9  coêfi  =  Ih  8en,2B  ^ 
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Da  quest'  espressione  apparisc&  :  t.*  Che  si  ha  la  massima  am- 
pî«za  del  tiro  qnando  Tangolo  d  di  elerazione  è  semiretto,  ed  al« 
lora  azz2h;  2®.  £  che  si  hanno  ampiezze  uguall  con  due  tirî  Tuno 
de'  qualî  di  tanto  ecceda  V  angolo  semiretto  dî  quanto  Y  allro  ne 
manca. 

Problema  II.  Data  la  Telocità  e  di  proiezîone,  si  domanda  quai 
dey*  essere  V  elevazione  B  del  tiro  affinchè  il  proietto  colpisca  un 
dato  scopo  (œ,  y). 

Soîuzione.  Qui  supponendosi  note  le  coordînnte  x,  y  dello  sco- 
po, il  valore  di  6  si  avrà  dair  equazione  délia  traieltoria,  ossia  (a 

1 
cagione  di  — r-zr  =  ^  -»-  tan.* 6)   dalla 


y  =  xtan.B —  'jri^  "♦"  tan\ô)  , 


che  si  pu6  scriver  cosi  : 


(xtan.ey  —  4h{xtan.O)  =  —  4hy  —  x^  , 


e  che  rîsolnta  somministra 


xtan,$  :=!  2h  ±  l/[ih{h  —  y)  —  x*], 

Qnesli  due  Talori  di  ian.O  saranno  disuguali,  ugualî,  od  immagina- 
rii  secondochè  risulti: 


4h{h  —  y)  —  x^>0,   =0,    <0. 

Ciô  posto,  immaginiamo  descriita  la  parabola  che  corrisponde  al- 
r  equazione 

4A(À  — y)--a:a  =  0,     ossia    x*=i4h{h  —  y), 

c  che  per  conscguenza  ha   il  paramclro  =  4A,  il  foco  nel  punto  0 
del  tiro ,  ed  il  verlice  al  di  sopra  di  0  pcr  un*  altczza  =  h. 
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Un  punto  M  cadra  al  di  fuori  o  al  di  dentro  di  qiiesta  parabo- 
la ,  secondochè  le  coordinale  j?,  y  di  csso  punto  rendano  l'espressione 

4A(A  — y)— ^*<0  ,  >0  . 

Se  adunque  si  fa  girar  quesla  parabola  intorno  all'asse  verlicale  Oy 
sicchè  gcneri  la  superficie  chiusa  di  una  VoFla .  lutti  i  ponti  eslerni 
alla  Volta  saranno  fuori  délia  portata  del  tiro ,  ed  ognî  pimto  in- 
terno  potrà  esser  colpito  dando  al  tiro  due  angoli  diversi  di  elevazio- 
ne,  angoli  che  si  ridurranno  ad  un  solo  quando  lo  scopo  M  si  troTÎ 
precisamente  sulla  Voila. 

In  générale:  perché  un  dato  scopo  (x,  y)  possa  venir  colpito, 
r  altezza  h  dovuta  alla  velociià  c  deir  impulso  dee  soddisfare  alla 
relazione 

Ah*  —  4hy  —  X*  >  0  ,  =  0, 
donde  si  trae 

^=  [i(y-^|/(^^-*-y*))  . 

con  chc  si  fa  noto  il  limite  inferiore   délia  forza  c  d'  impulso  per 
arriva re  al  segno  proposlo. 

Scolio.  Se  prendianio  per  asse  y  la  relia  OT  chc  rappresenla  la 
direzione  del  Uro  (  fig.  47),  e  per  asse  a? 'la  verlicale  condotla  per 
O  ne!  senso  délia  gravita  g,  V  eqnazioni  del  moto  saranno 

le  qualî ,  per  una  prima  integrazione ,  danno  le  velociià  parziali 

dx  dy 

^  =  gt.    --  =  c, 

e  per  una  seconda  integrazione  danno  le  coordinale  x,   y   espresse 
per  t  : 


c 
toria  parabolica  y^  z=  4hx  . 


cd  eliminando  <  =:  —  ,  c*  =  2^A  ,  nasce  1'  equazione  délia  Iraîel- 

c 
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4°.   Via   de*  gravi  proietli  in  un  mezzo  resistente.  Il  ramo   ai* 
scendente  délia  traiettoria  tende  a  divenir  verticale;  luogo  del  mo' 
bile  ad  ogn*  istante  ;  altezza  ed  ampiezza  del  tira  ;  assintoto  verti- 
cale. Ca$o  in  cui  V  angolo  di  elevazione  è  piccolissimo. 


175.  Problema  I,  Un  grave  essendo  dal  panto  0  tîrato  nella  di- 
rezione  OT  colla  yelocilà  c  in  un  mezzo  resîstente  (fig.  48),  si  do- 
manda  la  traiettoria ,  e  1'  altezza  ed  ampiezza  del  tiro. 

Soluzione.  Nel  punto  0  e  nel   piano  verticale  che   contiene   OT 

siano  coordinati  gli  assi  Ox,  Oy,  il  primo  orizzontale,  ed  il  secondo 

verticale  e  diretto  ail' insu.  Sia  9  Tangolo  xOT  di  elevazione  del  ti- 

dx 
ro;  ccos.B  ,  csen.o  saranno  i  vaiori  iniziali  délie  due  velocita  -yr  > 

a» 

~-  ond'  è  anîmato  il  proietto  nel  senso  orizzontale  e  verticale.  Sia 
at 


c» 


h  V  altezza  dovata  alla  velocita  c,  talchè  si  abbia  ^  ==  — -  .    Infinc 

2g 

sia  gR  la  resistenza   del   mezzo  la  quale,  facendo  ostacolo  in   senso 

opposto  alla  direzione  del  moto  ds,  avrà  le  componenti  espresse  per 


^dx  ^  dy 


Cio  posto,  il  proietto  sarà  sollecitato  ne'  due  sensi  orizzontale  e 
verticale  dalle  forze  : 


C  le  due  equazioni  generali  del  moto 


d^—Pdt::zO,    d-^  —Odt:=zO, 
dt  ai 
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prenderanno  la  forma 


.dx         ^dx  . 

0)  'dd 


£  poîchè  rordinala  y  di  ogni  punto  délia  traiettoria  è  funzîone  dél- 
ia corrispondente  ascissa  x  ,  sarà 


dy  zz  pdx  , 


dy  dx 

donde  3^  =  P  -j-  ,  e  quindi 
at  at 


.dy  .  dx        ^     dx 

dt       ^    dt  ^  dt 


Per  quest'  espressioni  di  (2y  e  di  (l--p-,  la  seconda  délie  (1)  si  can- 

dt 


gia  in 


(.dx         ^dx  ^\  ,  dx 


mercè  délia  quale  le  (1)  si  ridacono  aile  segaenti 


,  dx  dx  , 

(0' 

JM  dx         - 
dp—'¥'gdtz:zO. 


Adottiamo  adesso  1'  îpotesi  che  la  resistenza  gR  sia  proporzionale 

ds 
al  qnadrato  délia  lelocità  u  zz  -y-  ^  cîoè  poniamo 

dt 


gR=g(kuy  =  g{k^)\ 
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e  per  abl^reviare  si  faccia 


n  /d8\* 


»  =  2gk*;    sara    gR=  ^{jlj 


Le  (1)'  equivarranno  aile 


^  dx  ^         n        dx^ 

dt  "^        F  ^'dT' 
(2) 

(te  ""  ^  W/   • 


Cerchiamo  d'  integrare  successivamente  ciascuna  di  qnest*  eqaazioni. 
Dalla  prima  si  ricava 


^  • 


n    _  dx    dx       ^  ,     dx 

2  dt     dt  ^   dt  ' 


dx 
ed  integrando  cosi  che  ad  <  =  0  corrisponda  -3—  ^:cco$.0^  si  olliene 

dt 


fi  dj!/  i  dx  \ 


donde ,  passando  dal  logaritmo  al  numéro  » 


2 


'\dx/ 


dx 
dt  \dx/  2ghcos^,e 


essendo  c*  =  2gh, 

dx 
Da  qoesto  valore  di  -y  apparisce,  che  la  velocità  orizzonîale  del 

dt 

proietio  diminuîsce  continuamente  al  crescer  dello  spazio  s  percorso, 

e  che  alla  fine  dee  convergere   verso  lo  zéro..  £  ne    conseguita  : 
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I*.  Che  il  moto  del  proietto  soi  ramo  discendente   délia  traiettorîa 

tenderà  di  più  in  più  a  divenir  verticale,   e  per  conseguente   tint- 

forme  (160)  ;  2*.  E  che  perè  cotesto  ramo  discendente  avrà  un  as- 

sintoto  verticale. 

«      •  ^     àp'  /di\*  .    .  ... 

Per  mtegrare  la  ----  rz  —  g  i-j-\  ,  sostituiamo  m  essa  il  yalo- 

rc  di  (— j    trovato  qui  sopra  :  avremo 


(4) 


dp  _  g"* 


la  quale,  moltiplicata  per  V  identità  dx[/{\  m-  p*)  =z  dt ,  divenU 
L*  integrazione  per  parti  dà 

/«t/(t-HP«)=Pt/(i-Hp»)-/p|f^ 

(1  ^f'idp 


PKu-t-p;    y  i/Oh-p»)  ■^J  1/(1  h-p»)  • 


donde 


e  d*altra  parle  si  ha  {Âpp,  74) 

Cosi  dalla  (5)  integrata  >  mutato  il  segno  ,  nasce 

(6)  C^T\/{\^V^)—log.[p^\/{\^p^)\  =        *" 


nyi  fo«^.^    * 
dovô  C  è  la  costante  dcir  integrazione. 


20 
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Se  poniamo  per  abbreviare 

P  =  pl/(i  ^  P-)  ^  log.[p  ^  l/(î  ^  P-)  ] 
i*  equazione  (6)  assumera  le  forme  pîù  semplîci 


(6)'  «"irnACC— P)co««.5,    c     =: 


e  la  (4) ,  eliminando  s  ,  dWerrâ 


nh(C  —  P)cos\9   ' 


f-  =  --^iC-P)=-gk-(C-P), 


donde 


gk'dx = .^-^  =  -  dp(c  -  pr^ . 


Se  a  qnesta  relaziqpe  ir^  x  e  p  aggîuugîamo  le  relazioni 

dy  =  pdx  ,  -p  =  —  ^  (  J  /   '     ^^*'*    ^^^*  ^  —  ^^^^  * 


otterremo  le  quantité  t,  Xy  y,  espresse  tutte  in  fnnzione  di  p  nelle 
formole  : 


3 


(  gkdt   :=z  —  dp(C—P) 
(A)  j    gk^dx  =  ^  dp{C—P)'' , 

[  gkHy  =  -pdpiC-^Pr'  . 


Per  determinar  la  costante  C ,  denotiamo  per  p^ ,  P^ ,  cî6  cbe 
diventano  le  quaniita  p,  P  air  origine  0  del  moto,  quando  si  ba 
£  =z  0.  Il  valore  di  C  si  dedarrà  dalla  formola  (6)' 


c"'  =  fiA(C  — P)fo«».  «, 
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ponendovi  s  z=  0 ,  ?  r:  P^  ;  e  si  avri 


C  =  P..         < 


nhcoi^,  9 


La  qnantîtà 


p  =  -jI-  =  tang.(x8)  , 


rappresentando  nel  panto  (a?,  y)  la  tangente  deirangolo  (a;«)  chc  la 
direzione  délia  traiettoria  fa  coll'  oriizonte,  cotnincia  col  yalore 


p  =  tan,  9  ; 


poi  scema  continnamente  insieme  coll*  angolo  {xs)  nel  ramo  ascen* 
dente  délia  traielloria  {fig,  48)  ;  svanisce  alla  sommità  ;  ed  appres* 
80  f  nel  ramo  discendente  ,  si  tfamuta  in  negativa  e  faa  per  limite 
tan,(  —  90"  )  =  —  oo  . 

L'  equazîoni  (À)  contengono  la  soluzione  del  problema.  Impe» 
roccbè  per  mezzo  d*  integrazioni  approssimate  conducono  a  scopri- 
re  ,  ad  ogui  istante  del  tempo  t  »  dapprima  il  valore  di  p  ,  e  quin* 

di  il  iaogo  {x  »  y)  del  proietto  e  la  sua  Yelocilà  /  ~-  ,   ^  )  .  Se    ne 

prendiamo  gl*  intégral!  definiti  tra  i  limiti  di   p  zzp^^    p  z=  0  ,  si 
avranno  le  coordinate  del  yertice  délia  traiettoria  soito  la  forma 

• 


Ver  avère  V  ampiezza  a  del  tiro  convien  cercare  primîeramente  qaal 
sia  il  valore  di  p  nel  panto  dove  il  ramo  discendente  taglia  Tasse  x 
e  dov'  è  y  =  0.  Chiamaio  p«  questo  valore  ,  esso  si  dovrà  dedurre 
dair  equazione  trascendente 


y   pdp{c  -  P)-*  =  0 , 
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e  poscia  SI  avra 


Fînalmente  V  ascissa  relatWa  al  punto ,  o?e  V  asse  x  è  tagliato 
dair  assintoto  yerticale  ,  sarà 


^  =  ^//'  ''^'-  '•>■ 


Scolio.  Si  dimostra  pur  facilmente  che  il  ramo  ascendenle,  ore 
8'  intenda  prolungato  indeûnitamente  al  di  là  deirorigine  0,  ha  un 
assintoto  rettilineo  inclinato  ail*  orizzonte. 

Probleîna  IL  Determinare  la  trnettoria  de'  proietil  ne'  mezzi  re- 
sistenti  quando  l'angolo  $  dl  «levazione  è  piccolissimo. 

Soluzione.  In  questo  caso  si  pu6  ottenere  ,  con  approssimazione 
sufficiente,  l'equazlone  in  a?,  y  dî  quella  parte  délia  traiettoria  che 
è  situata  al  di  sopra  di  Ox.  Infatti ,  per  tutta  questa  parte ,  la  dî- 
rezione  délia  traiettoria  essendo  in  ogni  punto  quasi  orizzontale, 
la  quantité  p  è  piccolissima ,  e  si  ha  prossimamente 


ds  zz  dx  y    ed    t  "^i  x  ; 


con  che  1'  equazione  (4)  si  muta  nella  seguente 


dp  ^  d^y  ^     —  «^ 


dx        dx^         2hcos\9 


Integrando  due  volte  di  segnito ,  e  determinando  gl'  integrali  cosi 

dy 
che  ad  a?  =  0 ,    corrisponda    yzz^i^t   --—  r=  tan.9  , 

dx 
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SI  trova  dapprima 


dy 


1  —  e 


nx 


2nhcos^.O    ' 


e  poscia 


^  y  r:  xtan.O 


i  ^  nx  —  e 


2n^h  cos^.  9 


Si  avranno  le  coordinate  del  Yertice  délia  traieltoria  ponendo  p  zz  0; 
e  V  ampiezza  a  del  tiro  poneqdo  y  z:  0. 

•    Inoltre  dall'  equazione  gdt^  zz  — •  dxdp ,  e  dal  valor  précédente 
..dp       .    . 
"5^  '  **  ricaya 


n* 


nx 


di  z= 


é^dx 


-  ,  c  quindi    i  zz  — ^^^ — - — 

i/2gh  cos.e  i/2gh  n  cos.e 
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CAPO   III. 

Del  moto  «opra  nna  data  «aperllcie 
e  sopra  una  data   cnrTa. 


1 .  Queêto  moto  si  puà  considerar  corne  libero  se  alla  superficie  data 
s* intende  sosiituita  una  forza  eguale  ed  opposta  alla  pressione.  La 

pressione  non  altéra  la  forza  tangenziale  —7-.  Valore  delta  veloci-» 

ta  u  nel  moto  di  un  grave.  Se  il  moto  è  uniforme,  la  traiettoria 
è  una  linea  geodesica.  La  vélocité  u  e  la  curvatura  délia  traietto» 
ria  cessano  d'  influire  sulla  pressione  contro  la  superficie ,  quando 
la  superficie  è  piana,  Equazioni  relative  al  moto  per  una  data 
eurva  piana.  ^ 


176.  Nel  moto  sopra  una  data  superficie,  la  pressione  k  del  mo- 
bile non  pu6  esser  diretta  chc  secondo  la  perpendicolare  alla  stessa 
superficie  :  perché  se  fosse  obliqua  poirebbc  risolvcrsi  in  due  1'  una 
normale  e  1'  alira  tangenziale,  e  quest'  ultima  non  farebbe  pressio- 
ne, il  che  è  conlro  V  ipoiesi. 

Se  la  superficie,  sopra  eut  si  fa  il  moto,  è  rappresentata  dal- 
r  equazione  N(x,  y,  z)  =  0,  la  direzione  délia  pressione  k  nel  pun- 
to  {Xy  y,  z)  sarà  rappresentata  dall'  equazioni 

cosAxn)  =  —  ^-  ,  cosAyn)  zz ^  ,  cosAzn)  — r*  > 

^     '        n  dx  ^^  '        n    dy  ^  n    dz 

essendo 

•=^[©'*Q'-(ë)-]- 

Infatti  sappiamo  (Àppend,  61)  chc,  se  nel  punto  (x,  y,  z)  délia 
superficie  N  si  conduce  una  retta  n  che  cada  sugU  assi  Ox,  Oy,  Os 
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.    ,     .  dN     dN     dN  .^      „     .       .      . 

colle  proiezioni  3—  ,  3—  ,  --r—  ,  questa  retta  dee  rioscire  perpen  di- 
eu?     dy       dz 

côlare  alla  superûcie,   ed  è  poi  in   nostro  arbitrio  di  fare  in  modo 

(cangiando  ail'  uopo  il  segno  deir  eqaazione  iV  r:  0)  che  la  retta 

n  sia  diretta  nel  medesimo  rerso  che  la  pressione  k. 

177.  Teor.  Un  punto  M  che  si  mnova  sopra  nna  data  superficie 
puo  considerarsi  corne  libero  nello  spazio  sotlo  l'azione  di  nna  for- 
za  F  composta  di  due  altre  forze  (f,  —  Ai),  délie  quali  la  prima  f 
è  la  forza  reale  che  sollecita  il  mobile ,  e  la  seconda  —  k  è  nguale 
ed  opposta  alla  pressione  del  mobile  contro  la  snperflcie. 

Dim.  Per  intender  ci6,  basta  osserrare  che  il  moto  del  punto  M  si 
rimarrà  il  medesimo  se ,  rimossa  la  sottoposta  superficie,  si  applichi 
al  punto  in  ogni  istante  dt  una  forza  eguale  e  contraria  alla  pres« 
sione  k  (si  fa  aslrazione  daU'attrito). 

Cio  posto  :  V.  Se  le  forze  si  decompongano  ciascuna  in  tre  pa- 
rallèle agli  assi ,  V  equazioni  generali  del  moto  sopra  la  super- 
ficie JV  =  0  saranno 

d*x  d^y  d^z 

P—k coê.{xn)  =j^f  Q  —  k eoi.{yv)  =  — ^ ,  R~^k cosXzn)  =—  ; 

2*.  E  se  le  forze  si  decompongano  ciascuna  in  due  secondo  le  dire- 
zioni  tangenziale  e  cenlripeta  [ove  si  rifletta  che  Tangolo  ($n)  è 
rettOi  e  kco$.(8n)  ^zO]  si  avranno  le  due  equazioni 

fcos.(f8)  =  ^  ,       fcot.(fr)  —  k  cos.(nr)  =a—  , 

nelle  quali  r  dénota  il  raggio  osculatore,  e  gli  angoli  («/),  (/r),  (nr) 
sono  dati  dalle  formole 

fds  eo$.(8f)  =  Pdx  -♦-  Qdy  -f-  RdZy 
^  ai        ,^^  ^^dx        ^^dy        ^j  dz 


rfs         ,    ,        dN  ^dx        dN  ^dy         dN   .  dz 
r  ^    '         dx      di         dy      di  dz       di 

totte  espressioni  di  uno  stesso  teorema  noto  (App.  11). 
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178.    CorolL  L   Dali*  equazione  fcos.(sP  ::;:  -3-   si  deduce  chc: 

dt 

«  Nel   moto  di  un  pnnto   per   una   data   superficie  »   la    pressione  *  k 

non   altéra    la  forza  tangenziale .    »  Quest*  equariooe   moltiplicata 

per  ds  diviene  j 

fdscos.(êf)  =r  du—  r:  udu  zn  ^"^> 


doTe  dsco9.{»f)  rappresenta  il  cammino  che  neiristante  dt  ha  per* 
corso  il  mobile  «econdo  la  direzione  délia  forza  f.  Se  si  dénota  per 
dh  questo  cammino,  onde  si  abbia 

dh  :=  dscoi  (gf)y 
sarà 

d'^=fdh,    ed    "Çzrzffdh. 
Cosi,  se  la  forza  f  sia  quella  délia  gravita  =-±  g^  avremo 

valendo  il  segno  superiore  quando  il  mobile  discende ,  e  l' inferiore 
quando  sale.  Di  qui  la  seguente  notabile  proposizione  : 

«  Quandp  il  mobile  è  sollecitato  dalla  sola  gravita ,  per  qualun- 
que  linea  esso  discenda  0  risalga,  avrà  in  ciascun  punto  quella  ve- 
locità  medesîma  che  avrebbe,  se  fosse  disceso  0  risalito  vertical  mente 
per  uguale  altezza.  » 

179.  CorolL  JI.  Perché  il  moto  riesca  uniforme,  si  richiede 
evidentemente  che  la  forza  motrice  f  agisca  sempre  in  direzion  per- 
pendicolare  alla  superficie,  e  che  pero  si  abbia 


e  poichè  la  direzione  délia  forza  F  si  deve  sempre  trovare  nel  piano 
osculatore  délia  traicttoria ,  questo  piano  sarà  da  per  tutto  perpendi- 
colare  alla  stcssa  superficie,  e  per  conseguenza  la  traiettoria  sarà  una 
linea  geodesica  ("HQ^*  Dunque: 
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«  Se  il  moto  por  una  superficie  corTa  è  uniforme,  la  iraiettoria 
sarà  una  linea  geodesîca,  e  Tazion  délia  forza  motrice  sarà  o  nulla 
o  sempre  normale  alla  superficie:  e  viceversa.  » 

180.  La  formola  générale  che  dà  la  pressione  ft,  si  ottiene  pro- 
iettando  sulla  retta  n,  normale  alla  superficie  iV,  i  due  sistemi  equi- 

(du     u^  \ 


u^ 


k  =  feo$.(fn)  —  —  eos.frn) , 


equazione  in  cui  già  eonosciamo  l' espressione  di  eos,(m) ,  montre 
Tespressione  di  cos.ifn)  si  avrà  dalla 

^^  ,       ^  dN        ^dN         ^dN 


Dal  yalore  di  i  apparisce  che  :  «  Quando  il  mobile  corre  per  una 
superficie  curfa,  la  pressione  k  varia  da  punto  a  punto,  non  solo  con 

qneila  componente^  délia  forza  ^  che  ë  normale  alla  superficie»   ma 

eziandio  colla  Telocità  i«,  e  colla  curratura.  » 

181.  CorolL  Se  la  superficie  iV  è  un  piano,  sarà 

k  ==  fcos.(fn) ,     ed     F  =  f$en.(fn) , 

perché,  essendo  la  traiettoria  in  questo  piano,  Tangolo  (rn)  riesce 
di  90*,  e  la  forza  F  composta  délie  tre  [fco$,(fn)  ,  f8en.(fn)y  —A] 
si  riduce  e?identemente  alla  sola  fsen.  (fn) .  Dunque  : 

«  Âllorchè  il  moto  avviene  sopra  un  piano ,  la  pressione  è  sem- 
pre uguale  a  quella  componenle  délia  forza  motrice,  che  è  normale 
al  piano,  ed  \\  mobile  cammina  come  se  fosse  libero  sotto  1*  aztone 
dcir  alira  componente  parallela  al  piano.  » 

182.  Supponiamo  che  la  superficie  N  si  ridnca  alla  curra  piana 
iVfrr  ,  t/'^  ::r  0,  e  che  la  pressione  k  sia  po$Uiva  quando  si  fa  sul 
convesso  délia  curva,  ossia  quando  è  diretta  come  il  raggio  oscula- 
tore  r  verso  il  ceniro  di  curvalura,  onde  riesca 

cof.ffk)  —  coi.ffn)  rr  coê.(fr)  ^  cos.(nr)  =  1. 

21 
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Influe  supponiamo  che  l'angolo  retto  («»)  Bi9ipoiitivo  andando  dalla 
direzione  s  délia  traiettoria  al  raggio  osculatore  r .  Ci6  posto  .- 

1  *.  L' equazioni  del  moto  sulla  curva  piana  saranno  : 


P  —  kcot.(xn)  =  -^  ,  e  —  kêen.(xn)  =  -j^  , 


dove 


co$,(xn)^^$en,(x$)=  —  :r  =  T-<'7- =— /^ 

n   dx      ds    d$  d$ 


$en.(xn)  =  co*.  ^xv  =  —  -^-^—rf-^r:---; 
«  n  dy        ds      ds      ds 


2*.  La  forza  taogeDziale  d'inerzia  sarà 


dt      '         ^  '^  ds       ^  ds         n\      dy        ^  dx    r 


3*.  £  la  pressione  k  sarà 


r         n  \       dx  dy    /        r 


2.  Discesa  de'  gravi  pe'  piani  incîtnaiiy  e  sua  relazione  colla 

discesa  verticale.  i 


183.  Teor.  Ore  si  faccîa  astrazione  dalle  resistenze,  il  moto 
di  un  grave  sopra  un  piano  inclinato  air  orizzonte  si  eompie  se- 
condo  le  stesse  leggi  che  nello  spazio:  <  Se  rettilineoy  il  moto  è  equa- 
bîlmente  Tariato  ;  se  curvilineo  ,  il  moto  è  parabolico ,  composto  di 
due  moti  rettîlinei,  l'uno  uniforme  e  Taliro  equabîlmente  variato.  » 


ÏHm,  Pel  punto  O  donde  s*inizia  il  moto  del  grare ,  s' intenda- 
liio  condotti  nel  piano  inclinato  {fig,  49)  due  assi:  Oy  orizzontale, 
ed  Ox  perpendÎGolare  ad  Oy  e  diretto  in  basso.  Inoltre  la  graTÎta 
g  del  mobile  si  Goncepîsca  decomposta  in  due  g\  k,  Tana  parallela 
e  Taltra  perpendicolare  al  piano»  onde  sia 

g'  ^=  geo$.(xg),   k:s:g$en.(xg). 

La  prima  ^  di  queste  for^e  si  adopera  a  spingere  il  grave  lùngo  11 
piano,  e.a  farlo  discendere  per  la  linea  retta  Oj?  perpendicolare  alla 
coman  sezione  del  piano  coirorizzonte;  e  la  seconda  forza  k  espri- 
me  la  pression  costante  del  mobile  contro  il  piano  (181).  L'equazio* 
ni  del  moto  saranno 


'ë=*^*.  4-«' 


per  le  qaali  si  rende  manifesta  la  rerità  del  teorema. 

dx 
Coroll.  I.    Integrando  due  volte    T  equazione  d  -j  ^z  g'dt  ,  eosi 

'  dx  A 

che   a  I  s  0   corrisponda   u  =  — =:^,  ed  x^O,  raecogliesî 

dt 


vale  a  dire  :  «  Un  grave  posato  sopra  un  piano  inclinato  discende,  con 
moto  equabilmente  accelerato,  per  la  linea  retta  perpendicolare  alla 
coman  sezione  del  piano  coirorizzonte.  » 

CorolL  II.  Siano  v  ed  «  le  velocità  acqnistate,  ed  f  ed  x 
gli  spazii  percorsi  in  egual  tempo  t  da  due  gravi,  cadenti  Tuno  per 
la  verticale  OB  |  Taltro  pel  piano  inclinato  OÀ  (Jig.  49).  OÀ  sia  la 
lunghezza  del  piano,  QB  Valtezza.AB  la  base,  e  C  il  piede  dfUa 
perpendicolare  condotta  da  B  sul  piano  OÀ.  Sari 


^  ti  =  gt,  C  i  zz\gi^ 

(  w  =  g'U  H  c  =  i  g'i*  ; 


I  ; 
j 
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t  quîndi 

t*  ""  X  ""  ^'  "~  cos.{œg)      OB^  OC  ' 

Taie  a  dire  :  »  Le  Telocità  acquistate  e  gll  spaziî  percorsi  in  egnal 
tempo  da  due  gravi,  cadenti  l'uno  per  la  Terticale  OB  e  Taltro  pel 
piano  inclinato  OA ,  sono  tra  loro  corne  la  lunghezza  OA  del  piano 
airaltezza  OB,  cosicchè  mentre  il  primo  discende  per  tutta  l'altez- 
la  OBf  Tallro  arma  al  punto  C  oTe  cade  la  perpendicolare  con- 
dot  ta  da  B  siil  piano  OB,  » 

CorolL  IIL  Tutte  le  corde  OC,  OC  (fig.  50)  di  un  circolo  che 
partono  dali'una  dell*  estremita  di  un  diametro  verticale  OB,  sono 
percorse  nello  stesso  tempo;  nel  tempo  in  cui  il  grave,  liberamente 
cadendo,  percorrerebbe  quel  diametro. 


3.  Diêcesa  de* gravi  per  la  cicloide  :  que$ta  curta  sola  è  iautocronaf 

e  iola  è  brachittocrona. 

184.  Nella  cicloide  AOB  dell'  eqoazionc 

«*  =  2ax  , 

V  asse  Ox  sia  verticale,  V  origine  0  délie  coordinate  â?,  y  e  deU 
r  arco  8  sia  il  punto  infimo  délia  curva,  ed  OD  =  ia  il  diametro 
del  circolo  generalore.  Le  direzioni  délia  tangente  e  del  raggio  oscu* 
latore  r  nel  punto  (x,  y) ,  scendendo  da  il  in  O ,  si  avranno  dal* 
r  equazioni 

\  di  a 

< 

coi.(xr)z:Z'^sen.(xê)=l/(i^^):=:  4-d^  , 

\         a  /       es     d$ 

2ûÊi 

ien.(xr)  =:  coe.(x$)  =:  — p/ —  5 

ed 

r  =z  \/(a^  —  2ax)  =:  |/^a«  —  iV  . 
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185.  QutBtto.  Bal  pnnlo  (x:=:h,  y  =  /9j  délia  cicloîde  ÂOB 
(  fig.  5i  )  essendo  un  grave  abbandonato  a  se  stesso  ,  e  scendendo 
pel  concaTo  dî  essa  curva  verso  il  punto  infimo  0  ,  si  domanda  la 
velociià  u  del  mobile  in  qiialunque  punto  M(x,  y)  ,  la  sua  pressio- 
ne  k  contro  la  eurva  ,  ed  il  tempo  t  corrispondente. 

Bispoita, 


Soluzione,  1*.  Poîchè  la  velocilà  che  acqnista  il  grave  nel  passa- 
re  dal  punto  (hy  fi)  al  punto  (x,  yjy  è  quella  medesima  che  avreb- 
be  acquistato  se  fosse  sceso  verticalmente  per  eguale  altezza  h  —  x^ 
cosi  avremo 


1**  =:  2g(h  —  a?;  ,    ed    u  =  \/2g(h  —  x)  . 

2*.  Trovata  la  vélocité  ii,  la  pressione  k  si  dedace  dalla  formola 
générale 


«» 


kzzgcoi.(gr) , 

r 


dove 


eot 


.(gr)zz  —  eos.{xr)=  —  \/(^i——\;    r  z:i[/{a* —  2ax). 


Fatte  le  sostitnzioni  e  ridnzioai ,  risuUa 


a  -K  2A  —  4j; 


(/(a*  — 2ûJ?) 


Essendo  in  ogni  caso  a  >  2j?  ,  A  >  â? ,  e  per6  a  -«•  2A  >  4â; ,  la 
pressione  k  (  siccome  sempre  negativa  )  non  cessa  mai  di  farsi  dal 
concavo  al  convesso  délia  cnrva  (182). 


3*.  11  tempo  t  délia  discesa  dal  punto  (h,  fi)  al  punto  {x^  y) 

d$ 
si  ricava  dair  equazione  dtn ,  sostîtnendo?i 


u 


ds  =  dx\/^ ,        cd     1*  =  [/"^Igih  —  x)  . 


£  si  ha 

—  dx 


rfr  =  l/^. 


Ag'[/{hx  —  x^)  ' 


ossia 


^^-(-1)'] 


Se  poniamo 


h           h          ^     ^             2œ  —  A,  h  ^ 

X j  z=  —z,    dondc    5r=  -    ^^ ,  dx  ^-^^x  , 

9 


si  a^ra 

j     y  0             —  dz 
2dt[/  -'  =  —7-- rr  n  d.arc.cos.x  ; 


ed  integrando  cosi  ,  che  per  f  :=  0  risulti  xzzh,  otterremo 


.  2x  —  h 

z  zr = 


=:  coê.  (  2t  l/-^)  , 


donde 


2  \  4  /  a 


Coroll.  Facendo  a?  =  0 ,  si  arrà  il  tempo  totale  délia  discesa  dal 
punto  (hy  fi)  fino  al  punto  inflmo  O(â;  =  0,    y  =  0)ye  sari 

eo$.  il/—  rs  0  =:  fo<.-r--  ,  e  qnindi 
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Questo  valore  di  I,  essendo  affatto  indipendente  dal  rito  (A,  /S)  di 
partenza,  fa  palese  la  singolarissima  proprietà  délia  cicloide,  cbe  da 
qaalunque  punto  délia  sua  circonferenza  si  abbandoni  il  graye  ,  es- 
so  arriva  al  pnnto  infimo  nello  stesso  tempo.  Per  questa  proprietà 
la  ciclolde  si  dice  tautocrona. 

£d  è  da  noiare  che  arrîvato  il  grave  al  pDDto  infimo  colla  vélo- 
cita  dovuta  ail'  altezza  délia  discesa ,  salira  in  appresso  in  tempo 
eguale  per  un  aroo  eguale  ,  e  poi  tornerà  a  discendere  e  a  risalire  ; 
ed,  in  questo  moto  perpetuo  di  oscillazione,  passera  scmpre  con  egua- 
li  velocilà  ne'  punti  situa ti  ad  egual  livello. 

186.  Teor,  Non  avvi  altra  cnrva  piaoa  che  la  cicloide,  a  cui  ap- 
partenga  la  proprietà  di  esser  tautocrona. 

Dim.  Cerchiamo  quai  sia  la  curva  s  per  la  quale,  soendendo  un 
grave  dal  punto  (h,  fi)  al  punto  0  (x=  0,  (ynO)»  il  tempo  I 
délia  discesa  sia  affatto  indipendente  dair  altezza  h, 

Qualunque  possa  esser  questa  linea,  la  sua  lunghezza  $  dee  cer- 
tamente  crescere  e  scemare  coli'  ascissa  verticale  x^  e  perd  essere 
una  funzione  di  x.  Si  faccia  dunque 

8   =  ê(x)  , 


e  ncir  equazione  dt  =r zz  —p — rz ^  si  sostituisca 

«  l/2g{h  —  x) 


d$  zz  z\x)âx^ 
adoperando  con  Lagrange  le  notazioni 


Il  tempo  t  délia  discesa  dal  punto  {h,  $)  al  punto  (0,0)  sarà 
espresso  dalla  formola 


-^  s'(x)dx  ^    .h         i^{x)dx 

-"•{       l/2g{k-x)     ^i      \/2g{h-x)    ' 
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oppure,  se  si  fa  a;  =  hz  (dove  ^d  xnh  corrisponde  js  zs  1)  ,  dal- 
la formela 


_      1       .1  dz  $'{hz)  l/h 
^^}/29i      1/(1  ^=W 


E  quesla  somminiMra 


di   _       1  I    [2hzs"{hz)^s'(hz)]dz 

Hk  ""  \/Sgh  {  [/\i  —  z^) 


I         ^4      9{hz)dz     ^  1^ ^ p(x)da; 

\/8gh  J.      s/ii-z^)  ""    2h\/2g    {      [/{h—x)    ' 


ore  per  abbreviare  si  è  fatto 

9{x)  =  2xs"{x)  -4-  «'(j;)  . 

Ora,  affinchè  il  tempo  i  non  dipenda  afllsitto  daU'altezza  A  délia  di- 

scesa  ,  si  richiede  che  la  sua   derirata  presa  rispetlo  ad  h  risulti 

dt 
uguale  a  zéro ,  cioè  si  richiede  che  sia  -^r-  :=  0  ,  e  pero 

an 


K     9(x)dx     _ 
i     l/(A-a?)  """• 


Ma  quest'  intégrale  definito  non  pno  esser  nullo  per  qualsivoglia  va- 
lore  di  h,  ove  non  sîa  ^(x)  =  0  ,  perché  altrimenti  potremmo  pren* 
der  h  cosi  piccolo  che,  nel  rariare  che  fa  x  tra  i  limiti  0  ed  A,  la 
funzione  p(x)  serbasse  il  medesînio  segno;  ed  allora  cotcsto  intégra- 
le, componendosi  di  elementi  tutti  del  medesimo  segno,  non  potrebbe 
riuscire  =  0. 

L'  equazîone  adunque    délia    curva    cercata  si    dee  ricavare  da 
p{x)  =  0  ,  ossia  da 


-^       -.    ify  I*  *       -.     d^$  ds 
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Or  da  qui  si  raccoglie  successivamente 


dx' 

dt  _ 
dx 

dx 
2x  ' 

1 
/ 

d./o?.^  =  d.log.ix)' ^=d.l»g. (^^  ; 


^-^^2x' 


do?e  -^  si  puô  riguardare  corne  la  costante  deli'  intcgrazione.  Inte- 
grando  di  nuovo  cosi  che  ad  a;  n  0  corrisponda  s  =  0  ^  nasce 

s  =  [/"lax  , 

eqaazîon  délia  cîcloide  di  cui  il  punto  infime  è  neirorigine  0  délie 
coordînate. 

La  proprietà  di  esser  tautocrona  non  appartiene  adunque  ad  aN 
Ira  curva  piana  che  alla  cicloide;  e,  quanto  aile  curve  a  doppia 
curvatura ,  appartiene  a  quelle  che  si  formerebbero  piegando  la  ci- 
cloide  sopra  un  cilîndro  yerticale,  sebbene  non  sîano  le  sole. 

187.  ProbL  Trovare  la  linea  DMA  (fig,  52)  per  la  quale  un  gra- 
ve possa  scendere  nel  tempo  il  pîù  brève  possibile  da  un  punto  da- 
to  0  (0,  0)  ad  un  altro  punto  pur  dato  A  (a,  ^)  . 

Soluz.  Supposto  l'asse  Ox  verticale  e  diretto  aU'ingiù,  un  gra- 
ve disceso  da  0  al  punto  M{x ,  y)  avrà  acquistato  la  velocità 
u  =  l/'2gx  ,  e  V  elemento  del  tempo  sarà 


u  y'igx       '  '      dx' 


Quîndi  il  tempo  t  délia  discesa  da  0  in  A  (<»,  fi),  si  esprimerà  per 


_  f"  dxl/{l^p*) 
'-i  \/2gx 


.^.s 
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Facciamo  variarc  di  un  tralto  infinitesimo  la  forma  dclla  linea  OMA, 
cosicchè  all'ascissa  OP=x  corrisponda,  non  più  l'ordinata  Pif  =  y. 
ma  rprdînaia  PM'  zz  y-^^y,  ed  il  tempo  délia  discesa  per  la  nuo- 
va  curva  03i'À  divenga  t  h-  «^/.  Dalla  teoria  de'  massimi  e  dc'mini- 
mi  si  raccoglie  che,  se  il  tempo  t  è  un  minimo  nella  discesa  per 
la  linea  OMÀ ,  operando  an  cambiamento  infinitesimo  nella  forma  di 
questa  linea ,  la  Tariazione  di  t  sarà  un  infinitesimo  di  ordine  su- 
periore  ai  primo ,  e  che  in  consegnenza  pno  farsi  <ftzzO  , 

Si  ayrà  dunque,  differenziando  rispetto  alla  sola  y  ed  indicando 
la  nuo?a  difTerenziazione  col  simbolo  <f , 


■~    /  l/2gx  ^-i  i/2gx       ^i     \/2gx{i^p^) 


r  ^à>y  ^  p  àêy 


\     i/2gx{y^p^)         \      [/2gx(\^p^)' 


essendo  d{iy)  =:  <f(y  -♦-  dy)  —  éy  :z:  sdy ,  ossia  êdy  =  d^y  . 
Integriamo  per  parti  rispetto  al  fattore  d<ry;  si  ottiene 

^ r         p^y        ~|«       f^J  P  \ 


La  prima  parte  di  quest'  espressione  équivale  a  zéro,  rappresenian- 
do  la  differenza  de'  valori  che  essa  prende  ne'  punti  0  ed  ^ ,  ed  in 
questi  due  punti  (siccome  fissi)  non  potendo  variare  V  ordinata  y, 
si  ha  ^y  =  0.  Rimane  adunque 


r  '  (i/2,.fi^p»)h = ' 


Ma  quest'  intégrale  definito  non  puo  riuscir  nullo,  qualuiiquc  sia  la 
Tariazione  ^y  di  ogni  ordinata  y  intermedia  tra  0  ed    A^   salvochc 
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non  sia  nnllo  il  coelîiciente  di  <ry.  Si  avrà  pertanto   1'  eqaazîone 


\l/2gx{i^p^)  -^ 


di  cui  r  intégrale  si  puo  scrivere  corne  segue  : 


1 


|/«(1  -Hi)»)  1/2R    ' 

rigaardando  la  quantita  R  corne  la  costante  incognita  delt'  intégra- 
zione. 

Quest*  equazione ,  otc  si  risolva  rispetto  a  p ,  sommînistra  dap^ 
prima  2i2p'  =  a;(l-4-p*),  e  poscia 


dy  y      œ 


eqaazione  di  una  cicloide  che  ha  per  base  la  retta  orizzontale  Oy 
condotta  dal  più  eleyato  de' due  punti  OyÂ  nel  loro  piano  verticale. 

É  adanqae  provato  che  nn  grave,  se  si  vuol  che  discenda  da  un 
pnnto  ad  un  aitro  nel  tempo  minimo,  si  dee  far  cadere  per  un  ar^ 
GO  cicloîdale. 

Se  si  Toglia  il  raggio  incognito  R  del  cerchio  generatore  délia 
cicloide  (a),  si  descriva  sulla  base  Oy,  dalla  parte  inferiore  e  con 
un  cerchio  di  raggio  arbitrario  R^ ,  una  cicloide  aosiliare  che  taglie- 
rà  la  retta  OÂ  in  qualche  punto  B^  cosicchè  si  farà  noto  il  rapporto 


OÀ 
Il  raggio  cercato  sarà  R  =  nR^.  Infalti  essendo  <x ,  /â  le  coordinat^ 

a  fi 

del  panto  A ,   quelle  del   punto'  B  saranno  a;|  =  —  ,  Vi^^  —  t 

fi  H 

avendosi 


""  01?  "  a?,   ^   y,  ' 


172 

Ora  ,  se  neir  cquazion  délia  cicloide  or  costruita ,  cioc  se  nella 


si  pone  ^.  =r  ^  ,   V.  =  f  »  nascerà  g=  l^-^;^^  ^    eqoa- 
zione  di  una  seconda  cicloide  la  quale  passera  cçrtamente  pel  piin- 

I —  ,   — I  ,  ossia  B.  ^  !     .       *        { 

i\  n        n  / 


to 


Scoliç,  La  cicloide,  per  la  singolar  proprielà  di  olFrire  ai  gravi 
la  linea  délia  più  brève  discesa ,  si  dice  brachisiocrona.  Nel  dimo- 
strare  questa  propriété  si  è  supposto  che  la  discesa  debba  farsi  nel 
piano  verticale  delerminato  dai  due  punti  0  y  A.  Per  provare  che 
qiiesta  supppsizione  è  conforme  alla  verilà ,  s'  immagini  condotlo  pcl 
punlo  0  un  terzo  asse  Oz  pcrpendicolare  al  piano  verticale  (Ox^  Oy) 
già  consîderato:  V  espression  più  générale  deir  elemenlo  ds  délia 
linea  cercata  sarà 


ds  =  dœ\/{i  H-  p»  -H  g») ,  dove  JP  =  ^  ,  ^  "^  5J  * 


Ora  y  qnalunque  sia  la  natura  délia  linea ,  afïinchè  sia  percorsa  nel 
tempo  minimo,  si  troverà  (rinnovando  il  ragionamento  fatto  qui 
sopra)  Tequazione  : 


•;       \[/x(\  -f-  p"  -f.  q^)f  ^       -^^      \\/x{i  -H  p»  -f-  q")  / 


che  dovrà  sussistere  rimanendo  indeterminate  le  due  variazionî 
Sy  y  ^z.  Quindi  eguagliando  a  zéro  i  coefficienti  di  «fy ,  ^z^  ed  inle- 
grandoli  si  ottiene 


t H I. 

i/x{\^p^^q^)  -"'      |/^(1  ^  p»  ^  (/•) 
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Se  dalla  l''.  di  quest'  equarioni  moltiplicata  pèr  q  si  sottrae  la  se- 
conda inoltiplicala  per  p ,  nasce 

aq  —  frp  =  Oy     ossia    adz  —  bdy  =:  0  ; 

equazîone  di  un  piano  Terticale.  La  linea   di  coi   si  traita  è  adnn- 
que  contei^uta  in  simile  piano. 


4.  Discesa  de*  gravi  per  archi  circolari:  relazione  ira  V  altezza 
délia  caduta  e  la  telociià  u ,  la  pressione  k,  e  il  tempo  t . 

Giova  dapprima  notare  cbe  V  equazîone 

y*  =r  2rx  —  x^ 

dei  circolo,    ore    si    difTerenzi  e  si  abbia   riguardo   alla   relazione 
d$  =z  dx[/y\  -*--7^)  »  dà  nascila  aile  seguenti 

dy    r  —  X      dx  y         dy  r  —  x 

dx  y      ^    ds  r   '      ds  r 

e  che  înoltre,  se  V  eqnazione 

ds  dx  dx 


r  y  l/{2rx  —  x*) 

s'  intégra  in  modo  che  aile  ascisse  â?:=:0,  xzz:2ry  corrispondano 
gli  archi  «  =  0,    «  =  rir  ,  risulta 


^2r dx ^^     4 dx 

^  ""  •(     l/{2rx  —  ar»)  ""  •;     \/{kx  —  x^) 
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188.  Prohl.  /.  Nel  circolo  deirequarfone  y*  =  2rx  —  ar^  csgcn- 
do  r  asse  Ox  un  diameiro  verticale  ed  0  il  punto  infîmo  (fy,  63) , 
un  grave  è  abbandonato  a  se  stesso  dal  punto  (a?  =  A,  y  =  ^)  c 
scende  in  basse  per  la  periferia:  quanta  sarà  nel  punto  (se,  y)  la 
sua  velocità  u ,  e  quale  e  quanta  la  sua  pressione  k  ? 

Risposta 

u  =  [/2g{h  —  x)  , 

(a)  I 

*  =  —  |-  (r  -^-  2A  -  3^)  =  :?-  (3:p  -  r  -  2^)  . 


Dtm.  La  prima  formola  è  évidente  per  se  medesima ,  esprimendo 
che  la  velocità  u  del  grave  è  semprc  uguale  a  quella  che  è  dovuta 
air  allezza  verticale  {h  —  œ)  délia  sua  discesa. 

Quanto  alla  seconda  formola,  se  si  voglia   ycderc  corne  ad  essa 

riducasi  la  formola  générale    k=:gco8,(gr) —,  basta  conside- 

r 

rare  che  nel  punto  (x,  y)  la  direzione  del  grave  discendente  è  data 

dalle  relazioni 


/    \  àx  ,    ^  dv  r  —  X 

cos.{x$)  =  —  —  ,     sen.{x8)  =  —  -i  = ^ 

as  ds  r 


» 


e  che  perô  si  ha 


cos.(gr)  =  —  co8.{xr)  =  sen.(x8)  = ^ 


e  quindi 


k  =  gco8,(gr) ~  zz  —  -L{r—x) ^  (h -^  x) 


r 
Da  questa  formola  si  rileva  : 


= ^{r^U  —  ^x). 


V.  Che  al  di  sotto  del  diametro  orizzontale  AB  (fig,  63)  ,  es- 
sendo  r  -#-  2A  >  3a? ,  la  pressione  k  è  scmpre  negatîva ,  e  pero  è 
sempre  diretta  dal  concavo  al  convesso  delV  arco  (182). 
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2*.  Che  al  di  sopra  del  diamètre  AB  potendosi  fare 

aî=rH-rt?',     h^ir  -^  h'  , 


doYe  h'  dénota  1'  altezza  del  panto  di  partenza  al  di  sopra  di  ÀB , 
63  rà 


_    9 


-^  (3a/— .2A')  . 
r 


£  ne  segue  cbe  la  pressione  k  ,  al  di  sopra  del  diametro  orizzonta- 
le  AB ,  comincerà  ad  agire  dal  convesso  al  concaYO ,  ma  la  sua 
forza  andrà  continuamente  scemando  flno  al  punto  in  eui  risnlti 


dx'  —  2A'  =  0  ,    od    a?'  =  -^k' . 


Arrivato  a  qoesto  punto,  il  grave  fngge  via  per  la  tangente  colla 
velocità  dovuta  ail*  altezza  délia  discesa  I  r:  —  A '1 ,  descrivendo 
nello  spazio  una  parabola. 

Scolio,  £  da  nolare  che  le  due  formole  (a)  rappresentano  la  ve- 
locità e  la  pressione  nel  moto  circolare,  anche  quando  il  grave  en- 
tra in  giro  cèn  una  data  velocità,  purchè  s'  intenda  accresciuta  la 
quantità  h  deir  altezza  dovuta  a  questa  velocità  iniziale.  Cosi ,  se  il 
grave  M  fosse  connesso  col  centro  C  per  mezzo  di  un  raggio  CM  in- 
flessibile  ed  inestendibile ,  e  se  fosse  A  >  2r  ,  il  moto  circolare  sa- 
rebbe  continuo ,  e  k  rappresenterebbe  la  forza  variabile  onde  il  rag- 
gio CM  sarebbe  tratto  (e  talor  premuto)  dal  grave  M. 

189.  Probl.  IL  Scendendo  un  grave  per  un  arco  circolare  dal 
punto  (h,  0)  fino  al  punto  infimo  0,  quai  sarà  il  tempo  t  délia 
discesa  ? 


Bisposta. 


'=<rF5ï^('-Fy'-    '^J 
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Dim,  Se  neirequazione  dt  =  —  si  sostîdiîsce 

u 


ds  =  —77- 77   =:  —  dxl/— — (  1  —  --- 1      • 

[/{2rx  —  x*)  *^    2x\  2r) 

cd     uzn  l/2g{k  —  a?) ,    si  ottiene 

j  /  r  —  dx  / .  X  \-i 

la  quale ,  integrata  cosi  cfae  a  t  :=  0  corrisponda  V  ascissa  ^  n:  A  , 
si  muta  subito  nella  proposta. 

Coroll.  I.  Se  l'altezza  h  délia  discesa  ë  pîccolissima  rispetto   al 

1 —  j  ^  =  1 ,  sarà 

'*^    i7  •(     l/(hx-x^)  2     ^   g   ' 


vale  a  dire  :  «  Quando  un  grave  oscilla  per  un  arco  circolare  di  un 
picciol  numéro  di  gradi,  il  tempo  deir  oscillazîone  puo  ritenersi 
corne  indipendente  dalL'  ampiezza  dell*  arco.  * 

Coroll.  //.  11  tempo  i  délia  discesa  per  un  arco  di  qnalsivoglia 
numéro  di  gradi  è  dato  dalla  formola 


^'^     '=2^^T•^n2)  2;-^(2l)(27)   n2T6)  (-2?)  *^^^- S 


Per  dimostrarla ,  convien  dapprima  sviluppare  il  binomio  M  —  ^\ 
secondo  la  série  Newtoniana 

f4         x-v       .        wi     ^       »i-4-n    ^        w  H- 2n    ^, 
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177 
dovc  T|  ,  T.  ,  Jj  etc.  denotano  i  valori  dcl  primo  termine ,  del  se- 

condo ,  del  tcrzo  etc.    (  T,  =  I ,  r,  zr  —  gT,  etc.  ) ,   e  si  a?rà 


/i  a;  yi  I      a;  1.3 /j?  y        1.3.6  /  a?  V 

€15  posto,  si  Tede  che,  fatto 


^r       a?"  (te 


4    |/(Aa:— a?»)  ' 


r  eqnazione  (b)  si  pno  scrivere  nel  modo  seguente 

Bimane  a  trovare  i  valori  di  ^o  »  ^i  etc.     A  questo  fine  si  ossern 
che  la  differenziazione  dà 

d.[œ^i/(hœ  -  a:»)]  =  [nar^VC^o:  -œ^)  ^  ^ZlM.Jrf^ 

_   [(2n  1-  Ij^a?"  —  (2n  -h  2)a?^+*](te 

2j/(Àa;  —  a?»)  ' 


c  che  qui,  integrando  ira  i  limiti  a:  =:  0  ,  a?  =  A  ,  1'  intégrale 
del  primo  membro  riesce  nullo  ,  e  1'  intégrale  del  secondo  membro 
somministra 


fh       x'^^dœ      2n  -H  1         ^         œ'^dœ 


ossia 
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Ora  pcr  n  =  0  si  è  trovalo  /*       x„     _       —  x,  ossia  «,  =  gg. 

Dunque  se  nella  formola  che  précède  si  fa  successivameote    n  =  0  » 
=  1 ,  =  2 ,  =  3  etc. ,  si  avrà 


1      ,       w.         1  3       ^^        ^        1.3.5      .. 
1?,  rz-sr/t,    B^=——^*,     ^,=:  — -  srA»  ,  etc.  , 

^  2.4  2.4.0 


con  che  la  {b)^  si  trasforma  nelia  (c). 


5.  Pendolo  semplice.  Çondizione  delV  Uoerontsmo  délie  oscilla^ 
zioni;  relazione  ira  la  lunghezza  del  pendolo  ed  il  tempo  del-- 
V  oscillazione.  Il  pendolo  è  alto  a  manifestare  e  a  misurare  le 
varia  zioni  délia  gravita. 


190.  Si  chiama  pendolo  semplice  nn  pnnto  materiale  pesante  M 
sospeso  a  un  punto  fisso  C  per  mezzo  di  un  fllo  flessibile,  inesten^ 
dibile  ed  imponderabile  (fig.  51). 

Il  pendolo  oscillera  per  archi  circolari  se,  rimosso  dalla  posi-> 
zione  yerticale  CO  e  supposto  libero  il  fîlo  CM,  si  abbandona  al- 
r  azion  délia  gravita  ;  ed  oscillera  per  archi  di  uila  cicloide  AOB 
se  il  fllo  CM  si  fa  oscillare  tra  due  lamine  curvate  a  foggia  délie 
due  semicicloidi  CÀ,  CD,  che  costituiscono  Tevoluta  di  essa  cicloide. 

Le  leggi  dclle  oscillazioni,  sia  per  archi  cicloidali,  sia  per  ar- 
chi circolari  di  un  picciol  numéro  di  gradi,  sono  comprese  nelle 
due  seguenti  proposizioni  piu  sopra  dimostrate,  nelle  quali  la  let- 
tera  a  dénota  la  lunghezza  CM  del  pendolo. 

Prop.  L  Le  oscillazioni  per  archi  cicloidali  di  qualsivoglia  am« 
piezza    sono    isocrone ,    e    la    durata    di    cîascuna    oscillazione    è 

[ziz  ^[Z — (essendosi  trovato  che  quella  di  una  semi-oscillazione  è 


=  f^i)- 
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Prop.  IL  Le  oscillazioni  per  archi  cifcolari  dl  un  picclol  numéro 
di  gradi  sono  isocrone,  qualunque  siasi  P^mpiezza  delFarco  descrit- 
to,  e  sono  sincrone  a  quelle  di  un  pendolo  ctcloldale  di  egual  lun-^ 
ghezza. 

Coroll.  Siano  a  ed  a'  le  hinghezze  di  due  pendoli,  e  t  e  t'  le 
durate  di  una  loro  oscillazione  per  arclii  cicloidali,  o  per  archi  cir-^ 
colari  di  un  pieciol  numéro  di  gradi.  Sara 

y  a       ,  y  a'         ,     ,      t  i/o 

f  =  iWL/—  ,  f  =  îTl/ —  >    dondc  --^  z^  {-.^  . 

9  9  '  KO 

looltre  siano  n,  n'  i  numcri  délie  oscillazioni  faite  dai  due  pendoli 
nello  stesso  tempo  T.  Sara  Tzzintzz  n'tf  ,  donde 

nyn  =t=  nya  ,    ed    -7-  =  •=^-7—  * 


Dunque  :  «  I  tcmpi  délie  oscillazioni  sono  tra  loro  corne  le  radict 
d«11«  Innghezze  de'  pendoli  ;  ed  i  numerl  délie  oscillazioni  fatte  nel- 
lo stesso  tempo  sono  inversamente  come  le  radici  delle  stesse  lun*- 
ghezze.  » 

Scolio  I.  Dalla  formola  tzn  —  =  et]/ —  si  rîcava 
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che  pu6  servire  a  determinare  in  un  dato  luogo  1'  intensità  g  delh 
gravita ,  facendo  ivi  oscillare  un  pendolo  di  nota  lunghezza  a,  e 
contando  il  numéro  n  delle  oscillazioni  fatte  in  un  dato  tempo  T. 

Scolio  IL  In  cio  che  précède  si  è  fatta  astraziode  dalla  resisten- 
2a  deir  aria.  Ma  V  esperienza  ed  il  calcolo  dimostrano  che  le  oscil- 
lazioni neir  aria  sebbene  vadano  successivamente  restringendosi  e 
divenendo  alquanto  men  tarde,  tuttarta,  se  T  ampiezza  inizîale  sia 
piccola,  si  mantengono  sensîbllmente  isocrone  tra  loro,  e  quasi  iso-^ 
crone  (od  appena  in  rltardo)  a  quelle  che  farebbe  lo  stesso  pendolo 
oscillando  liberamente  nei  vuoto. 


DINAMICA 


S^EZIOME   II. 


DEC    MOTO    DE*  lilliTElII. 


CAPO  I. 

Principlo  dt  anione  ft*a  la  ntatica 
e  la  dlnamica* 


$.  1*.  Le  leggi  del  moto  de'  sistemi  $i  riconducono  a  quelle  del  lo- 

ro  equilibrio  per  mezzo  del  principio  dt  reazione.  Disiinzione  a 

farsi  in  questo  principio  secondochè  le  forze  sono  continue    od 

istantanee,  Pre»sioni  e  percuesioni  de'  punit  fini,  Urto  de'  cor- 
pi  liberù 


Le  leggi  del  moto  de' sistemi  si  riconducono  a  quelle  del  loro 
equilibrio  per  mezzo  del  seguente: 

191.  Principio  di  reasion  continua.  Nel  tnovimento  di 
un  eistema  di  punti  materiali  comunque  collegati  tra  loro,  le  azio- 
fit  délie  forze  continue  8ono  ad  ogn'  istante  contrabbilanciate  dalle 
reazioni  di  essi  punti,  eteendo  queête  reazioni  eguali  ed  opposte 
aile  corriipondenti  forze  d' inerzia, 

Dlm«  I  punti  materiali  dm ,  dm'  ,  dm"  ,  etc.  componenti  la 
massa  m  del  sistema  siano  soito  1'  azion  continua  di  forze ,  qnali 
sarebbero  quelle  délia  gravita,  e  che  in  générale  esprimeremo  per 

fdm,    (fdm/,    (fdmy\    etc. 


Morendosi  il  sistema,  ciasciino  de'  piinti  maleriali,  per  etempio 
dm,  riceveri  ad  ogn'  îslanie  dl  lioa  forza  d'  inerzia,  composta  délie 
due  (164) 

— i-am  ,      — dm  , 
dl  r 


tangenziale  e  centripela.  Se  al  piinlo  dm  s'inUndano  applicate  ncl 
medesimo  îstante  due  forze  moirici  opposte,  egnali  tra  loro  ed  alla 
forza  d' inerzia  in  grandezza  e  In  direzione  ,  e  che  dinotero  per 
vdm ,  —  9dm  ;  t  lo  siesso  faccta&ï  per  tutti  gli  altri  punit ,  appli- 
cando  loro  le  forze  analoghe 

(fdm)',  —  (*ifm)';  (çdm)",  —  (*((m)"  ;  elc , 

è  chîaro  cbe  lo  stato  del  sislema  non  sari  menomamente  alteraio, 
ne  rispelto  al  moio,  ne  rUpetto  all'azion  reciproca  délie  parti  tra 
toro,  cssendochè  le  forze  introdotte  si  distruggono  due  a  due  stillo 
siexso  punto.  Ma,  in  grazia  di  qncsto  concelio,  noi  possiamo  riguar- 
dare  ciascun  ponto  dm  couie  moventesi  sotio  1'  azion  délia  sola  for- 
za pdm,  e  descrivente  isolalamente  nello  spazio  la  tralettorîa  me- 
deiima  che  descrive  in  realtà  collegalo  cogti  altri  punti  (164,  corott.2). 
Il  movimento  del  sislema  ridotlo  cosi  a  non  esser  altro  che  il 
moto  libero  di  ciascono  de'  suoi  pnnli  animatl  dalle  fone  motrici 

vdm ,    {^dm)'  ,    (tdm)"  ,  etc.  , 

convien  conchiudere  necessariamente  che  le  altre  forze  continne  cbe 
reslano  nelsistema,  cioè  le  forze 

X 

fdm,         {fdmy,         {(dm)"  ,    etc. 
—  pdm  ,  —  (9dm)'  ,  —  (pdm)"  ,    etc. 

si  fanno  ad  ogn'  istaoïe  equitïbrio  tra  loro  per  mezto  df'  legsniî  o 
connessioni  dello  siesio  sislema.  Or  ciô  torna  a  dire  che  ia  un  si- 
stema  in  movimento  le  azioni  délie  forze  motrici 


fdm,     (fdiH)'  ,    (fdm)",  etc., 
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Ghe  agtsGono  realmente  oel  sistema,  sono  ad  ogn'istante  contrabbi- 
lanciate  dalle  reazioaî  dello  stesso  sistema 

—  ^im  ,    —  (çdm)'  ,    —  (^rfm)"  ,  etc. 

eguali  ed  opposte  aile  corrispondenti  forze  d' inerzia. 

a)  Segue  da  questo  principio  che  :  Quando  nn  corpo  è  in  movimen- 
to  ,  la  sua  costituzione  molecolare  si  trova  in  uno  stato  di  continua 
reazione,  che  varia  al  variare  del  moto  e  che  pn6  dar  nascita  a  pib 
fenomeni  e  proprieta  lisiche,  che  spariscono  al  cessare  del  moto. 

h).  Il  principio  di  reazione  puo  esprimersi  sotto  un'  altra  forma , 
spesso  utile  e  comoda  quando  trattisi  di  tradurlo  in  equazione  :  In 
un  sistema  in  movimento  le  azioni  délie  forze  continue  sono  equi- 
ralenti,  rispetto  al  moto  che  si  va  effettuando,  aile  corrisponden- 
ti forze  d*  inerzia  (61). 

N.  B.  La  força  d'inersta  si  puo  in  générale  definire  cosi  : 

«  Nel  moYimenlo  di  più  punti  materiali  connessi  tra  loro  ,  la  forza 

d'  inerzia  di  uno  qualunque  di  questi  punti  équivale  in  ogn'  istante 

air  azione  di  una  forza  sollecîlante,  per  la  quale  il  punto  sarebbe 

capace  di  descrivere  nello  spazio,   liberamente  ed   isolatamente ,  la 

lînea  medesima  che  in  reaUà  va  descrivendo  collegato  com*  è  cogli 

altri  punti  (152).  » 

•. 

'  192.  AssioMA.  Un    sistema    ritenulo    da    punti  fissi  ed  in  moto , 

si  puo  riguardare  corne  se  fosse  libero  purchè  aile   pressioni  soste- 

I  nute  dai  punti  fissi  s'  intendano  sostitnîte,  ad  ogn*  istante  ,  forze 

uguali  e  direttamente  opposte.  Da  cio  segue  che  : 

a)  Le  pression!  che  sostengono  i  pniati  flissl  di  un  sistema  ri-- 
gido  in  movimento ,  sono  ad  ogn'  istante  equivalenti  aile  azioni 
délie  forze  continue  ed  aile  reazioni  del  sistema  (168). 

b)  Allorchè  un  sistema  rigido,  e  mobile  intorno  ad  un  punto  fisso,  si 
muove  sotto  V  azion  continua  di  forze  motrici  ,  la  pressione  sul 
punto  fisso  sarà  équivalente  a  quella  che  vi  farebbero  le  forze  mo- 
trici e  le  corrispondenti  reazioni  se  vi  fossero  immediatamente  ap- 
plicate ,  ciascuna  secondo  la  sua  direzione.  Afiinchè  adunque  il 
punto  fisse  non  sostenga  alcuna  pressione  ,  è  necessario  e  sufFiciente 
che  le  azioni  délie  forze  motrici  siano  ad  ogn'  istante  contrabbilan- 
ciate  dalle  corrispondenti  reazioni;  e  ciô  vcrificandosi,  il  sistema  si 
muoverà  come  se  fosse  interamente  libero. 


Principio  di  reazione  istanlanea. 

Quelle  che  si  chiamano  forac  Istanlanee  non  essendo  allro 
che  fone  la  cui  azion  continua  è  di  bremuima  durata  ,  se  arTcn- 
gi  cbe  i  moli  deiUti  nella  durata  di  qnest'  azione  si  possano  ri- 
gnardare  corne  rappresentanti  i  valori  integrali  délie  forze  d'  iner- 
zia  tangenxittli,  riusceudo  ntUli  o  infinilMÎmi  i  eorritpondtiUi  va- 
lori  intégrait  délie  forze  d'  inersia  centripète  ,  allora  il  principio 
délia  reazion  continua  si  Irasforma  nel  seguente  : 

193.  Prlnrlplo  dl  renslone  istnniaiieat  Quaitdo  i  pun- 
it materiali  di  u»  iietema  eono  ad  un  traita  inveititi  da  forte 
i$tantanee  F,  F,  t" ,  de-,  le  azioni  di  quette  forze  eono  confrafr- 
bilanciate  dalle  corriipondenti  reaxioni ,  eiiendo  queste  reasiont 
eguali  ed  ôppotte  aile  quantità  di  moto 

udtn  ,     (udm)' ,     (udm)"  ,  etc. 

eke  li  luppongono  interamente  dovute  aW  impalto  di  eue  forze. 

Dlm.  Se  neir  atlo  clie  il  sisiema  (  che  suppongo  in  ri- 
poso)  sta  per  ricevere  l' impulso  délie  forze  istanianee  F,  F',  F"  etc. 
s' intendano  applicate  a  ciascuno  de'  suoi  punti  dm,  dm',  dm",  etc. 
due  forze  opposte 

(A  -  n.  (/■.  -  n  T,  -  n  «o. 

eguali  Ira  se  ed  a  quelta  quantità  <Ii  moto  cbc  sta  per  esser  loro 
comunicata  ,  cîoè  eguali  aile 

'  vdm,  {udm)',  (udm)",  etc., 

è  manifesto  cbe  lo  stato  del  sistema  non  sarà  menomamente  alterato, 
ne  rispetlo  al  moto,  ne  rispctio  ail' azion  reciproca  délie  parti  Ira 
loro,  essendochc  le  forze  inirodotie  si  distruggono  duc  a  due  sullo 
stesso  punto.  Ma,  in  grazia  di  questo  conceito,  noi  possiamo  imma- 
ginare  cbe  le  forze  f,  f,  f  etc.  siano  unicamcnte  dirette  ad  eccl- 
(are  nell'istanle  dt  le  quanlili  di  moto    udm,  {udm)',   {udm)",  etc. 
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che  sono  realmente  comunicate,  e,  ciô  essendo,  si  vede  che  nel  me- 
desimo  istante  le  forzc  cbe  restaoo 

F,  JP*,  f",  etc.  ;    —f,  —  f  —  f\  clc , 

si  debbono    contrabbilanciare  ira  loro  per  mezzo  de'  legami  dello 
stesso  sistema. 

a)  Coroll,  1*.  Quando  un  sistema  in  movimento  è  ad  un  traito 
investito  da  forze  islantanee,  le  quantità  di  moto  che  restano  nei 
punti  materiali  al  cessar  deW  impulso ,  ove  siano  rivolte  in  senso 
contrario,  sono  atte  a  contrabbilanciare  e  le  quantità  di  moto  cKe- 
siitevano  dapprima,  e  le  forze  istantanee  applicate, 

Infatli  sîano  . 


F,     r,     r\    Clc. 


rt 


Vf     17,    t?  ,     etc. 


le  Yelocità  de'  punli  materiali  dm,  dm' ,  dm'\  etc.  immediatamente 
prima  ed  immediatamente  dopo  V  applicazion  delle  forze  istantanee 
F,  F,  F'  etc. 

La'  nuova  yelocità  v  che  prende  il  punto  dm,  risulta  dalla  Teloci- 
tà  F  che  esso  avéra,  e  dalla  velocità  =  u,  dovuta  unicamente  al- 
Tazion  delle  forze  istantanee;  e  lo  stesso  puo  dîrsi  di  ciascuno  de- 
gli  altri  pnnli  dm\  dm",  etc.  Ma,  essendo  in  equiiibrio  le  tre  velo- 
cità (  F,  «,  —  t?),  la  velocità  —  u  si  pu6  riguardare  corne  la  ri-> 
saltante  delle  due  velocità  F,  —  v.  Aile  reazioni  adunque  che  con- 
trabbilanciano  le  azîoni  delle  forze  Istantanee  F,  F,  F',  etc.  e  che 
sono  rappresentate  dalle  quantità  di  moto 

—  udm,    —  (udm)'  ,    —  {udmy\  etc.  , 

si  possono  sostituire  i  due  sistenii  di  forze 

rdm,        (rdmy,        (Vdmy,    etc. 
—  vdm,  —  (vdm)* ,  —  (t?dw/',  etc.  ; 

ciô  che  dimoslra  la  proposizione  enunciata. 
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6)  CoroU.  2*.  SiccoDie  dopo  rappticazioo  délie  forze  îïlintaitef 
ogni  ptinto  dm  preade  una  velociU  v,  che  si  compone  dt  quella  V 
che  esso  aveva,  e  délia  velocità  =  u  dovuta  iiincamenle  alt'azione 
délie  stesse  forze  istantanee,  CDsi  rendesî  manifesto  che: 

•  Qtiando  un  sisiema  tli  punti  malerialî  è  investito  da  piii  sisle- 
mt  di  furze  islantanee,  la  velocUà  che  prenderà  ciasciin  punlo,  sarà 
la  risuUanlc  di  quelle  che  corrisponderehbero  a  ciascjn  sistcma  dî 
forze  se  agisse  separalamente;  c  per  conseguenza  gli  efl^tti  délie  for- 
ze si  coDipongono  Ira  toro  corne  se  si  soprapponessero  gli  uni  aglj 
allri.  > 

c)  Coroll.  3'.  La  velocità  V,  cUe  aveva  il  punto  dm ,  cssendo  la 
risuttanie  dette  due  velocilà  (r,  —  u),  si  puo  anche  dire  che,  nel- 
I'  atto  deir  applicazîan  dellc  forze  îstanlance,  la  qnantità  di  moto  di 
ogni  punlo  dm  si  rîsolve  in  due:  in  quella  che  sta  per  acquisure, 
=r  vdm,  cd  in  quella  che  perde,  ^  —  udm.  Sotto  questo  punto  di 
vista  il  principio  di  reazione  ùtantanea  si  puo  enuaciare  cosi: 

Le  azioni  dette  forze  istantanee  topra  un  ttstema  di  punti 
materiatx  tono  conirabbilanciate  dalle  corrispondenti  reazioni,  es- 
sendo  queste  reazioni  eguali  atU  qvantità  di  moto  perdait  dal  tt- 
stema. 

d)  CoroU.  A*.  Se  i  corpi  di  un  sîstema  libero  si  nrtano  ,  le  quan- 
tité di  moto  che  resiaoo  ad  ogn'  istante  délia  durata  dell'urto,  ove 
siano  rifolte  in  scnso  contrario,  sono  aite  a  fare  equilibrio  aile  quaa- 
lilà  di  moto  qualî  esislevano  al  cominciare  dell'  urlo.  Imperocché 
lutte  le  forze  isianianee  F,  F,  F",  etc.  che  si  vanno  esplicnndo  ad 
ogn'istante  dell'  urto,  consistendo  in  pression!  due  a  due  uguali  ed 
opposte ,  si  equilibrano  scmprc  tra  loro,  onde  apparJsce  che  il  pré- 
sente cDi'Oliario  non  è  che  un  caso  particolare  del  primo  (a).  E  ne 
segue  che;  Se  i  cvrpi  di  un  tislema  tibero  «t  urlano,  te  quanlilà 
di  moto  che  restano  ad  ogn'  iilanle  dell'urlo,  lono  equitalenti  aile 
guantità  di  moto  prima  dell'  urlo . 

194.  AssioHA.  Un  sislema  ritenuto  da  punti  fissi  se  ad  un  trat- 
to  riceva  t' impulso  di  forze  istantanee,  in  taie  istante  si  potrâ 
riguardare  corne  tibero,  purchè  aile  percussioni  clie  risentono  i  punti 
flssi,  s'intendano  sostiluite  nel  medesimo  istante  forze  uguali  e  dî- 
reltamente  oppostc.  Da  ciô  segue  che: 

a).  Le  percumoni  che  provano  t  punti  fiêsi  di  un  tietema  rigi- 
do  allorchè  vient  inveftilo  da  font  istantanee,  sono  egtticalenti  a 
quetle  forze  ed  aile  corrispondenti  reazioni  del  sistema. 
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6).  Allorchè  un  sistema  rîgido  t  mobile  întorno  ad  un  punto  fisso 
viene  ad  un  tratto  investito  da  forze  istantanee,  la  percussione  shI 
punto  fisso  sarà  équivalente  a  quella  che  vi  farebbero  le  forze  istan- 
tanee e  le  corrispondenli  reazioni  del  sistema  se  vi  fossero  immedia* 
tamente  applicaie,  citKcuna  secendo  la  sua  dir^zione.  Affinchè  adun*- 
que  il  punto  fisso  non  provi  alcuna  percussione,  è  necessario  e  suf- 
ficiente  che  le  forze  istantanee  siano  contrabbilanciate  dalle  corrispon- 
denti  reazioni;  e  ciô  verificandosi ,  il  moto  iniziale  che  avrà  luogo 
al  cessar  deU'  impulso,  sarà  precisamente  quale  sarebbe  se  il  sistema 
fotse  interamente  liber o. 

Scolio.  Per  1'  esposte  defînizioni  e  dimostrazioni  è  mes^o  in  aperto, 
che  il  vero    anello   di   unione  tra   la  statica    e  la  dinamica    è  il 

PEINCIPIO    \OLGARB  : 

«  IVon  awl  aaione  clie  nou  sla  contralilillaiiclata 
dalla  eorrlspondente  reaslene.'»  £d  in  questo  princîpio 
générale  è  compreso ,  e  starei  per  dire  si  perde,  quelio  che  è  noto 
sotto  il  titolo  di  Princîpio    dinamico  di  d'  Alembert. 


S.  2.*  Epilogo  délie  formole  generali  relative  alla  tomposizion 
délie  forze;  e  loro  applicazione  alla  composizione  délie  quantità  di 
moto  elementari,  e  delU  forze  d' inerzia. 

195.  Nel  risolver  le  question!  intorno  si  moli  de'  sistemi  di 
qualsivoglia  forma ,  conviene  aver  presenti  e  familiari  i  principii 
che  seguono,  già  dimostrati  nella  statica. 

I.  Date  le  forze  f  f\  f\  etc.  applicate  ai  diversi  punti  di  un 
sistema,  se  si  trasportano  parallelamente  a  se  stesse  neir origine  0 
di  tre  assi  rettangolari  Ox^  Oy,  Oz,  per  ridurle  ivi  ad  una  sola  for- 
zn  F,  e  ad  una  sola  coppîa  G  rappresentata  in  grandezza  e  in  asse 
dalla  relta  06r,  corne  appunlo  si  fa  quando  il  sistema  è  di  forma  in- 
variabile ,  la  forza  F  e  la  coppia  OG  aTranno  rispettivamente  per 
componenti. 


X  =  Fcos.{xF) 
Y  =  F  COS. (y  F) 
Z=  Fcos.{zF) 


^fcos.{xf)  , 

Zfcos.{yf)  , 

;  ^fcos.{zf)  ; 


L  zz  G  cos.{xG) 
M  zz  Gcos.(yG) 
NzzGcos.(zG) 


y\ycos,{zf) 
^f[zcos.{xf) 
^f[xcos.{;yf) 


zcos.{yf)'\  , 
xcos.{zf)^^ 
ycosXxf)^  ; 
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dovc   \t  X,  y,  z  dinotano  le  coordinate  de'pnnfi   di  applîcaiionc 
délie  forze  f. 

II.  Ed  affînchè  la  funa  F  (snp|>OEla  dWersa  da  zéro)  e  la  coppia 
G  si  possano  ridurre  ad  una  forza  imica ,  la  rette  OF,  OG  che  le 
rapprcsentano  debbono  nsuliare  perpendicolarî  Ira  loro:  condizione 
espressa  da 

LX  -^-  iSY  -*■  NZ  r:  0  ; 

ed  allora  quesu  forta  anîca,  che  è  uguale  ad  F  in  grandezia  e  in 
diriizione,  dovrà  passare  per  quel  punto  p  che  è  dcieroiinato  dalle 
coordinate  : 


e  la  lunghezza  délia  linca  Op  è  ^  -^,  e  di  pîù  è  diretia  seconde 

l'asse  dell'angolo  {FG)  (Vedi  l'Appendice  ly.  26). 

196.  Applichiamo   ora   questi  principii   alla   composizione  dclle 
quantità  di  moio  elemenlari ,  e  délie  forze  d'inerzia. 

1*.  Segoale  per  x,,  y^,  z^,  le  coordinate   del  ccniro  di   gravilà 
del  sistema  ,  si  avraono  le  foroiole  (127) 

fxdm  =  mx,  ,    /ydm  =  wiy,  ,    fzdm  =  mz,  , 

dalle  qaaii ,  prendeiido  le  derivate  prime  e  seconde  rispetlo  al  tem- 
po ( ,  nascono  le  segnenli 


dx,  /       fd*X  , 


.  *Ï!  1     r'ii- 


/-£.'"'  =  '' 
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Sia  F  la  risultante  délie  quantîtà  di  moto  elementari 


udm, ,  (udm)'  ,  (udm)"  ,  etc. 

trasportate  in  0 ,  ed  F^  la  moltante  di  tatte  le  forze  d'  inerzia  pur 
trasportate  nello  stesso  panto. 

Cio  posto,  è  chîaro  che  i  primi  membri  délie  precedenti  equa- 
zioni  rappresentano  rispetttvamente  le  coroponenti  (J  y  F ,  Z  )  , 
{  ^é  y  Fi  ,  Z4  )  délie  due  forze  F,  F^  ,  e  che  pero  si  ha 


X  zn  Fco8.{x¥)  =  m  --—  , 


Y=¥cos.{yF)zzm-^  , 

Z  zz  Fco8.(zF)  r:  w  -=-î  ; 

ai 


I  d\T. 

Ji  =  F,  C08.{xF^)  =  m  •—  , 

Y.zzF.cos.iyF,)^^^^, 

Z,=:F,co8.(zF,)  =  m'^; 


yale  â  dire  :  Le  forze  risultanti  F ,  F^  délie  quantità  di  moto  e 
délie  forze  d* inerzia  di  tutti  i  punti  materiali  dm  del  sistema,  so- 
no rappresentate  in  grandezza  e  in  direzione  dalla  quantità  di  mo- 
to, e  dalla  forza  d*  inerzia  da  cui  sarebbe  animato  il  centro  di 
gravita  ,  se  tutta  la  massa  ::r  m  del  sistema  vi  fosse  riunita.  Sia 
V  la  Telocilà  del  centro  di  gravita,  ed  R  il  raggio  osculatore  délia 
traiettoria  s  che  si  va  descrivendo  da  esso  centro  :  avremo 


FzzmU,    ed     U  = 
du 


m 


U' 


F^co8,{sF^)  zz  —7— ni  ,     F^co8,{Ffi)  zz  —^m  . 


dt 


R 
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Quando  il  sistema  non  ha  che  an  piiro  moto  di  traslazione  ,  è 
palese  che  qnesle  formole  basiano  a  rappresentarlo,  purcbè  per  f, 
s'  intenda  una  forza  soUecitante,  applicata  al  centra  di  gravita  eti 
équivalente  a  tulte  le  forze  sollecitanti  clie  agiscoao  iopra  il  sisle- 
ma  (163  e  164). 

2*.  Sia  G  la  coppla  dl  moto,  cîoè  la  coppia  fke  nasce  dal 
tratportare  in  O  le  quantità  dt  moto  udm  ,  (udm)',  etc.  di  tutti  i 
punit  materiali  dm  del  tielema ,  e  siano  /. ,  if,  N  (  nel  senso  de- 
gli  assi  Ox,  Oy ,  Oz)  le  componcnii  di  i|uesla  coppia  G  rapprescn- 
tata  in  grandezza  e  in  as&e  dalla  relia  OG;  L,  Jf,  JV'  saranno  anco- 
ra  le  coordinate  del  punto  dove  termina  OG,  e  cbe  per  abbreviare  ai  ■ 
dira  il  polo  délia  coppia  dl  moto  G.  Si   avranno  le  formole 


dalle  quali,    prcndendo  le  derivate  risitetlo  al   tempo  (,  nascono  h 


/   d'z  rf'tA  ,  dL 

^[y^--  —  '  ttI  dm—-T-, 

V  de  di'  f  dt 

^  /  d'x  dH\  ,  dM 

\  dt^  dt*l  dt 

-/rf'y  à'x\,  _dN 

V  dl'  "   dt'/  dt 


Ora  è  chiaro,  clic  i  primi  membri  di  quesl'  equazîoni  rappresentano 
le  componenli  délia  coppia  d*  Inersla,  cioè  delta  coppia  che  na- 
gte  dal  tratportare  in  0  le  forze  d'  inerzia  di  t»tti  i  punit  mate- 
riali dm.  Quindi,  se  si  chiama  G,  il  valor  di  quesia  coppia,  e  si 
rappresenta  in  grandezza  e  in  asse  colla  retta  OG,,  le  componenti 
L,,  M,,  JV(  di  qiiesta  retta  saranno 

'       dt  '        •        dt  '        '       dl  ' 

e  manirestano  che  :  La  coppia  G,  nascente  dal  trasportare  in  0  le 
forze  d'  inerzia  di  tutti  i  punli  materiali  dm,  è  rappretentata  in 


grandezza  e  in  oêse  dalla  velocità  con  cui  si  muov 
il  polo    (L,  M,  N)    dclla  coppia  attuale  d 

êtesso  sistema. 

197.  Scolio  /.  L'  eqnazioni  per  cui  si  esprimono 
délia  coppia   G  di  moto ,  e  délia  coppia  d'  inerzia 
scrivere  eziandio  sotto  la  forma 


Z  =  2e--  dm, 

dt 


X,  =  2î 


dt^ 


Jlf  =  2E  -r-  dm  , 
at 


M,  =  2^ 


dt^ 


dC   . 
A"  =:  2r    -  dm  ; 
dt 


\ 


d^C 
*  dt^ 


dove  dA,  dBy  dC  sono  ,  sui  piani  coordioati  yz  ,  zx 
iezioni  deir  area  dS  descritta  neir  istante  dt  dal  ragj 
dair  origine  0  va  ad  un  punto  oualanque  dm  (sbj  y 
naa  (  165).  ' 

Scolio  II.  L'origine  délie  coordinate  xyz  sia 
di  gravilà  (*) ,  e  si  Toglia  trasportare  nel  punto  O 
x^y  y^y  z^,  Consideriaoïo  il  punto  M  del  sistema  do 
mento  dm,  e  le  componenli  délia  retta  GM  siano  x, 
délia  retta  OM  siano    x\  y\  z\  Se  dinotiamo  per 

dAy   dA^y   dA' 

le  proiezioni  onde  cadono  sul  piano  yz  le  aree  descrit 
dt  dai  raggi  vettori  G5f ,  GO,  OM,  e  se  annotazîoni 
tano  rispelto  ai  piani  zx ,  xy,  ^i  avrà 


dA' 

dm  zz 

m 

dA^ 
dt 

^ 

de 

^  di 

dm  n 

m 

dB^ 
dt 

- 

dB  . 

£  -j-  dm  y 
dt 

dt 

dm  zz 

m 

dC 
dt 

-♦- 

£  -T-  dm  . 
dt 

{*)  La  leltcra  G ,  già  adopcrata  per  rapprcscntarc  la  coppi 
verra  impiegata  eziandio  a  dinotare  il  centro  di  i;ravitii  del  si 
»lo  del  discorso  apparirà  seroprc  in  quai  significato  debbasi  p 
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Dim.  Infatti    essendo  la  rctta   OM  contermtna  alla    linea  spezzala 

(OG  ■*■  GM)  =  {GM  —  GO),  sarà 

x'  =  œ  —  X,,    ■^  !=  y  —  y,.    «'  =  2  —  z, , 
e  per  consegiienza 


riiisccnito  nulli  gli  altri  termini  a  cagione  délia   nota  proprietà  del 
cenlro  di  graviià  ,  onde  abbiamo 


'  dt  dt 

Cosi  è  provata  la  prima  dclle  forniole  proposte,  e  con  essa  le  altrc  duc. 


S.  3."  Moto  de'fittemi  liberi.  —  Principto  délia  coitservazion  del 
tnolo  del  rentro  di  gravita,  e  prineipio  delta  contervazion  dette 
arte,  o  de'  momtnti  délie  quanlilà  di  moto. 


f9S.  Le  azioni  délie  forze  sollecttantî  f,  f,  /"  etc.  essendo  con- 
Irabbilanciale  ad  ogn'istante  dalle  corrispondenti  reazioni  (1&1),  se 
quesle  due  specie  di  forze  siano  trasportate  ail'  origine  0  di  tre  asst 
reltangolari  Ox,  Oy,  Oz,  ivi  dovranno  riuscire   ugualï   ed   opposle 


si  le  rispetlWe  forzc  ristiUanli ,  c  si  le  rispeltive  coppie  risi 
bade  si  avrâ 


ycog.(sf).dm=:^^dm 


—     ^Ei.. 


Zf[ycot.(zO  —zco».(yfy]dm  =  2r  - 
(2)         {    Zf[ztos.(xn—xcoi.(zf)']dm:=2z 
T:f[xco,.iyf)-y(os.(xn]dm  =  T 


Le  prime  formole  (I)  significano  ehe: 

«  Nel  movimenlo  di  un  sùtema  liber 
{x,,  5,.  z,  )  cosi    eammina  corne  te  tuf 
Tt  foMB  riunita,  e  corne  se  lutte  le  forz 
TÎ  fotttro  immtdiaiameate  appUcale,  < 
zione.  »  E  ne  segae  _cbe  -■ 

a).  Quando  un  tislema  libéra  ii  r 
cepi/e  (non  essendoïî  forze  sallecUani' 
guali  ed  opposte  azioni  de'  punti   m; 
il  centra    di    gravita    camminerà   e 
in  cio  consisie  il  princtpio  delta  C 
di  gravita. 

b).  Quando  le  forze  sollecilar 
qttitalgono  ad  una  forxa  un 

Iro  di  gravilà,  H  corpo  avràm 
e  quando  le  forze  sollecilanti 
il  eentro  di  gravil/i  si  rimari 
trà  cke  rivolgersi  intorno  a 


199.  Allorchè  le  fone  sollecitanii  f,  f,  f"  etc.  trasporiate  nel  pnn- 
to  0,  origine  detle  coordinate,  «tanno  ivi  una  coppia  niilta,  te  for- 
mole  (2)  diveDtana 


0  =  2T.d-r-dm  , 


dC 
0  =  2Tâ-j-dm, 


ed  intégrale    <liie   volte  cosi  che  a    t  =  0    corrisponda    A  : 
B  z^  Q  ,    C  =:  0  ,  si  mutano  nelle 


2ZÀdm  —  Lt, 
2ZBdm  =z  Mt, 
2xCdm  =  NI, 


ove  le  costanti  delt'integrazione  £,  M,  JV,  rappresentano  le  compo- 
nenli  délia  coppia  attualt  di  moto  OG,  la  quale  percio  dec  manle- 
ncrsi  învariabile  in  lutta  la  dnrata  del  moto.  Da  colcste  formole  s' in- 
ferisce  che; 

o).  «  Kel  moDtmento  dipià  corpt  che  reagùcano  seeondo  una  legge 
qualunque  gli  uni  tuglt  altri,  ma  il  eut  tiitejna  »ia  inîeramen- 
te  libéra  da  ogni  azione  di  forxa  etterna,  te  i'  intendano  proietlnte 
topra  un  piano  le  aree  che  vanno  detcrivendo,  intorno  ad  unpun- 
to  fit$o  0  fttco  t  1  raggi  vetlori  condotli  da  queilo  foco  a  tutte  le 
molecote  nsnall  del  iistema,  la  tomma  di  guette  aree  proiellale 
creicerà  in  proporzione  del  tempo ,  e  pero  »t  conservera  eoslanle 
per  ogni  uguale  intervalle  di  tempo.  >  In  (juesio  teorema  consiste 
il  principio  delta  Contemazion  délit  aree,  o  de' moment!  délie  quan- 
tità  di  moto. 

E  palesc  che  qoesto  principio  raie  anche  nel  caso  che  i  corpi 
siano  soggetti  ail'  azion  di  forze  esterne ,  purchè  la  coppia  che  na- 
Kce  dal  trasporiare  nel  punto  0  sid^tle  forze,  o  ricsca  cosianieoien- 
te  nuila,  oppure  si  trovi  sitnata  costaniemente  in  un  piano  perpeii- 
dicolore  a  qucUo  cbe  riceve  le  proie zionî  délie  arec. 


M    rotaalone    Intorno 


$.  1.*  Propriété  itUa  rotazione  intomo  ad  un  atst  ;  veloeilà  ed 
aecettraxione  angolare  ;  forze  eentrifughe  ;  motntnli  delli  quantità 
di  moto  e  delh  forxe  à'  intrzxa  intomo  ail'  oite  di  rotasîone. 


200.  Allorchê  un  sistema  Hgido  st  molge  intorno  ad  un  asae 
immobile  Ox  (fig.  64),  ogni  panto  AT  del  sistema  si  mnove  sulla  pe- 
riferia  di  un  circolo  che  ha  il  centro  suU'asse,  e  due  punti  guatttn- 
que  A,  S  del  tinUma  lituati  tu  quegla  periferta  detcriveranno  con- 
temporaneamente  archi  uguali  AA',  BB".  Imperorchè  se  1' arco  ÂB, 
dopo  una  rotazione  qualsivoglia  de)  sistema ,  prende  la  posizione 
A'ff,  sarà  ccrtamente  AB  =  A'ff.  Ma 

AB  =  AA'  -+-  A'B  . 

A'B"  =  A'B  ■*•  Blf  ; 


danque  ,  paragonandoy  ÀA'  =:  BI/  . 

Corolt.  Sia  »  l'  amptezza  angolare  detla  rotazione ,  ciot  1'  angolo 
onde  un  piano  raeridiano  qualunque  hn  deviato  dalla  sua  posizione 
Iniziale:  t'arco  t,  descritto  contemporanea mente  da  un  punto  M  si- 
tuato  alla  disiania  r  dall'asse,  sarâ  «  =  ra. 

201.  11  moto  di  rotazione  si  dice  uniforme  oiI  equabite  quando 
agli  ugaaii  e  successivi  interralli ,  in  cuî  ad  arbitrio  si  concepisca 
diriso  il  tempo,  coirispondano  sempre  aguali  le  ampiezie   angolart. 
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La  velocilà  B  délia  rotazione  uniforme  è  iina  quanlità  che  na- 
sce  dal  paragonare  lo  spazto  angolare  «  col  tempo  I  impiegaio  a 
percorrerlo ,  e  si  delermioa  per  la  formola 


esseodo  cliiaro  che  la  velocilà  è  doppia ,  tripla  elc.  ,  sia  qnand» 
in  nn  data  tempo  to  spazio  percorso  o  è  doppio,  tripla,  elc,  sia 
quando  ud  dato  spazio  è  percorso  nella  meta ,  nel  terzo  elc.  del  tem- 
po {App.  72). 

Meolre  la  rotazione  equabile  0  si  compie  n^  tempo  (,  un  pun- 
to  qaaisivoglia  M  siluato  alla  distanza  r  dall'asse  descriveri  lo  spazia 
t=r4i  colia  velocilà 


Di  qui  segue  che  la  telocttà  9  dtlta  rotazione  uniforme  i  rap- 
presentata,  sia  dallo  5)i3zio  angolare  e  percorso  ncll'  untfà  dx  tem- 
po, Bia  dalla  velocilà  u  di  un  punto  preso  ail'  unttà  di  distanza 
dair  asse. 

202.  Il  moto  varia  di  rotazione  potendosi  rignardar  come  uni- 
forme nella  durala  di  un  tatanle  dt  (ISI)  ,  la  Teloeità  angolare  9 
è  in  générale  espressa  dalla  formola 


essendo  do  la  rotazione  falta  nell'  istante  dt. 

La  derivata  della  velocilà  angolare  6,  presa  rispetto  al  tempo  t, 
vale  a  dire 


si  dice  accelerazifuu  angolare. 
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Possiatno  dunquc  stabilire  in  générale  che  :  Mentre  un  sîstema  , 
girante  sopra  un  asse  fisso,  fa  la  rotazîone  do  nel  tempo  inOnitesî- 
mo  dt ,  un  eiemento  qualsîvoglîa  dm  situato  alla  distanza  r  dall'as- 
se  descrive  lo  spazio  ds  zn  rdo  colla  velocità 

^ds  ^      do  ^ 

e  viene  animato  da  una  forza  d'  inerzia  di  oui  le  componenti  tan- 
genzîale  e  centripeta  sono 

du  j  ^9     j  d*o    , 

-—  am  r:  -r-  rdm  =:  -r--  rdm  , 
dt  dt  dl^ 

—  dm  zz  e^rdm  =z  f--l   rdm  , 


203.  Le  forze  di  reazione  opposle  aile  forze  centripète  si  dico- 
no  forze  eentrifughè.  Quîndi  se,  nella  rotazione  intorno  ad  un  asse 
fisso ,  la  forza  centripeta  delt'  eiemento  dm  si  esprima  con 

—  e^rdm.  , 

per  indicare  che  lia  direzione  opposta  al  raggio  r,  la  forza  centri- 
fuga  si  dovrà  rappresentare  con 

B^rdm  . 

204.  Il  momento  della  quantité  di  moto  del  punto  materiale  dm 
intorno  air  asse  di  rotazione  essendo 


do 
udm.r  zz  $.r^  dmzz  -—-r^  dm  , 

dt 


la  nomma    de'  momenti  délie  quantità  di  moto  del  sistema  intorno 
aW  asse  medesimo  sarà 


0  E  r^dm  zz  -7-  Zr^dm  . 
dt 


Il  niomenlo  délia   fona  A'  incrzia   dell'  elemento  dm  intorno  al 
detio  asse  (essendo  =:  0  il   momeiito  délia  componente    centriiKia 

^dm)  si  riduce  al  momeDlo  délia  componente  tangeniiale  -fr^m  , 

momento  chc  è 

dit,       _''*».    _  à'o 

■y-  dm.r  ^  -T-  r'dm  ^  -j—  r^dm  . 


La  somma  de'  momenii  délie  forze  d'  inerzta  de)  sistema  intorno 
air  asse  dï  rotazione  sarà 


S.  2*.  Momenio  d'  inerzta  e  lue  proprictà  rûpetto 
agli  asti  paralUU. 

205.  Homento  d*  Inerala  di  un  gittema,  intorno  ad  un  uj- 
te  Ox ,  è  la  tomma  de'  prodotlt  cke  naicono  moltiplicaiido  ciatettn 
elemento  dm  delta  maiia  del  tiilema  pel  quadrato  delta  tua  di- 
êtanza  r  dalVatte  Ox.  Cosi  se  si  dénota  per 

mS, 
il  momenio  d'  inerzîa  délia  massa  m  intorno  ail'  asse  Ox,  sarà 
mS.  =  rr'dm  =  r'dm  -t-  (r"dm)'  -4-  {r'dm)"  -t-  etc. 

206.  Scolio.  Nella  rotazione  di  un  sisiema  intorno  ad  nn  dato 
asse,  se  il  momento  d'  inerzia  relativo  a  tsle  aftse  si   moltiplica  per 

d9       . 
la  velocila  angolare  8 ,  o  per  1'  accelerazione  angolare  -j-  ,    i   pro- 

dolti,  quali 

dt 
B.mS,,      -r-.mS,, 
dt 
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rappresenteranno  rispeUÎTamente  intorno  ail*  asse  di  rotazîone  la 
somma  de'  momenti  dekle  quantita  di  moto  del  sîstema  y  e  la  somma 
de'  momenti  délie  sue  forze  d'  inerzia.  Cosi  i  momenti  d'  inerzia 
ne'mo/î  di  rotazione  hanuo  uffîcîo  analogo  a  quello  cbe  ha  la  mas- 
ia  ne'  moti  di  *  traslazione,  Ba  ciè  si  puô  argomenlare  quanto  sia 
grande  l' importanza  di  studiare  a  fondo  le  proprietà  di  tali  momenti. 

207.  Pbop.  In  un  sistema  quaUivoglia  y  il  momento  d*  inerzia 
{mSx)  intorno  ad  un  asse  qualunque  x  è  uguale  al  momento  d' i- 
nerzia  (mSg)  intorno  ad  un  asse  parallelo  g  condotto  pel  centra 
di  gravita ,  ptu  il  prodotto  délia  massa  m  del  siêlema  pel  guadra- 
ta  délia  dis  tan  za  D  de*  due  assi  ^ ,  g ,  vale  a  dire  : 


mSs  =  mSg  -♦-  mB^ 


donde 


dr    ^—    ^i 


D^  . 


DiM.  Dal  punto  M  dove  si  troYa  V  elemento  dm  del  sistema 
{pg.  55)  scenda  nn  piano  perpendicolare  sopra  i  due  assi  paralle- 
U  œ  y  g  y  che  li  tagli  ne*  piinti  Z  ,  6r ,  e  sia  P  la  proiezione  del 
punto  M  suUa  retta  XG,  Si  ponga 


XM  =:  r  ; 
XG  z=:  D  ; 


f  GM=      fy 

(     GP  =  X  . 


Il  triangolo  XGM  somminisira 


r»  =  D»  -4.  f»  -4-  2Dx  . 


Se  ora  moltiplichiamo  qiiesla  formola  per  i' elemento  dm  y  cd  il  pro- 
dolto  si  sommi  con  tuiti  i  prodotli  anaioghi  degli  aliri  elemenli  mu- 
teriali  del  sistema  y  si  a?rà 


rr'dm  =:  D^Zdm  h-  Ef»dm  h-  2DZxdm  , 


ossia 


mS^  =  viIP  -^  mS. 


2Dl,xdm  . 


zuu 
Ma  txdm  rapprcsenta  la   somma   de'  momenli  di   tuite  le  particelle 
délia  massa  m,  presi  rispeito  ad  un  piano  condoUo  pel  cenlro  di  gra- 
vita   perpendicolarmente  alla   retta  SG  ,  e  not  sappiamo    che  que- 
sta  somma  è  =  0.  Dunque  Sx  '^  Sg  -*-  If' . 

IN.  B.  D'ora  innanzi,  quaodo  si  avranno  a  considerare  i  momen- 
li d'  inerzia  intorno  ad  assî  paralleti ,  il  mamento  che  si  rilerisce 
air  asse  condollo  pel  centro  di  gravité  sarà  indicato  sempliccmente 
per  -mS  ,  e  si  scrÏTerâ  per  esempîo  : 


■-»(-4)- 


s.  3*.  Pendolo  compotto  :  ma  riduzione  al  pendolo  sempUce  me- 
diante  il  centro  di  Oêciltazione.  Reciprocanza  tra  V  asse  di  tospen- 
Bione  e  l'aue  de'  centri  di  oscillazione. 


208.  Pendolo  componto  è  un  sitlema  di  forma  invariabi- 
le  che,  abbandonato  alla  sola  gravita,  oscilla  intorno  ad  un  aise 
orizzontale  Ox  (fig.  66).  Diff'erisce  dal  pendolo  semplice  nel  <juale 
tutla  la  massa  supponesi  concentrala  in  un  sol  piinto. 

Qucsito.  Trovar  la  legge  cbe  regola  1'  oscîltar  del  pendolo  intor- 
no air  asse  orizzonlale  Ox.  ' 

Bispotla.  Dal  centi'o  G  di  graviià  del  pendolo  sia  condotu  la  per- 
pendicolare  GP  sull'  asse  Ox  di  sospeniione,  e  si  consideri  il  pen- 
dolo neir  istante  che  la  relia  PG  =  D  dévia  dalla  verticale  Pz  col- 
I'  angolo  e. 

La  legge  che  regola  1'  oscillar  del  pendolo  sarà  espressa  dalla 
lormola 

d'à  __   gten.B 


dove  ^  è  la  gravita,  ed  mS  è  il  raomenlo  d' inerzia  intorno  ail'  asse 
condolto  pel  centro  G  di  graviià  parailelamente  ail'  asse  Ox  di  sos- 
pCDsione  (si  fa  aslrazione  dalla  resistenza   dcll'aria  e  degiî  allrili). 


Bim.  Dal  principio  H  reazione  si  ha,  ehe  la  Bomma  de'  momeD- 
ti  délie  toTK  di  grarilà  intorno  ail'  agse  Ox  di  rotazione  dev'essere 
ugaale  alla  Eomina  de'  momenti  omologhi  délie  forze  d' inerzîa,  cioè 


Ora,  aile  Torze  elementari  gdm  ,  Igdm)'  etc.  délia  gravîU  si  poô 
soslitoire  la  loro  risullante  =  gm  ,  applicata  al  centre  G  di  graviti 
(fig.  £6)  ,  cd  il  momcnto  di  questa  forza  è  :^gm.D$en.».  Dunque 


— -j- .  mSs  ^  gm.D  w».  0  ; 

cd  euendo  (207) 

S^  =  S  ^  D*  =  D  (^D  -t-  ~)  , 
sari 

d'à  ___    ^»n.s 
di»'  ~  ^       S   ' 


209.  Coroll.  I.  Quando  il  peDdolo  è  semplice  e  délia  lunghetza 
^  a,  la  massa  m  snpponendosi  concentrata  all'estremilà  de)  flio  a  , 
il  suo  momento  d' inerzia  rispetio  ail' asse  Ox  sari  mSi  =  tn.a». 
Egiiagliando  tra  loro  il  momento  délia  Forza  d'  inerzia  ed  il  momen- 
to délia  forza  di  grarilà  del  pendolo  semplice  ,  si  ottieoc  : 

rf'ff 

-tt;  -ma'  =  gm.aten.^  , 


Paragonando  quesl'equazione  con  la  précédente,  si  scopre  che  la 
lungbezza  a  del  pendolo  setoplive  ,  »ocrono  al  pendolo  composto, 
é  dala  dalla  formola 


1 


I 


Nel  pcndolo  composta  si  chiama  eentro  al  «sclu«slone 
qnel  punlo  Q  la  eut  dislanza  PQ  âatV  aue  di  totpentione  (fig.ÙG), 
prêta  in  linea  retia  col  eeairo  G  dt  gravilà  ,  misura  la  lunghessa 
del  pendolo  tempUee  ùocrono  al  pendoto  eompoito.  Sia  D,  la  di- 
gtanza  del  ceotro  G  di  gravilà  al  centre  Q  di  o$cillazi»n«  :  sari 


vale  a  dire.-  Il  centro  G  dî  graritâ  divide  la  distanza  PQ,  interposla  tra 
l'asse  di  sospensione  ed  il  centro  di  oscillazioDC,  in  due  parti  addilivô 
D  ',  D,  reciproeamenle  praporzionali  tra  loro  ;  talchè  se  1'  asse  di 
sospensione  si  sposti  nel  sistema,  conservandolo  per  allro  parallelo  a 
se  stesso,  e  si  allontani  dal  centro  di  gravita  ,  il  ceniro  di  oscllla- 
zione  si  awicinerà  in  proporzione  ad  cgso  centro  di  gravita  ;  im- 
perocchè  il  prodoito  délie  due  distanze  D,  D^  si  dee  mantenere  co- 
siante  ed  =  S. 

210.  CoToll.  II.  Se  pel  centro  Q  dî  oscillazione  si  conduce  nna 
retta  Qx'  parallela  ail'  asse  orizzonlale  Ox  di  sospensione,  quesu 
retta  si  dice  Q*iie  de'  centri  di  oscillazione,  perché  ciascuno  de'suoi 
punti  oscilla  precisamenie  corne  Ta  il  punlo  Q. 

Ed  è  a  notare  cbe  i  due  assi  di  sospensione  e  de'ceniri  di  oscilla- 
zione sono  recipro m'  l'uno  dell'aliro.  Taie  a  dire,  secondochè  uoo  qua- 
Innque  di  essi  si  prende  per  asse  de' centri  di  oscillazione  o  pcr  asse 
di  sospensione,  l'altro  diviene  asse  di  sospensione  od  asse  de'  cen- 
tri di  oscillazione;  ed  il  pendolo  composto  è,  nell' uno  e  nell'  al- 
tre  caso,  isocrono  al  pendolo  sempiice  délia  lungbezza 


S*.  4*.  l'ormole  per  la  rotazione  uniforme.  Quando  le  guantttà 
di  moto  elementari  eqvivalgono  ad  «na  forsa  unira,  anche  le  for- 
ze  cenirifvghe  equivarranno  ad  una  forza  uniea;  e  vîceverta.  Vrto 
cke  viene  ail'  ans  ■mW  attwxrti  delta  rolazione ,  e  prettion  conti- 
nua che  ne  segue. 

2(1.  In  un  punio  arbitrario  0  dell'assc  Ox  di  rotazione  coordinia- 
■no  due  allri  assi  Oy  ,  Oz,  rcttangolari  ira  loro  e  col  primo,  u  nel 
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isislema  rotante  consideriamo  uAo  degli  elementi  dm  sitaato  nel  pan- 
lo  (Xy  y,  z)  alla  distanza  r  dair  asse  Ox.  Sarà  y  zzrcos.{yr)  , 
s  :r:r8en.{yr)  ,  ossia 

y'zzrcoi.Of    zzzrsen.Oy 

» 

dînotatido  per  o  V  iingolo  (yr)  , 

Supponendosi  costante  la  Telocità  angolare 


d  = 


d9 


il  punto  dm  (x,  y,  z)  sarà  anîmalo  dalla  Tclocuà  =rd,  e  dalla 
Torza  centripeta  =z  —  rd^  ,  délie  quali  le  componenti  rispettive  sa- 
l*aiino 


dx 


dt 


=i^z9, 


I     d^x 
di^' 


=  0, 


^y  _ 
df^ 


Ti=-yô^ 


d^z 


=  —  Z0»  . 


Cosi  il  centre  di  gravita  dcl  sislema,  situato  nel  punto  {x^ ,  y^ ,  z^) 
talla  distanza  D  dall*  asse  di  rotazione,  sarà  anîmato  dalla  veloci- 
ik  zz  D6  ,  e  dalla  forza  centripeta  =  —  Dô^ ,  di  cui  le  componen- 
ti si  ottengono  scrivendo  ,  nel  le  formole  prccedenti ,  x^y  y^,  z^  in 
Inogo  di  âr,  y»  jt.  £  si  ha 


t>  =  |/(yr 


^  a 


."). 


212.  Proponiamoci  ora  dl  trasportare  in  0  tanto  le  quantité  di 
moto  elementari,  quanto  le  forze  d*  inerzia,  per  ridurle  ivi  ad  una  so- 
la  forza  e  ad  una  sola  coppia  :  il  che  si  ottiene  facendo  le  débite 
sostitnzioni  nelle  formole  generali  già  date  (196.  1®.  2®.)- 
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Trasportate  in  0  : 
1*.  Le    quantilà   di  moto  del  sistema  equÎTarranno   alla  forza 
0F=m.D6,   ed  alla  coppia  OG,  determinate  mpettiTamcnte  tlil- 
le  componenli  : 


Z  =  0, 

I     L  =  ,/,'dm, 

7  =  —  m.z,  B  , 

/    »=:-./i,d». 

Z  =  m.,.l: 

(    lV=z-./iji», 

La  coppia  06  «i  puô  anche  rigaardare  come  composta  délie  due 
coppie  retlangolari 

Gcot.VnG)  =  S/rHm  =  S.mS,  =  P.m(i)"  -i-  S) , 
Gàtn.(xG)  =e\/[{/xydmy^  -t- {/xxdm)*]  ; 

il   piaDO  délia  prima  di  queste   coppie  compooenti  è  perpendicolare 
air  asse  Ox,  ed  il  piano  délia  seconda  passa  per  quest'  asse. 

2*.  Le  forze  d'  inerzia  (cbe  nel  nostro  caso  covsistono  nelle  sole 
forze  centripète  )  equivarranno  alla  forza  0F^  =  —  ttt.De' ,  ed  alla 
coppia  0G^ ,  delermioau  dalle  componenti 


Y,  =  — m.y,e* 


La  retta  OGi  cbe  rappresenu  la  coppia  d' inerzia  G, ,  t  perpeit- 
dicolare  aile  due  rette  Ox,  OG  {196,  2».  ),  ed  ha  per  Talore 


G,  =  9  l/XaP  f-  JV»)  =  «Gten.(xG)  . 


213.  Pfcop.  Nella  rotazione  intomo  ad  un  aê$e  fissoy 
quantiià  di  moto  elementari  equivalgono  ad  una  forza  un 
le  forze  eentrifughe  equivarranno  ad  una  forza  unica  ;  e 

BiH.    La    condizione    che  esprlme  sifMta    equiralenza 
quantité  di  moto  ë 

IJ  -4-  Jf r  -H  iVZ  =  0, 

e  per  le  forze  centritaghe  è 

e  ciascnna  di  qaeste  due  condizioni ,  fatte  le  sostituzioni , 
tiella  segaente 


(   ( 


y^N  —  ZtM  :=  0. 

2N.  Quesito*  Un  sistema  rigido  e  mobile  intorno  ad  un 
Ox  essendo  posto  in  movimento  per  V  impulso  di  forze  is 
quai  sarà  la  nalnra  del  moto?  £  quanto  1' urto  contro  1 
primo  istante?  E  quanta  la  pressione  che  yiene  suU'asse  d 

eentrifughe? 

Soluzione,  L  Le  forze  istantanee  si  eoncepiscano  *ridoU 
forza  P  appHcata  in  O,  e  ad  una  coppia  Q  rappresentata 
retta  OQ.  Bato  l' impulso  al  sistema,  il  moto  di  rotazion< 
colla  yelocità  uniforme 

Ocos.{œQ)   ^  Qcos.jœQ) 

Infatti  intorno  all'asse  Ox  la  somma  de'  momenti  délie  for: 
tanee  ë  r:  Qcos.(xQ)  ,  e  la  somma  de'momenti  délie  quantit 
è  Gcos.(xG)  =  ^.mSx  y  e  queste  due  somme  debbono  essere  ugi 
Inoltre  se  il  sistema  non  ë  soggetto  airazion  di  forze  < 
o  se  la  somma  de'  loro  momenti  intomo  ad  Ox  ë  nulla , 
nulla  la  somma  de'  momenti  délie  forze  d' inerzia ,  cioë  sar 


dt 


mS,  =  0. 


dS 


Cosi,  essendo  nulla  T  accelerazione  angolare  ^,    la   rota 
manterrà  uniforme. 
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H.  Le  percnssionl  che  sostiene  Tasse  nelt*attuat*sî  detla  rotazioti<S 
siano  rappresentate  dalla  forza  Op  applicata  nel  punto  0,  e  dalla  cop- 
pia  Oq.  Queste  percussioni  p,  q  dovendo  essere  equivalenti  (194,  a) 
aile  azioni  délie  forze  istantanee  (P,  Q)  ed  aile  corriâpondenti  re- 
azioni  ( —  F>  —  (7),  la  forza  p  sarà  uguale  alla  risultante  délie 
due  forze  P,  —  /^,  e  la  coppia  q  sarà  egaaie  alla  risultante  délie 
due  coppie  Qy  -^  G^  ossia  délie  due  Qsen.{!tQ)^  —  Gsen.fxG)  y  a 
causa  di  Qcos.(xQ)  ^Gco$,{àcG)  s:  0.  Le  percussioni  p,  q  suU'asse 
Ox  si  possono  adunque  indicare  simbolicamente  coâi 

p  z=.  rts,{Pf  *—  tnDb),  q  z:z  riê.[Q 8en.{  xQ),  —  Gsen,{xG)]  . 

IIL  Similmente,  le  pfessioni  che  sostieiie  Tasse  Oo?  ad  ogn'istan- 
te  délia  rotazione  ,  siano  rappresentate  dalla  forza  Op^  applicata 
nel  punto  0 ,  e  dalla  coppia  Oq^ .  Queste  pression!  p^ ,  q^  dovendo 
essere  ad  ogn' istante  equivalenti  (192^  a)  aile  azioiti  délie  forze 
esterne  sollecitanti  (  che  nel  nostro  caso  son  nulle  )  ed  aile  reazioni 
del  sistema  (  —  F, ,  —  G^)  y  la  forza  p^  dovrà  essere  =  —  F^i 
e  la  coppia  q^  dovrà  essere  =r  —  G^.   Si  avrà  dunqne: 

p^i^mDO^,  ^4= — e.Gsen.ixG). 

215.  CorolL  Se  si  vuole  comunicare  al  sistema  una  data  velociti 
angolare  ^  senza  che  Tasse  Ox  provi  alcun  urlo,  basta  che  le  forze 
impresse  siano  equivalenti  aile 

P  =  mD$ ,     Q  =  Gf 

e  la  rotazione  iniziale  sarà  spontanea,  vale  a  dire,  quale  sarebbe  se 
il  sistema  solido  non  fosse  vincolato  da  ûlcun  ritegnOé 

216.  CorolL  Chè  se  invece  vuolsi  produrre  la  rotazione  0  col  mi-* 
nor  dispendio  possibile  di  forza ,  senz'  aver  riguardo  alT  urto  delT  as-- 
se ,  basta  applicare  in  un  piano  perpendicolare  alT  asse  la  sola  eoppia 

Q  =  Gcos.(xG)  =  ^fr^dmy 

e  le  percussioni  snlT  asse  si  avranno  dalle 


p  =  —  tw.D^,    g  =  —  Gsen,{ùcG)  . 
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S*,  5*.  Momenti  d*  inerzia  e  momenti  complessi  rUpetto  a  due  «i- 
tUmi  di  assi  paralleli,  uno  de'  quali  sia  coordinato  nel  centra  di 
gravita. 

217.  I  momenti  d' inerzia  di  un  corpo  intorno  a  tre  assi  rettan* 
golari  (x) ,  (y) ,  {z) ,  sono  espressi  (in  virtù  délia  loro  definizione  ) 
dalle  formole: 

mSz,  =  Z{x^  -H  y^)dm  . 

218.  Le  somme  Tyzdm,  Zzxdm^  J^xydm,  che  pure  s' incontrano 
nella  rotazione  di  un  corpo,  s' indicheranno  per 

mSyx  =  Tyzdm, 
mSxs  =  ^zxdfiii 
mSxy  =  Zxydm  , 

e  si  chiameranno  momenti  complessi  di  due  assi.  Cosi  mSzy  è  il  mo- 
mento  eomplesso  de'  due  assi  y,  z. 

219.  Due  sistemi  paralleli  di  assi  rettangolari  x  y  z,  a!  \j  z^  es- 
sendo  coordinati,  Tuno  nel  centro  G  di  gravita  di  un  corpo,  e  Ta!- 
tro  nel  puuto  arbitrario  0  di  coordinate  x^,  i/i  '  ^4  »  ^^  ^^d\\  rela- 
zionî  saranno  vincolati  i  momenti  del  corpo  (sla  d' inerzia,  sia  com- 
plessi) rispetto  ai  due  sistemi  di  assi? 

Risposta.  Dalle  formole 


5x  =  S,'-(y,>H-V), 
S.zzS,^-(x,^^y,^); 


Szx  :n  Sz'x'  —  z^x^  , 
Sxy  ^  Sx* y'  ""  ^1  Vi  » 


le  quali  moltiplicaie  per  m  significano  che: 

1^.  Il  momento  d'  inerzia  di  un  corpo  intorno  ad  un  asse  uscente 
dal  centro  di  gravita f  è  uguale  al  momento  d*  inerzia  intorno  ad  un 
altro  asse  parallelo  quahivogUoy  meno  il  prodotto  délia  massa  m 
del  corjpo  pel  quadrato  délia  distanza  de*  due  assi  (207)  ; 


4»*° 


.  oo  ; 


,4** 


,  <.">"" 


>«" 


Oi< 


^'• 


1^ 


M9 
Soluz,  Le  dne  risallanti  F,  F^  [dovendo   essere  ngualî   in   dire^ 
zione  e  in  grandezza  alla  qaantità  di  moto  ed  alla  forza   centripeia 
cbe  avrebbe  il  centro  dt  gravita  se  la  massa  m  del  sistema  tI  fosse 
riunita  (196)  ]  saranno 

F  z=:  m.D9,      F|  =  —  W.D5* . 


E  ne  segue  che,  délie  due  retle  rappresentantl  coteste  forze  la  prima 
doTrà  esser  perpendicolare  al  piano  determinato  dair  asse  (x)  e.  dal 
centro  di  gravita  G^  (S  indirizzata  nel  senso  délia  rolazîone,  e  la  se- 
conda^ doYrà  essere  perpendicolare  ad  F  ed  air  asse  (x), 

Cio  postp ,  sia  P  il  punto  del  piano  {Ox ,  G)  per  ove  passa  la 
direzione  delta  forza  F,  risultante  délie  quantità  di  moto,  e  da  P  si 
tiri  la  perpendicolare  PO  suU'asse  (x)  {fig.  57).  La  retta  PO  sarà 
la  linea  secondo  cui  si  esercita  la  forza  F^  risultante  délie  forze 
centripète  (*). 

Infatti,  dinotate  per  a ,  fi ,  y  \e  coordinate  del  punto  P,  la  rop- 
pia  di  moto  G  avrà  nelF  origine  délie  Xy  y,  z  le  componenti(2fi): 

L  =  F[ficos.(zF)  —  yeoê.iyF)]  =:  $frHm^ 
M  =  F\ycos,{xF)  —  (tcoi.{zF)'\  =  —  efxydm, 
N  =  F[acos.{yF)  —  ficos.  (xF)]  =  —  efxzdm  . 

IMa ,  essendo  la  forza  F  perpendicolare  air  asse  (x) ,  si  ha 

co$,(xF)  =  0, 

e  se  r  origine  dclle  x,  y,  z  si  prenda  nel  punto   0   dclla  retta  OP  » 
si  ha  di  più  a  =  0 ,  onde  risulta 

L  zs  F[ficos,(zF)  —  7C08,(yF)],     If  =  0,      JY  ==  0 , 


{*)  L'evidenza  di  quesU  proposizione  diviene  quasi  inimediaU  ragionando  cosL 
Se  si  prende  il  punto  0  per  cenlro  di  riduzion  délie  forze ,  il  polo  délia  cop- 
pia  di  moto  (  s  F,OP)  cadra  suir  asse  Ox ,  ed  avrà  per  conscguente  una  vélo- 
cilà  DuUa.  La  coppia  d*  inerzia  (7,  ,  che  dev^  essere  uguale  io  grandezza  a  taie 
velocilà  (196,  3^.),  sarà  dunque  nulla  nel  punto  0,  e  per  consegucnza  la  forza 
Fj  ,  équivalente  aile  forze  d'  inerzia ,  sarà  diretla  secondo  PO. 


e  qaîndi  la  coppi«  G^  dolla  forze  centripète,  dl  cui  le  componeiiti 
iono  in  générale 

X.  =  0,    M,  =  —  9N,    iV,  =  #jr, 

risuUerà  =  0.  Cosi  è  provato  che  la  risultahte  delle  forze  centri- 
pète passa  pel  punto  0,  e  che  rispetto  a  questo  punto  Tasse  Oœ  di 
rotazione  dee  soddisfare  aile  due  relazioni  Jlf  =  0,  i^T  =:  0,  ossia 
aile  due 

fxydm  rr  0,   fxzdm  =  0, 

• 

doTC  la  direzione  di  ciascnno  de'  due  assi  Oy ,  Ozy  non  è  soggetta 
ad  altra  condizione  che  di  esser  perpendicolare  air  asse  Ox, 

221.  Dehnizione.  Un  asse  di  rotazione  dicesi  permanente 
allorchè  le  forze  centrifughe  equivalgono  ad  una  forza  unica.  It 
punto  0  deW  asse  per  ove  passa  la  direzione  di  taie  risultante , 
verra  chiamato  centre  dl  permanensa  t  imperocchè  basta  che 
sia  sostenuto  questo  punto  solo  per  mantener  perpétua  ed  uniforme 
la  rotazione  impressa. 

a).  Un  punto  0  deiTasse  Ocd  di  rotazione,  afiinohè  sia  an  cen- 
tro  di  permanenza  »  dee  soddisfare  alla  condizione  espressa  dalle  due 
equazioni 

fxydm  r=  0,    fxzdm  =  0, 

yale  a  dire:*iVe{  centra  di  permanenza,  il  momento  complesso  del^ 
V  (use  Ox  di  rotazione  e  di  un  altro  asse  qualsinoglia  perpendico^ 
lare  al  primo ,  dee  risultare  uguale  a  zéro  ;  e  viceversa. 

222.  Quando  un  asse  di  rotazione  Ox  è  permanente ,  si  chia- 
ma  centre  di  percosaa  quel  punto  P  dove  il  pianoy  determi- 
nato  dallasse  Ox  e  dal  centra  di  gravita  G,  è  incontrato  dalla  ri-- 
sultante  F  delle  quantité  di  moto  elementari.  Se  si  fa  coincidere 
Tasse  Oy  colla  retla  OP  che  nnisce  il  centro  di  permanenza  col 
centro  di  percossa,  nella  formola 

F[ficos.(zF)  —  7Cos,{yF)]  =  0fr^dm 

risulterà  cos.(yF)  =r  0,  cos.(zF)  =  1,  onde 

F  fi  =  efr^dm  z=:  e,m(D^  ^  S), 


^^KH.  67) 


fi  =  OP,^    F  :=Z  m.  D6  ^ 

banque  :  la  distanza  ira  %  centri  di  permanenza  e  di  percossa  $arè 


OP  ZZ  D  ^  ^  :c::  D  ^   D,, 


eMeBfllo  D|  =  —  . 


o).  H  centra  di  percossa  prende  il  sno  nome  da  ci 6  che ,  se  si  ap" 
plîca  al  sistema  una  forza  istantanea  P  la  coi  direzione  passi  pel 
centro  di  percossa ,  e  sia  perpendicolare  al  piano  determinato  da 
qaesto  centro  e  dair  asse  di  rotazione  Ox ,  V  attuarsi  del  moto  ro- 
tatorio 


$  = 


P^ 

mD 


sarà  iponiameù  •  vale  a  dire ,  qwile  sarebbe  $e  il  sistema  fosse  af* 
fatto  libero ,  e  perb  senza  che  ne  risulti  alcuna  percossa  suit'  asse  Ox. 

223.  Paop.  L  Tutti  gli  assi  permanenti  {x')  ,  paralleli  ad  una 
data  direzione  Gx ,  sono  contenuti  in  un  piano  che  passa  pel  cen- 
iro  di  gravita  G^  ed  il  luogo  de'  centri  di  permanenza  è  un'  iper-- 
bola  equUatera  cke  ha  per  assintoti  gli  assi  Gx,  Gy  (fig.  ^8). 

Dtv.  Posta  Torigiae  degli  assi  x,  y,  jt  nel  centro  di  gravita 
G  y  le  coordinate  del  centro  0  di  permanenza  deH'asse  Ox'  siano 
^«^  Vf  )  ^1-  ^  ^^^  momenti  complessi  fx'y'dm,  fx'z'dm  deirasse  Ox^ 
nel  punto  O  saranno  espressi  da  (219) 

fx*y*dm  :*=  mx^y^  -f-  fxydm , 
JaSz^dm  =  fnx^z^^¥-  fxzdm. 


Ora  se  Tasse  (ry  û  prenda  parallelo  alla  retta  OP  che  dal  centfo 
O  di  permanenza  va  al  centro  di  percossa  P,  il  punto  0  ess(sndo  nel 
piano  xy  avrà  la  ^^  =  0,  e  le  due  relazioni  yiyrfm  -^O^fx'z'dm 
rr  0  deir  asse  permanente  Ox^ ,  diverranno 

"WP4V1  -•-  f^y^'^  —  Ô ,    fxzdm  zi  0  . 


e  per  consegncnie 

(2)  y.(S  =  —»»,  =  —  S  . 

Se  per  qnest'  cquazione  si  divida  la  précédente  (l).  ottern 

'"  i  =  T  =  ;^/"''"- 

Ora,  il  centro  di  permanenza  ed  il  ccntro  corrispondenle  : 
sa  avendo  in  générale  la  slessa  ascissa  sopra  Gx,  corne  il 
percossa  retativo  ail"  asse  Oaf  k  nel  pwnto  (;r,  ,  fi),  cosi 
di  percossa  relativo  ail'  asse  Pj^  sarà  nel  punto  (e,  y,), 
appamce  clie,  se  per  abbreviare  si  fa 


la  linea,  che  conliene  tutli  t  centri  di  percossa,  sarà  rapi 
dair  eqaazione  i^  ai,  e  pcro  sarà  una  relia  che  passa  ; 
6  di  graviià.  Ne  segue  che  il  centro  di  percossa  dell'  asse 
tendo  troTarsi  gulla  relta  PG  ed  avère  per  ordinata  y,,  sar 
to  P^  deir  asse  Ox. 

225.  Se  aTTcnga  che,  oltre  /xsdm=:Q,  risulli  fxydni 
retta  Gx  sarà  un  asse  permanente  de]  centro  G  di  graviià , 
ra  (  essendo  arbitraria  la  direzîone  dell'  asse  Gy  )  tulle  le 
lo  spazio  parallèle  a  Gx  saranno  assl  pernianenti,  ed  avrai 
eeotro  di  permanenza  (x  =  0  ,  y,)  nel  piano  condoilo  f 
pcndicolaroiente  a  Gx.  Di  piii,  nell'  alto  délia  rotazione 
D=:Ù)  si  faranno  equilibrio  intorno  a  fî:c  e  le  quantilà 
elementari  e  le  forze  cenlrirughe. 

226.  /  centri  di  pertotsa  eorrispondenti  a  due  atsi  re: 
rolazione  ,  jsi  diranno  reclprod.  I  centri  reciproci  di 
qaaii  P,  P^,  sono  Tïncolali  dair  equazione 
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ed  ancbc ,  in  grazia  dclla  (2) , 


essendo  S^  —  ^'ara;, .  Ma 

X  =  GB,     x.=GB,,     X  —  œ,=l  D.G ■t-GB  =  B.B  ; 


Sifflilmenle ,  ctaiamando  t^  la  velocità  del  panto  £, ,  si  avrà 


Salle  dae  «pressionl 


B,G 


B.B' 


apparisce  che  :  i  Se  nell'atlo  che  un  corpo  gira  gopra  un  attt  per- 
manente, si  cercano  le  pereoue  di  cui  «on  eapaci  due  centri  reci- 
proci  l'un  deU'altro,  quali  B,  B, ,  si  pub  dire  che  qiusli  due  punit 
percuolono  etatlamente  eome  te  ti  fotiero  tparlita  tra  loro  la  ma»- 
'  ta  m  del  corpo  in  ration  incertà  dette  loro  dittanze  al  centra  di 
gravita. 

Ed  è  da  DOtare  che  il  slsleoia  formata  dai  due  centri  reciprocî 

B,  B,,  in  cui  siano  concentrate  le  masse  m '—  ,    m ,  ha 

X  —  X,  X  —  ir, 

eTidentemente  il  ceutro  di  gravita  nel  punto  G  ;  ed  il  suo  momeoto 
d'ioerzia  intorno  all'asse  Gs,  espresso  da 


E  (igiiaie  aU'omologo  momento  d' încrzia  del  corpo. 
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Il  corpo  che  si  considéra,  dopo  che  a?rà  colpilo  col  punto  B  il 
punto  fisso  ed  ivi  estinta  la  forza  P,  restera  animato  dalla  sola  forza 
P^  applîcata  al  punto  B^  reciproco  di  J?,  e  per  qoesta  forza  conce- 
pirà  nel  pnmo  istante  un  moto  spontaneo  di  rotazione  intorno  al 
punto  B,  Sia  $^  la  telocità  angolare  di  qaesta  nuoTa  rotazione  ,  ed 
u^  la  yelocità  del  centro  di  gravita.  Le  due  formole 


Fzz  mu  ,      u^  $  — 


relative    al   centro  di  percossa  À,  diverranno  pel  nuovo   centro   di 
percossa  B^ 


P,  =  wu,  ,     u,  =  9^  —  = 


—  9^Xx  t 


le  quali  somministrano 


^=- 


Xx 


F         X  —  a 


m     S  -4-  X*a?^ 


Da  qaeste  formole  e  dalla 


Pr:  F 


X^aX 


x*x' 


si  possono  facilmente  ricavare  le  risposte  ai  seguenti  : 

228.  QuBsiTi.  Girando  un  corpo  libero  in  un  dato  istante  sopra 
un  asse  permanente  colla  velocità  angolare  $,  a  quale  de'  centri  di 
percossa  si  dovrà  opporre  un  punto  fisso  ,  perché  neW  incontro  ri- 
sulii  massima  o  di  un  dato  valore  :  1*.  la  percossa  P  ?  2*.  la  nuo" 
va  velocità  u^  del  centro  di  gravita  ?  3*.  la  nuova  velocità  ango- 
lare $^  del  corpo  intorno  al  punto  fisso  ? 

N.  fi.  In  questi  quesiti  »  ed  in  qnelli  che  s' incontreranno  al  ca- 
po  YI  (  n.  300  )  si  è  procurato  di  generalizzare  U  belle  teorie  del 
S\g,  Poinsot  sulla  percussion  de'  corpi. 


2% 


^'^ 
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tl  mezzo  che  si  offre  qaasi  sfMmiaaeaiDeDte  per  determinar  la 
somma  ^  y^dm  ,  si  è  di  considerar  qui  l' elemento  dm^  non  più  co- 
me  on  ponto  miaiterîale ,  ma  corne  uno  strato  sottilissimo  del  corpo^ 
contenuto  ira  due  piani  perpendicolari  aW  asse  Oy  e  corrispondenti 
aile  ascisie  V  >  V  "^  ^V*  Chiamando  F  l'area  délia  sezione  fatta  nel 
corpo  dal  primo  di  qoesti  due  piani  ^  sarà 

dm  r=  Ydy^ 


e  quindi 


Ty^dm  z=  fy^Ydy. 


In  modo  analogo  si  dimostra  che  alla  somma  Tz^dm  si  puo  so- 
8titnir  T  intégrale  fz^Zdz;  e  si  ottiene  cosi  la  prima  délie  formole 
proposte  >  dalla  quale  per  ragion  di  simmetria  si  deducono  subito  le 
altre  due. 

231.  Passiamo  ad  applicar  queste  formole  al  parallelepipedo  ed 
air  ellissoide. 

1*.  Nel  PARALLELEPIPEDO  di  laU  rettangolarl  a,  6,  c,  se  gli  assi 
Ox,  Oy,  Oz  traggano  l'origine  dal  centro  di  gravita  e  siano  paral- 
leli  a  que  '  lati ,  avremo 


«15,  =  ^  (6^  ^  c»), 


m 


wSy  =  —{c^^  a>), 


dove  m  =2  abc. 


m 


mS^  =  -  (a»  ^  6») , 


Infatti  in  quesio  parallelepipedo  le  aree  Xy  V,  Z  délie   sezioni   per- 
pendicolari agU  assi  OXy  Oy,  Or,  sono  cvidentemente 

X  =  [>c,  F  r=  co,  /  =  ab; 


onde 


fx^Xdx  =  bcfxi^dx , 


e  qgi,  per  eiUnder  l' integrarione  a  tDtto  il  lolido,  è  chlaro  cfae  con- 
TÏene  iniegrare  tra  i  llinill^  =  —  -  a,  a  =  —a.  Si  arrà  dunque 

f^'Xdx  -  .-( ;  -  72  ""' 

ed  analogamente  /y'Ydy  =  —  b*,  fz'ldz  =  — -  c" ,-  donde  le  for- 
{Dole  proposte. 

2*.  Neir  ELLissDiDE  rapprcsentau  dall'  equazioHe 


î  momenti  d' inerzia  intorno  agli  assi  rettangolarî  Ox,  Oy,  Qz  sono; 
tnS,=  -|-{6*-»-c'), 

mSy  =   "T"  ^''*  ***  "'^  '     ^"**     w  ^  -5-  06c  îT  - 
n.S.  =  ^  («»  -H  6*)  . 

Per  vedere  corne  la  prima  dî  queste  formole  nasca  dalla 
«»Sx  =fy*rdy  ■*■  fz'Zdz , 

osserviamo  che  la  sezione  Z  fatia  nell'  «llissoide  da  un  piano  per- 
peiidicolare  ad  Os  e  corrispondente  atl'  ascUsa  x  ,  è  1'  ellisse  rap- 
pretentaia  dall'  equazione 


'('-^)    '-O-^)' 


«  a  cm  i  icmUaui  bodo  le  ëae  longheste  miiurale  dai  prodotti 

Per  ottenere  I'  irea  /  i\  queat'  ellisse  dOTj;Ddosi  moUiplicare  i  due 
aerni-asii  pel  namero  gr  ,  si  arri 

Clô  posto  ,  integrando  tra  i  limiti  2=r  —  c  ,  z  ^  c  ,  i\  otterrà 
/z'Ziz  =  xab/yz*—  -^)d*  =  «  o6c' (y  —  —j^-^jrabe^ 
osaii 

Si  tia  dcl  pari 

fy^rdyzz^b', 

e  quiadi  la  prima  délie  formole  proposte,  e  per  ragîon  dî  simmeiria 
le  altre  dne. 

232.  M*Ildi  dl  rlvolMBlone.  Ou^'t'o-  Un  solîdo  essendo  ge- 
nerato  dalla  moluzione  dî  iioa  curva  piana  y  =:  y{x)  întorno  all'ag- 
se  0:r  ,  per  qaail  formole  si  possono  determinare  1  momeoti  d'iaer- 
lia  mSx  I  mSy  del  solido  relatm  I'  udo  all'asse  Ox  di  rotazione  ,  e 
l'allro  air  asse  Oy,  perpendicolare  al  primo  nel  punto  arbUraria  0  ? 

SiipMta.  Per  le  formole 
(■)  mS,  =  ^-/y*dx  , 

(b)  mSy  =  —  mS,  -I-  x/y''x'àx  . 


DiM.  n  sottdo  di  rivolyzione  si  «mcepisea  come  nn  aggrcgato  ai 
parallelepipedi  dm  eomprcsi  tra  i  meridiani  consecutÎTi ,  ed  arenti 
per  espression  générale  (134,  2*.) 

dm  ^  rded*À  , 

dove  d'A  =  drdx  h  an  elenento  ielV  area  A  delU  «arva  génératri- 
ce situatD  alla  disianza  r  dall'asse  Ox,  estendendosi  quesla  dîslanza 
dall'asse  fino  alla  stessa  curva.  Ciô  posto,  per  la  deflnizione  de'mo- 
menli  d'  inerzîa  si  avrà 

mSx  —  t(y'  ■*-  z')dm  ^  ïr'ifm, 

mSy.  :=  E{z'  -I-  x')dm  =  S(r°ien'.  o  •*■  x*  )dm  , 

estendo  a  I' angolo  onde  il  meridiano  mobile  {Ox.  r)  devîi  dal 
meridiano  flsso  {Ox,  y),  e  per  consegiieote  y^rcot.»,  z^rten.f>. 
Ora  Bosiilniamo 


ed  esegoiamo  ana  prima  iolegratione  rispelto  ad  «,  da  s  ^  0  Hno 
ad  s  =  2x.  EsBendo  tra  questi  limitî 


si  otlerrà  primieramentc 

mS^  =  ix/fr^drdx  ,  mSr  —  à  «Sx  -♦-  2jcf/rdr.x*dx  . 

Integriamo  di  imovo  rispelto  ad  r ,  da  r  =  0  flno  ad  r  =  y ,  in- 
lendendo  qui  per  y  1'  ordinata  délia  curva  génératrice  dei  solido  , 
y  ^  y(x).  Si  avranno  le  formole  proposle  (a)  ,  {b). 

233.  CoroU.  Il  momento  d'  inerzia  mS  del  solido  intomo  ad  una 
retu  (y)  ,  perpendicolare  ail'  asie  Ox  di  rotatione  nel  centro  G  di 
granià  ,  sari  ^ 

(0  mS  =  mSy  —  mD", 

essendo  D  la  dïMania  OG  (207). 


Passlamo  ad  appHcare  le  fonnole  (o) ,  (b)  >  (c)  al  couo,  ^ 
io  gferieo  e  sue  rarietà,  ed  al  cilindro  retto  e  sue  yarietà 

I 

234.  Nel  cono  reUo  del  vertice  0,  di  altezzà  =  a 
ae  del  raggîo  :=  r ,  sarà 


3  1 

mSjt  =3  ---  mr^  ,    easendo    w  =  -r-  xr^Or , 

10  3 


^       20 


ma*  , 


mS  =  — ^r 


80 


ma*  . 


Questi  risultatî  si  ottengono  dair  integrare  la  (a)  e  L 
osservando  che  V  equazion  délia  Hnea  génératrice  del  cono 


y  =  —  X,    e    D=  —a  . 
a  4 


235.  Nel  •egmento  sferico  avente  per  alteua  â?,  e 
gio  délia  base,  y  =  l/(2ra?  —  x^)  ,  si  troverà 


,/2r»     *  0?* 


10  ~  T/  * 


-^r  =  ^^'(T--4^'-^T)- 


Poichè  ,  essendo  y^  =  2ra;  —  a?*  ,  si  ha  ,  tra  i  limiti  x  : 
qualsivoglia  : 

fy^dx  =/{4r^x^  -^  x*  —  4rx^)dx  =  x^\^^  -*•  T  " 
Sx^yHx  =/(  2rx3  —  a;*  )<ia?  =  ^*  (^   —  -t")  • 


Cosi ,  se  il  segroento  si  compie  nell'  inUra  ifera ,   falto   x  zz  2r  , 
si  trova 


essenda    m  =  -r-XT*-. 


E  se  il  segmcDto  consiste  in  un  emitftro,  fatto  x  =.  r ,  si  irova 


mSx  =  -— mr" , 


26      ,  .  2       . 


Inoltre  la  lormola  tnS  =  mSj. —  wiJH,  essendo  i)=;— r,  sommini- 


UO         64/' 


^  =  „,^H_-U^ 


236.  Nel  cIllntlTo  retto  di  raggio  =  r  e  ili  alteiza  =  a ,  se 
si  prende  il  centra  di  gravita  per  l' origine  0  dell'asse  Ox  di  rota- 
zione  e  dell'asse  Oy  perpendicolare  ad  Ox,  sarà 


risultaii  cbe  si  ottengono  ponendo  y  =  r  nelle  (a)  e  (6) ,   e   poscia 
inlegrando  [ra  i  timili  a;  =  —  —  ,  a;  =:  — -  . 
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237.  Coroll.  1*.  Se  il   ciUndro  si  rîstringe  in  an  filo  di  raggîo 
inGnitesimo  zzr,  t  pero  anche  se  si  riduce  ad  una  relia  =  a,  si  ha 

^        12 


▼aie  a  dire:  H  momento  d*  inerzia  di  yma  retta  =0  ,   rispelto  ad 
nn    asse  Oy  perpendicolare  alla   relia  nel  suo  punto  di  mezzo  ,  è 


i 


i 


=  11^"   =l2 


o». 


238.  Coroll.  2*.  Se  il  cilindro  diviene  nna  sottilissinia  rotella  di 
altezza  a  infinitesima,  e  perô  se  si  riduce  ad  un  circolo  {m  =:  ^r^), 
si  ha 

fnSx  =  —  wr*  ,     mSy  :=:  --  mr^  , 


cioè:  11  moœento  d' inerzia   di  un  circolo  di  raggio  =  r,   se  si 
prende  rispetlo  al  suo  centro  ,  è  =r  —r-mr*  ,  e  se  si  prende  rispetto 

ad  un  diametro ,  è  =  -7-  mr^  ,  dove  m  =  irr*  . 

4 

Coroll.  3*.  Se  un  tuho  cilindrico  (di  cui  a  sîa  Tallezza,  ed  r, 

r  -4-  (/  i  raggi    délie   due  superficie   laterali  interna  ed  esterna  )  si 

riguardi  corne  la  dilTerenza  di  due  cilindri ,  si  vedrà  che  per  sifl^lto 

tubo  le  tre  quantiià  m  ,  mSx  ,  mSy  diventano    (232) 

m    =:  î«rfl[(r-4- d)»  — r*], 

mSs  =  4-  ^o[(r  -H  d)^  —  r*]  =  -l-m[{r  ^  d)^  ^  r«]  , 


«»5r  =  -zr-  mSx 
^        2 


12 


fna*  , 


yale  a  dire:  Il  momento  d'  inerzia  di  un  tubo  cilindrico  se  si  pren- 


m 


de  inlorno  ail'  asse  Ox  di  simmetria  ,  è  =  -r-[r^  -h  (r-i-d)*  ]  ,  e 


29 


2ZQ 

se  si  prende  inlorno  ad  i 
nel  centro  di  gravita, 


I   relta  Oy  perpendicolare   al   detlo  i 


t 


1 


l  12 

CoroU.  4*.  Se  il  tubo  si  riduce  ad  un  anello  di  cui  sia  înQnite- 
sima  I'  aliezza  a  ,  e  pero  anche  se  si  riduce  alla  periferîa  di  un 
circolo  di  raggio  :=  r  ,  sarà 


mSy  =:  — mr' ,  ed  i 


raie  a  dire  :  Il  momenlo  d'  inerzia  délia  periferia  di  un  circolo  se 
si  prende  nspello  al  centro ,  è  ^  mr^  ;  e  se  si  prende  rispetlo  ad 

un  diamelro  ,  è  ^  -r-mr* ,  essendo  m  =  2r$r  . 
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CAPO  m. 


Veoria    générale    de*  mamenti    d^inersia* 


§.  1*.  Assi  dHnerzia  dlcergenti  da  un  punto.  Le  loro  lunghezze 
dipendono  dai  raggi  corrispondenti  di  un*  ellissoide  ;  loro  espres^ 
9ione  nel  cangiamento  délie  coordtnaie. 


239.  Definizionb.  Se  il  momento  d*  inerzia  intorno  ad  un  asse 
si  rappresenta  suW  asse  con  un  proporzionale  segmenta  cosl  ,  che 
la  sua  lunghezza  sia  eguale  ad  esso  momento  divisa  per  la  massa 
del  corpa  ,  questo  segmenta  verra  chîamato  asse  d*  Inerzia.  Per 
€sempio  :  Dato  il  momento  d' inerzîa  mSx  intorno  alT  asse  0.t,  se 
sopra  Ox  si  prenda  un  segmento  0^1  =  â^«,  OÀ  sarà  l'asse  d'  iner- 
zia del  momenlo  =  mSx  . 

N.  B.  I  momenti  d'  inerzia  mSx  ,  mSy  ,  mS^  ,  ed  i  momenti 
complessi  mSjx  ,  mSxx  ,  mSxy  verranno  denotati  in  appresso  per 

mA  ,  mB ,  mC  ;     mA'  ,  mff  ,  mC  . 


240.  QCesito.  Dati  i  momenti  d*  inerzia  ed  i  momenti  complessi 
rispetto  a  tre  assi  xyz  ^  coordinati  ad  angolo  retto  in  un  punto  0, 
per  quai  formala  si  détermina  il  momento  d'  inerzia  mS  intorno 
ad  un  asse  OS  di  cui  sia  data  la  direziane  (/,  m,  n)  P 

Rispoêta.  Per  la  formola  {*) 


(0 


Al^ 
S  =  Bm^  —  2 
Cn^ 


A^mn 
B'nl 

C'im  . 


(*)  I  termini  omologhi  relativi  agli  assi  Oar,  Oy ,  Os,  ove  siano  da  som- 
marsi,  si  scriveranno  spesso  gli  uni  sotto  gU  allri  ,  corne  si  fa  nell' addizioo« 
de'  numeri. 
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DiMosTmiiONE.  Suir  a»se  d' inerxia  OS  si  prenda  la  lungbem 
01  =  I  .  risQltante  di  I ,  m  ,  n  ,  e  <la  0  condotla  ad  an  panto 
qualsivoglia  (x,  y,  z)  del  corpo  la  relta  OSI=.t  (fig.  60),  si  gui- 
di  ad  OS  ta  perpendicolare  PJf  =  r.  Ciô.  faito,  se  1'  area  del 
parallelogrammo  costruito  suite  due  relie  01  ,  OJf,  e  che  è 
^  Oi.tten.(St)  =  r,  si  proîelta  sopra  i  tre  piani  yz  ,  zx,  xy ,  le 
proiezîoni  saranno  (V.  Apj>.) 


e  cDDie  it  qiiadralo  dell'area  nsultanu  è  uguale  alla  somma  dc'qaa- 
dralî  dell'  aree  componenti  ,  cosî  atremo 


{■mz  —  ny)»  l^y^  -t-  z^) 

{nx  —  /;)*       :=  m'(3*-+.a!*) — 
(ly  —  mx)*  «"(ar^H-y*) 


mnyz 
nlzx 
Imxy  . 


Se  quest' cquaiione  si  mollitilichi  per  l'elemento  maleriale  dm  silua- 
lo  nel  punlo  {x,  y,  z),  e  poi  si  sommi  con  lutte  l'equazioni  aaa- 
loghe  relative  agli  allri  pnnli  maleriali  del  corpo,  ollerremo 

(»  T^y"  ^_  z*)dm         imnZyzdm 
^r^dm  =  m»i(a»  -t- x'^dm — zlnlZzxdm 
n'-L(x^  -*-  y*)rfm        \lmZxydm  , 

c  quindi  1'  equazione  proposta  (I). 

Coroll.  t*.  Nella  direzione  (l,  m,  n)  dell' asse  d' inerzia  OS 
si  prenda  un  segmenio  Ov  =  ti  la  ciii  liinghezza  sia  delermînaia  , 
dall'  equazione 


e  per  x,  y,  z,  si  convengn  d' iotendere  le  coordinate  del  punto  do- 
re lermiua  Ov,  oode  si  abbia 


229 


Cio  coorenuto,  la  formola  (1),  molliplicata  per  t*,  di?enta 


(3) 


^x*  -4-  By^  -H  Cz''  —  2{À'yz  h-  B'zx  h-  Cxy  )  =  1  , 


e  fa  manifesta  la  proposizione  seguente  : 

Se  in  un  data  sistema  di  punti  materiali  g*  intendano  détermi- 
nait intorno  ad  un  punto  arbitrario  0  tutti  i  possibili  assi  d*iner^ 
zia  OS  j  è  ge  sopra  ciascuno  di  e$si  è'  intenda  misurato  un  rag- 
gio  Ov  uguale  ail*  unità  divisa  per  la  radice   quadrata   delV  asse 

d*  inerzia  corrispondente  Iv  :== —y~-)  ,  tutti  questi  raggi  v  termi- 

neranno  alla  superficie  di  un*  ellissoide  di  cui  il  punto  0  sarà  il 
centra.  Questa  superficie  si  dira  1*  ellissoide  d*  inersla  del 
Vimto  0;  e  quando  il  punto  0  si  confonde  col  centro  G  di  gravi- 
ta, si  dira  col  Sig.  Poinsot  T  ellissoide  centrale. 

Corail,  2*.  Nella  (3)  si  trasformino  le  coordinate  x,  y,  z  in  al- 
tre  x',  j\  z'  per  mezzo  délie  note  formole 


X  =  îx'  -h  ey  ^  rv , 

y  =  mx'  -«-  m'y  -i-  m"z* , 


z  =  nx'  -^  n'y  ^  n'z'  ; 


V  eqnazione  (3)  prenderà  la  forma 


(3)' 


^,x" 

A\  y'z' 

B,y"  —  2 

B\  z'x'  =  t  , 

C.z"" 

c.xy 

dovc  de*  sei  coefficienti  basta  determinare  i  due  >l,  ,  C.  ,  per  isco- 
.prire  la  legge  che  presiede  alla  formazione  di  tutti.  Ora ,  se  neirat- 


to  délia  sostitnzione  eerchiamo  goUinenle  il  coefTiciente  totale  di  ]t'^ 
c  poL  quello  di  \'y' ,  si  trova  a  colpo  d'  occhio  ; 


À,  =  Bm»  — 2  B'ni 

Cn'  ICLm  , 


•  C\  =;  Bmm'  - 
Cnn' 


A'imn'  -f-  m'n) 
C(Im'  -I-  l'm)  , 


e  si  vede  clie  nell'  esprcssion  di  A,  ,   cocRicienle  di  %'*,  non   entra 
che  la  (lirezione  {/,  m,  n)  di  x';  che  nell'  cspressione  di  C, ,  eoef- 
lîcienle  di  \'y' ,  non  enlrano  che  le  dirczioni  il,  m,  n)  (/',  m',  «')  ' 
di  x',  y';  onde  è  manlTesta  la  legge  con  cui  si  esprimono  i  sei  coef' 
ficienli  dell'  eqiiazionc  (3)'. 

a).  Se  per  abbrtviare  si  Ta 


L'  =  Al'  —  Cm'  —  B'n'  , 
M'=Bm'—A'n'  -~  Cl'  , 
N'=.Cn'  —  ff{  ~A'm'  ; 

i  coefficienti  A,  e  C^  si  possono  scrirere  sotio  la  forma 


J,  =  ti  ^  Jfm  H-  A-«  , 
■  C,  =  If  *  Mm'  *  AV  =  Ll  ^  Jf  m  -H  Wrt  . 


&).  Supponiamo  cbe  le  direzioni  (f ,  m',  n') ,  (J",  m",  n")  de'  due 
aflsi  j' ,  z'  siano  enlrambe  -contenute  nel  piano  deli'  eqoazione 

Lti  ■*-  My  ■^-  Xi  ■=  0, 

e  che  perô  soddisracciano  alla  nota  condizione 

W  ■*■  Mm'  ■*■  Nn'  —  0  ,     If  •*-  Mm"  -t-  An"  =:  0  . 

In  questa  supposizione  risuUando 

B\  =  0  ,    C,  r=  0  , 

r  eqoazione  (3)'  somminUtra 

A,\''  =  1  —  B,y'*  —  C,z''  -*■  2A\yï  , 

e  Ta  palese  che  lutte  le  corde  2x'  dell'  ellissoide  parallèle  alla  dire- 
zione  (l,  m,  n)  ,  sono  divise  per  melà  dal  piano  .v'z' ,  ossia  dal 
piaoo  cbe  rispetto  aile  primilive  coordinau  ha  pcr  eqiiazione 


e).  Il  piano  rappretentato  da  quesl'  eqnastone  si  dice  conlHCat* 
alta  direzione  (/,  m,  n),  ed  ha  la  prtfprietà  di  ditidere  a  meta 
iutte  le  corde  delV  etliisoide  elie  son  parallèle  ad  essa  direzione. 

d).  Allorchè  risulla  A',=ù,  ^,  =  0,  C,  =  0 ,  i  trc  nuoïi  assi 
Oïl',  Oy",  Oi'  si  dicono  conivgati  Ira  loro,  essendocliè  il  piano  de- 
lerniinaio  da  due  qualunque  di  essi  ha  la  proprietà  di  dividtre  a 
meta  tulte  le  corde  parallèle  al  lerzo. 

In  générale  :  Le  direzioni    (l,  m,  n)  ,    {(',  «/,  n')    si  dicono 
conlngate  (ro  loro  te  soddiifanno  alla  relazione 

W  -H  Mm'  -f  iVn'  =:  0  ; 

ed  i  raggi  de»'  ellissoide  che  vanno  secondo  quesle  due  direzioni 
conjugale,  sono  lalî  che,  nel  piano  in  ciiî  son  conlennli,  ciascuno 
dimezza    le  corde  parallèle  ait'  aliro. 


^ 


i 
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e].  L'  ellissoide  d'  inerzia  del  panlo  O  essendo  rappresentaU  laoto 
dalla  (3)  che  dalla  (3)',  se  i  tre  nuoTÎ  assi  Ox',  O'y ,  Oi'  sono  ret- 
tangolari,  î  momenli  d'  inerzia  ed  i  momenti  compUssi  iniorno  ai 
medesÎDii ,  quali  viS,' ,  mS^y  ,  si  ftrranno  dalle  Tormole  Si'  ^  A^  , 
S,y  =:  C,  ,  equi?alenli  aile 


•^/<»'" 


^■')im 


/dS,      dS  dS     \ 


dS     ,\ 


S-  2".  Gli  atii  principali  d'inersia  di  wn  punfo  O  sono  dati  in 
lunghesza  dalle  radtci  di  un'equazione  cvbica,  ed  hanno  la  proprié- 
té di  esser  tre  aeti  permanenti  di  rotazione  e  rettangolari  tra  loro. 


241-  Detikuioni.  Un  aEse  i'  inerzia  useente  da  un  psnto  0  si 
diee  prlactpale*  se  gode  la  propriété  del  maMtmo  e  del  minitno  ; 
vale  a  dire  le,  per  uno  spouamento  infinilesimo  nella  tHrealo- 
ne  t  il  luo  valore  non  canota  che  di  un  infiniteiimo  di  ordine 
tuperiore. 

242.  PaoPosiziONE.  GU  aisi  principali  d'  inerzia  di  un  punfo  O 
<ono  dati  in  lungkezza  dalle  tre  radici  dell' eguazione  cubica 


('-J)('-*)(--0- 


ed  hanno    la   propriété  di  etttr  tre  at$i  permanenti  dt    rotazione 
nel  centra  eomune  0,  e  rettangolari  tra  loro. 
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Dlmoiilraxioiie. 

1*.  Tutlî  gU  assl  d'  inerzîa  del  punto  0  sono   rappresenlatî  dai 
divers!  valori  che  prende  1'  asse  OS  nella  forniola  (240) 


S  =z  Ll 


Mfn 


Nn  , 


allorchè  si  cangia  In  tutti  i  modi  possibili  la  direzione  (l,  m,  n)» 
ed  è  palese  che  tulli  qnesli  ?a!ori  debbono  riiiscir  positivi,  taie  es- 
sendo  ogni  momento  d'  inerzia.  Ora  cîascuno  de'tre  elementi  /,  m,  n 
essendo  compreso  tra  0  e  :&  I  ,  e  tutti  e  tre  non  po'tendo  essere 
aguali  a  zéro  ,  è  chiaro  che  il  polinomio  (Ll  -4-  Mm  -4-  Nn)  nel  suo 
Tariare  avrà  sempre  un  valore  finito  e  reale,  e  che  per  conseguente, 
in  mezzo  a  tutti  questi  valori  possibili,  dovrà  esisterne  certa mente 
uno  che  sia  il  massimç  od  almeno  non  minore  di  ciascuno  degli  al- 
tri ,  ed  on  altro  che  sia  il  minimo  od  almeno  non  maggiore  di  al- 
cuno  degli  allri. 

Quando  Tasse  d'  inerzia  S  è  nello  stato  massimo  0  minimo ,  dee 
godere  délia  nota  proprietà ,  che  il  suo  difTerenziale  dS  risuiti  =  0; 
la  quai  propriété  significa  che,  per  uno  spostamento  infinitesimo 
nelia  direzione  (Ij  m,  n)  ,  il  valore  di  OS  non  cangia  che  per  un 
infinitesimo  di  ordine  superiore. 

£  poichè  oltre  dS  zz  0  y  si  ha  pure 


m' 


n»  =  1  , 


c  per  conseguenza  îdl  •+-  vidm  -+■  ndn  =  0,  è  palese  che  la  dire^ 
zione  {l,  m,  n)  ed  il  valore  ai  un  asse  principale  si  dee  ricavarc 
dalle  due  equazioni 


(0 


j'  Ldl 
{    ldl 


Mdm  -I-  Ndn  rr  0  , 
mdm  -H  ndn  ^  0  . 


A  quest'  uopo  conviene  :  1*^.  eiiminare  da  esse  una  qualunque  délie 
Yariazioni  dl,  dm,  dn,  per  esempio  dl  ;  2".  e  nelT  equazion  risul- 
tnnte  uguagliare  a  zéro  i  coeffîcienti  dclle  altre  due  variazîoni  djn , 
dn  ,  le  quali  rimangono  affatto  arbilrarie. 

30 
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Applicando  la  regola  contenula  in  questa  proporxlone  aile   due  nltl- 
me  d£l)t  (2)'  ,  si  riiccoglîe 


/ 


«i 


n 


(^  — 5)(^— C)— ^'^  ""  A*ie—(^  —  C)C'        C'^'  — (cr^J5)B 


r  • 


1  denominatori    di    qneste    frazioni    si    soslitiiiscano  ai  niimeratori 
i,  m,  n  nella  prima  delle  (2/  :  otterremo  V  equazione  cubîca 


(-) 


(*r  — ^)(cr  —  B)(<r— O- 


ossia 


ponendo 


trS  ^  Pi^a  H-  0'  —  fi  =  0  , 


P  = 


B,      (?  = 


'a 


BC—A 
CA  —  J^S 


R=:ABC—2A'B'C^ 


AA'^ 
Bff* 


Qaest*  equazione,  le  eul  radici  rappresentano  i  valori  deglî  assi  prin- 
cipaii  del  punto  0,  avrà  certo  due  radici  reali,  essendosl  dimostrata 
reale  nel  punto  0  V  esistenza  di  due  assi  d'  inerzia,  l'uno  massimo 
e  l' aliro  minimo.  Ma  se  due  radici  sono  reali,  non  potrà  non  esser- 
lo  anche  la  terza. 

2^  Dico  in  secondo  luogo  che  ognuno  di  essi  è  un  asse  perma- 
nente di  rotazione,  avente  in  O  il  centro  di  permanenza.  Infatti  se 
si  prende  per  asse  delle  x  uno  degli  assi  principal!,  gli  elementi 
l,  m,  n  dtUa  sua  direzione  diventano  /rzl,  mzzO,  n=0,e 
r  equazioni  (2)'  si  riducono  a 


=  A  ,     C  =  0  ,    fi'  =  0  , 


cqaivalenti  aile 


m9  =/(y'  •♦•  z^)dm ,    fxydm  =:  0  ,    fxzdm  =  0  ; 


.  ^^^ 

etv^^^^'^1%0^^^'^' 


a^^ 


ose 


B' 


0 


\e 


c 


0 


a< 


*  "  dW°'*' 


t,tve;-r»,se'^-^,,îv\*v 


*i;>^i" 


%«o  r:««vo  "•  ..  \e  «l  \..  ^^\  „-.  ita 


àtt* 


V 


^^  aa  Oi<5    ^  ô\sti«^     ^ 


KOtVO 


0. 


X'à^ 


:t:^"r^''-*"' 


ta 


c\e\V 


i« 


8  1 


*'*  >^" 


ACtvO 


^^«rt ,  ^^ 


(.1" 


tï^ 


*» 


\€ 


(S 


^ 


AV^ 


etvî^ 


tïi»' 


tvtiO 


co^ 


\ 


ï 


t* 


.1 


5t 


\ 


n 


„4V«V<eXesecO» 


V 


^;^t.t.ve  - 


«rtvtïv 


ttv^ 


c\i<i 


,o\vt 


»vve 


Yt\^^ 


^îvW 


tit'!^ 


AVtî^ 


^^'' 


) 


(^e- 


cset^ 


do 


\dc 


ûû^^  ' 


se 


cotv^ 


0 


ftO 


votïv^ 


\tv^^ 


.tatvo 


i.i 


s^^JÏ 


tïvl^ 


'  ^ 


n,^^ 


Ki 


i) 


eo» 


.^ss'V 


do^' 


0 


de 


co^ 


,ifi) 


0. 


cos 


.(.-'"^ 


0 


»ssvî^ 


^M^ 


\\^' 


etvV^ 


sv 


vto 


,set 


e\A^^ 


co^ 


237. 

È  adnnqae  certo,  ctae  le  dïrezioni  de'  Ire  assî  principali  d'  ioef- 
zia  (,  (',  t"  sono  rellangolari  tra  loro. 

Rirerendo  a  questi  assi  le  coordiiiate  x' ,  y',  z' ,  V  ellissoide 
d' inerzia  del  panto  0  (240,  2*.)  sarâ  rappreseotata  daU'equazîone 

(3)"  »«;'"  -»-  t'y'*  -f.  ê"s'*  =  I  . 

Siipponiamo  ora  rhe  due  délie  ire  radicî  »,  i',  i"  dîvcntino  tigoali  e 
che  sia  ti=t'  .  Cotesta  ellissoide  sarà  dî  moliizione  inlorno  alt'as- 
se  Oi!  : 

t(x"  -H  y'")  -4-  *"3'"  =  1  , 

e  per  eonseguenle  ,  oKre  1'  asse  principale  t"  diretio  seconde  Oz' , 
tutlî  gli  assi  d'  inerzia  contenuti  nel  piano  x'y'  dell' equatore  saran- 
no  principali  ,  ed  ugiiali  ciascuno  ad  *. 

Siipponiamo  ancora  che  risullino  uguali  le  tre  radici  i ,  i,  t"  ; 
r  eliissaîde  (3)"  ïi  cangerà  in  una  sfcra 


e  per  consegueDte  lulli  gli  assi  d' inerzia  del  punio  0  aaranno  prin- 
cipali, ed  uguali  ciascuno  ad  i. 


j.  3*.  Dimottrazione  diretta  délia  realità  délie  radici  delt'equa- 
zion»  cubica  (it).  Condizione  deW  uguaglianza  dt  due  o  di  futle  e 
tre  le  radiei. 

242.  Afflue  di  dare  alt'equazioni  che  seguono  la  forma  piii  faci- 
le a  ricordare,  conreniamo  di  riguardare  il  polînomio  che  è  nel  pri- 
mo membro  délia  equazione 


(^)      {,_^)(,-fl)(,_o- 


(*  -  A)A". 

{^  —  B)S"'^2A'0C  =  O, 
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c.  ctie  denoieremo  per  (r) ,  corne  una  qaantità  funzione  délie 

',  Â,  B,  C,  À',  ff,  C\ 

prese  per  tariabUi  indipendenti.  In  laie  supposizione  si  hanno  i  se 
giienlî  gruppi  dî  formole,  o  a  dir  tneglio  di  notazioni  ntîtissime 


donde  le  segu«nti  idenliià  noiabili,  che  si  possouo  TerlQcare  a  colpo 
d'  occhio  : 

. ir^^T, 

dB      de  4    L'''^  J 

_Lr^)ï, 

dC  dÀ  4    IdS"  i    ' 


_dM  iw  _  j_r^T 

'   dÀ'   dB 


4  LdCj 


d»  dA  dB  de    ' 


essendo  d'  allra  parte  [a  caasa  di  {")  =:  (^  —  »)(»  —  «')(» — »")] 


243.  £a  realilà  délie  radici  deW  equazione  cubtca   (ir)   et  pub 
inferire  direltamenle  datte  idenlilà  di  eut  i  tipo  la 


'~  dn  '  dC       4Ua'J 


-J6V 

Dm.  A  quegto  ilne  sappoDÏamo  le  quantîtà  Â,  B,  C  dijposie  per 
ordine  di  grandezza  : 

A  <.  B  <  C  ; 


c  segnale  pcr  «,  ,  <,  le  radici    dell'  eqiiazione  — ^  ^  0,  ossla  délia 


>  che  esse  sono  sempre  reali  e  comprise,  l'ima  «,  tra  —  <» 
e  la  minore  délie  due  quanlîtà  A,  B,  e  l'alira  «,  tra  la  maggiore 
di  quelle  e  h-  oo .  loraili  se  nell'  eqoazione  si  Ta 

f  =z  A  ,     s  =:  B  , 

il-  risultaio  sarà  =  —  C  ,  quantità  negativa  ;  ma  se  si  fa 


il  risuUato  sarà  posilivo. 

N.  B.  Si  avverla  che  le  due  radici  reali  f,  ,  «, ,  dovendo  soddîs- 
fare  alla  gradazîoDe 

»,  <  ^  <  B  <  *, , 

non  poiranno  rîsuliarc  ngualt  se  non  quand»  sia  t,  =  .4  =  B  =  ï,  , 
e  perà  C  =  0  . 

Le  due  radici  li ,  *,    délia   -j—  =  0  si  suppongano  disuguali  e 
diverse  dalle  s,  s',  t",  e  si  sostiluiscano  successiva mente  nella  ideniîtà 

<'-'■'<''- Vb -dc  -  Tlrfj'J  ■ 


In  eiascuna  Ai  quest'  equazioni  il  secondo  laembro  esMiido  euen- 
zialotEiite  RGgalÎTo  ,  i  due  fallori  del  primo  membro  debbono  aver 
BCgno  contrario.  Dunque,  poicliè  il  fatlore  »,  —  A  è  negatJTo,  il  fat- 
tore  (k,)  dovrà  esser  potitivo;  e  poichè  il  Taitore  «,  — À  è  pogilivo, 
il  fattore  («,)  dovrà  esser  negatito.  D'allronde,  secondochè  nel  poii- 
nomio  (')  si  Ta  r  ^  —  oo  ,  onero  «^co,  si  ottiene  un  risuliato 
ntgativo  o  potitivo. 

È  adun<|Ue  certo  che  ,  se  nel  polînomîo  (<r)  si  fa  guccessÎTameiile 


i  risuliaii  délia  gostilnzione  onVono  i  segni  : 


e  che  per  conseguenza  le  tre  radie!  s,  »',  s"  di  {")  =  0  .   sassistentî 
Ira  sifTalti  limili  ,  sono  realî. 

244.  QuESiTO.  Quali  relazioni  debbono  su*sislere  Ira  le  tei  quan- 
lilà  À,  B,  C,  a',  V,  C,  perché  due  dette  Ire  radici  »,  «',  t"  det- 
l'  equazione  culiica  (')  =  0  ritultino  tguali  ? 

RisrosTi.  Le  relazioni 

délie  quali  le  prime  tre  sono  comprese  nelle  tre  ultime,  e  viceversa. 

DiM.  Se  in  eiascuna  dell'eqiiazioni  (I)  denoiiamo  in  générale  per  <, 
la  piii  piccola,  e  per  «,  la  piii  grande  délie  due  radici,  si  raccogltc 
dalle  cose  prccedenti  che  délie  Ire  radici  f,  »',  t"  dell'equazione  cu- 
bica  (?)  =  0,  disposie  in  ordine  dî  grandezza,  ta  prima  »  è  inferio- 
re  al  pifi  piccolo  de'  Ire  Talori  dt  «,  ;  che  la  seconda  ;'  è  inierme- 
dia  Ira  il  maggiorc  de'  valori  di  »,  ed  il  minore  de'  tre  vatori  di 
»,  ;  c  che  la  Icrza  s"  è  siiperiore  al  piii  grande  de'  valori  di  »,  . 
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I^ongasî  ora  cbe  due  delle  tre  radici  t ,  â' ,  J'  diventino  eguali. 
Se  sono  le  due  più  piccole  «,  $\  dovranno  esse  necessariamenle  coin- 
cidere  coi  tre  valori  di  «^  ;  e  se  sono  le  due  più  grandi  $* ,  s'' ,  coi 
tre  valori  dî  «,.  Ne  segne,  in  entrambi  i  casi  ,  che  quando  l'equa- 
zione  cubica  ha  nna  radice  doppia  =  9- ,  qnesta  radice  doyrà  verifi- 
care  tutte  e  tre  V  equazioni  (1). 

Ma  ,  a  causa  délia  identité  di  cni  è  tipo  la 

r  eyanescenza  simnitanea  di  (0-)  e  delle  (1)  trae  seco  necessariamen- 
te  r  evanescenza  delle  (2). 

a).  CorolL  L  Se  ciascnna  delle  tre  quantità  À\  tt  y  C  h  diversa  da 
zéro  ,  le  (2)  si  risolvono  nelle  seguenti  che  danno  il  valor  comune 
délia  radice  doppia  ^  : 


^zzÀ 


A* 


=  B 


CJH 


=  c 


c 


onde  la  terza  radice  $  (a  causa  di  29^^%z:z.A^B^C)  sarà 

b).  Non  vi  sarebbe  radiée  doppia  se  delle  A\  ff  ^   C  una  sola  fosse 
=  0  ;  perché  ,  supponendo  per  esempio  la  sola  ^4'  =  0,    V  equazio- 

ne  -—^  =z  0  darebbe  l' assurdo  ffC  =  0  . 

Ma  se  delle    A' ,    B' ,  C    due  sono  eguali  a  zéro ,  per   esempio 
O  r=  /^  1=  C' ,  allora  le  (f  )  e  (2)  saranno  tutte  veriGcate  da 


==  A 


purchè  lo  sia  -^  =  0,  valea  dire  purchè  ira  le  quantità  Aj  By  C,£ 
sussisia  la  relazione 


(A  —  B){A  —  C)  —  .1'»  =  0  . 
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c).  CoroU.  II.  Non  possono  riuscire  ugiiali  tra  toro  le  tre  rïdici 
délia  fer)  :=  0  ,  senza  che  BÏa 

À  =  B  =  C  ,      0=:J'  =  J'  =  C. 

Imperocchè  le  ire  radici  t,  »\  i"  non  possono  aeqnistare  ano  sUsie 
valore  senza  che  si  eonfondano  înaieme  i  limiii  inlerniedii  che  le 
separaDo  ,  rate  a  dire  senza  cbe  si  eonfondano  con  esse  le  radîci 
t^  ,  (,  di  ciascnna  délie  (I),  t  cio  non  pno  accadere  (cvine  gii  si 
è  avvenito  pag.  239}  se  non  quand»  si  ha 

A  =  B  =  C,    0  =  À'  =  ff=C. 


S.  4.*  Formole  che  danna  U  direzioni  de'  tre  aiii  principafi 
d'  inerzia.  Coêo  in  eut  i  punli  $i  riferitcono  ai  tre  atn  principa- 
li  del  ccRlro  di  gravita. 

245.  Nel  J.  2*  (^ag.  234)  si  è  trovau  la  relazione 


(»_fl)(*_C)  — ^"    ~  A'ff  —  i'  —  OC'^    CA'  —  ('  —  B)B" 

la  quale  ,  per  la  perontaiîon  circoiare 

(I,  m,  n),    {m,  »,  {}  >     (•>>  '.  <") 

esegnita  in  corrispondenza  con  quella  de'  due  grappi  di  leltere 
{A,  B,  O  ,  (a',  K ,  C'),  ne  gênera  allre  due;  onde,  sostituendo  i 
siniboli  (pot^.  238),  si  ha 

dA  ~  d&  ~  dB-^       ' 


Qiiesle,  molliplicme  rispettÎTanicme  per  /-' ,  m~' ,  n~'  e  combina- 
le  COD  la  i*  -*-  m*  -I-  n'  =1  I  ,  traggon  seco  te  geguentb  ; 

(»  _  m»  _^  n'  _  — 2m»_— 2ni_  — 2tm_  I 

dA        dà       'de'        dA'  dli  dC'  d' 


■"O;-.  -  ''W„-._''W--^  _  _  t) 


Se  si  chiama  2(i  il  Tilor  comiine  deirntlime  cspressionî,  cioè  se  si  fa 

a  r 
%i  pnjt  dimostrare  che  si  ha  pore 

u  =  ffC'l-*-C'A'm-i-A'^n. 
Infatli  si  è  trorato  (po^.  234) 

^»  — ^JI^C'm-i-B'«=0. 
Or  questa,  moltiplicaia  per  À',  è  identîca  alla 

l{'r—A)A'~^C]l^ffCl-t'eA'm-fÀ'ffnzzO  , 
Dssia  alla 


a).  Soslituendo   questi  Talorï  di  I,  m,  n  nell'  espressiooe   di  u  e  di 
i'  H-  m'  -4-  n"  ^  1 ,  si  olterranno  pcr  determinare  u  e  <r  l'equazioni 

Ld^'J  LiB-J         IdC-J    ~4ii»' 


V  DltiDia  délie  qaali  non  è  cbe  uoa  nuora  forma  dell'  equazîone  eu- 
bica  (v). 

b).  Se,  nell'equazione  (<r)  =:  0,  la  quantité  c  si  considéra  corne  itna 
funzione  impliciia  délie  A,  fi,  C,  A',  B\  C,  prese  per  variabili 
indipendenii ,  la  tcoria  délie  derîvate  sommimstra 


dA  df  '  dA 


colle  altre  simili  relalire  a  fi,  C,  A',  ff,  C.  Cià  posto,  le  Tormole  che 
danno  i  Talon  di  I,  m,  n  si  trasformano  nelle  seguenU  scmplicissime 


~  dé  ' 


*  dB-  ~  "  dC  ' 


-'""•    d<r     -     d,    IdA  ■  du'  dcJ 
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246.  Scolio.  Se  de'  fre  assi  reltangolari  Ox,  Oy ,  Oz  nno  solo  , 
per  esempîo  Ox ,  è  diretto  secondo  un  asse  principale  d'  inerzia , 
sarà  ^  =  0,  C'  =  0,  c  V  equazione  cubica  divisa  pel  fattore  » — A 
si  ridurri  alla  seguente  di  secondo  grado 


donde 


(,  —  B){9  —  q  —  A'*  =  0  , 


dB 


=  -(<r-0, 


««(')_ 


dC 


=  -('-B), 


d(')_ 


dA' 


=  -  2A'  . 


Quindi,  8e  si  Togliano  determinare  le  direzioni  (m,  n)  degli  aliri 
due  assi  principali,  si  potrà  ricorrere  ad  ana  délie  due  formole  (245) 


-  2  ??-- 
dB 


dA' 


dc"*     =dJ'"* 


dalle  qnali  si  trae 


n 
m 


—  A' 


—  C  —A 


r=|/: 


<r-C     ' 


essendo  À  =  |/(cr  —  B){<r—C). 

247.  Problema.  l>aii  gli  assi  principali  d'  inerzia  A  ^  B  ,  C  del 
centro  G  di  gravita,  determinare  gli  assi  principali  d*  inerzia  di 
un  punto  qualsivoglia  (  «,  fi,  >  )  . 

SoLuziONB.  Pel  punto  0  si  conducano  î  tre  assi  Ox  ,  Oy  ,  Oz 
rispettiva mente  paralleli  agU  assi  principali  d'  inerzia  il  ,  ^  ,  C  del 
centro  di  gravita,  cioè  a  Gx,  Gy,  Gz,  e  si  denolino  per  mA^  ,  mB^  , 
ifiC|  i  momenti  d'  inerzia  intorno  a  tali  assi ,  e  per  fnA\  mff,  mC 
i  momenti  complessi  rispelto  ad  (Oy,  Ojt),  (Oz,  Ox),  {Ox,  Oy), 

Essendo  nulli  i  momenti  complessi  del  centro  di  gravita  rispetto 
agli  assi  principali ,  fatto 


H»  =:  «»  -♦-  fi' 


>^ 


24(t 
avremo  (219) 

A,  =  Â  ■^-  IP  —  a* ,  /  J'  =  /S,. 

B,  =  B-^-R*  —  fi'.  [*'  =  >« 

C,  =  C  -H  fl*  —  ,";  (  C=Z«ff. 

Sia  5  un  asse  d' inerzia  OS  dîretto  seconde  la  direzione  arbitraria 
(  /,  m,  n  ].  Sarà 

S  —  A,  f  ■*■  Bt  m*  ■*■  C^  n*  —  2   (A'ma  •*■  B'nl  •*•  Clm)  , 

OMia,  HMtilueado  ï  Tstori  precedentî, 

{A  -H  B»)  M 
eu  s  =  (fi  -I-  fi^)  m'  —  («I  ^  ^m  -..  7it)  *  . 

fC  ■*■  JP)  n' 

CÎA  post»,  se  si  Ta 


~  2dn' 
le  direzioni  principal!  saranno  date  dall'  eqnazioni  (  paif.  234) 


N='^^  =  (C^RVn~yu, 


«I  —  t  =  0,     »m  —  Jf  =  0,     »n  —  ff  =  0. 
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che  si  trasformanp  nelle  seguenli 


(2) 


I  =  « 


tt 


À-^R^-^c 


t  mzzft 


u 


B^R*—  c 


,  nzzy 


u 


C^Rt  _  , 


]  Talori  di  o^,  osMa  degli  assi  principali  d' inerzia  del  punto  («i  fi,  r), 
faite  le  sostituzioni  di  l,  m,  n  nella  u  =  <*l -^  fim -^yn,  si  arran- 
no  dair  equazione  cubica 


(3) 


fi' 


^  -H  il*  —  ir 


B-^R*^^ 


C  H-  il»  —  fl- 


=   1, 


ed  i  Talori  corrispondenti  di  u  (a  causa  di  i^  -4-  m*  -h  n'  :=  1  )   si 
aTranno  dair  equazione 

(^^     \A^R^  —  cr)  ■*■  Vj5^il»  — <r/  ■*"  Vc^il»  — <r/  ^  ;?"  " 


a).  Coroll.  1.  Ove  abbiasi  /$  =  d  r  =  0,  risulu  Oz=  ^1':=:  e'  =  (7, 
e  la  (1)  diriene 

S  =  ^/»  -+.  (B  4.  ^»)m>  -f.  (  C  -♦-  «»  )n«  ; 

onde  si  fa  palcse  cbe  :  Se  tin  asêe  (x)  è  principale  rispetlo  al  centro 
G  di  gratità ,  sarà  eziandio  principale'  rispetto  ad  uno  qtialunque 
degli  altri  suoi  punti  (a,  0,  0^,  e  di  pii^  gli  altri  due  asti  prin- 
cipali  di  questo  punto  saranno  paralleli  ai  corrispondenti  del  cen- 
tro di  gravilà. 

bj.  Coroll.  JL  Otc  abbiasi  «  =:  0 ,  risulU  X  =  fiy,  Oz^B'  z:zC,^ 
la  (1)  diviene 

S  =  (^  H-  ^»  -4-  7>)  l^^  {Bh-  >*)  wi»  -4-  (C>  -♦-  fi*)n^^2fiymn  ; 

onde  si  fa  palcse  che:  Tutte  le  rette  parallèle  ad  un  a$se  princi- 
pale Gx  del  centro  di  gravita,  sono  assi  principali,  ed  hanno  il 
centro  di  permanenza  (fi ,  ^j  nel  piano  determinato  dagli  altri  due 
assi  principali  Gy ,  Gz  del  centro  di  gravita. 


$.  6*.  Sfomento  d' inerzia  dt  un  corpo  riipetio  ad  un  piano ,  e 
tua  cojrelazione  col  momento  d' inerzia  inlorno  ad  un  atie  ptr- 
pendicolare  al  piano. 

248.  Si  chiama  Momento  d' inerzia  di  un  corpo  rispttto  ad  un 
piano,  la  somma  de'  prodoui  che  nascono  mollipticando  ciascun  eie- 
mento  dm  del  corpo  pel  quadrato  délia  sua  dislanza  dal  piano.  Se 
i  momenli  d' inerzia  rispetto  ai  tre  piani  coordinatt  yz  ,  zx  ,  xy  si 
denolano  per  ma  ,  tnb  ,  me  ,  sarà 

ma  ~  ^x'dm  ,    mft  =  ^y'dm  ,    me  =  ^x'dm  , 

c  lier  conseguenle 

A  zzb  ■*-  c,  B  =  c-t-a,  C  =  a  -i-b  , 

ei  ^  H-  B  -t-  C  r=  2  (o  -+-  6  -t-  c). 

249.  Prop.  I.  Essendo  Gx^,  Gy  ,  Gz  gli  assi  principal!  d' inerzia 
del  centro  G  dï  graviia,  se  dal  punto  0  («,  ff,y)  si  tira  ana  retta 
OS  secondo  la  direzione  arbilraria  {l,m,n).  e  poi  un  piano  OP 
perpendicolare  a  taie  retta,  i  monienû  d'inerzia  mS,mP  rclatirî 
alla  relta  05  ed  al  piano  OP  daranno  una  somma  collante,  o  indi- 
pendente  dalla  direzione  (( ,  m,  n) ,  ed  avremo 

e 

P  =  ol*  -I-  fim'  -».  en"  -H  (a(  -I-  ^m  -I-  >«)=. 

Dim.    Dal  punto  Jlf  (  Bg.  61  ) ,  luogo  {x ,  y  ,  z)  dell'  elemento   ' 
dm  ,  abbassiamo  due  perpendicolari    r  ,  rf ,   V  nna  sull'  asse  d'  iner- 
(ia  OS,  e  I'  alira  sul  piano  OP.  La  reita  OJf ,  ove  si  consideri  corne 
risulunte  tanio  di  (r  ,  r.)  che  di  (x —•  " ,  y  — S,  z  — >),  oflVe 

f»  +  r.  »  =  {a:  -  -  )» -f  (  V  -  <3  )' +  (  î  -  î  )  ' .- 
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cd  ovc  si  projetli  sopra  OS,  diviene 


r^  =  l(x—et)  ^  m  (y —  /S)  -+-»!(«  — >) 


Ma  per  deGnizione 


mS  =  Tr^dm ,  mP  =r  ïr,^  dm , 


e  per  conseguente 


m  (5  H-  P)  =  T[  {x  —  aY  -^  {y  —  fiY  -^  {z  —  yf^dm , 
mP  =  t[Ix  -♦-  my  -f-  nr  —  (  I«  -f-.  mfi  h-  «>)]'  <iw  . 


Sviluppando  î  second!  membri  ,  (a  causa  di  ï^xdmzz  Oy  etc,  e  di 
^yzdm  =  0,  etc.)  si  vedranno  subito  comparire  i'eqiiazionî  proposte. 

250.  CorolL  Suppongasi  ora  che  Tasse  d'incrzia  S  vada  cangian- 
do  direzione  (/,  m,  n)  întorno  al  piinlo  (^  ^  0  ,  r)  :  varieranno  in 
corrispondenza  i  due  momenli  mS,  mP  ;  e  siccome  la  loro  somma  è 
costante,  cosi  quando  Tuno  divien  massimo,  Tallro  sarà  minimo;e 
Ticeversa.  Di  qui  si  raccoglie  che: 

In  ogni  punto  («,  /S,  y)  dello  spazio,  ai  tre  momenti  princtpali 
d'  inerzia  intorno  a  tre  assi  corrispondono  ire  momenti  princtpa- 
li rispetto  ai  Ire  piani  perpendicolari  a  quegli  assij  e  viceversa; 
cosicchè  dai  momenti  d'  inerzia  di  una  specie  si  puo  subito  dedurre 
la  eonoscenza  de'momenti  deir  allra  specie. 

Si  esprimano  per  m<r  ^  mp  \  momenti  principali  corrispondenti 
délie  due  specie  ,  onde  sla 


p  "zz  a 


B}  ; 


sara 


p  —  a  =  A  -H/i«  —<r  , 


( 
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Cio  poslo ,  l' equazioai  (2) ,  (3)  e  (4)  del  d*.  247  per  le  qnali  si 
determinano  ncl  punlo  («,  fi,  ■})  i  momenii  A'  inerzîa  prineipali,  e 
le  dirczioni  II,  m,  »)  de'  loro  assi ,  assumono  la  forma 


p  —  a       p  —  0        p  —  c 
\p  —  a/         \p  —  b  f         \  p~~    c /  «" 


251.  Prop.  II.  Sopponendo  le  tre  qaaiililà  a,  b,  e  dUposte  ail- 
V  ordine  dl  grandem 

a  <  6  <  c, 

r  eqaazïone 

«•  fi*  7' 

di  lerzo  grado  rispetto  aH'iDcogoita  p,  ba  le  tre  radici  p,,  p,,  p, 
comprese  ira  1  liniiti 

Dim.  lofatti  soslituendo  nella  (p)  successivamente 

(p  =  a  -,.  t.  =  6—0,  (p  =  b-t-i,  =:e  —  i).   (p=  e  -t- 1 ,  =  <x>), 

se  dopo  ciascDna  sostituzione  facciamo  coDvergere  la  quantîlà  i  ver- 
so lo  zéro,  si  atranno  î  tre  sîstemi  di  risaltati  di  segno  contrario  : 

t-H.-),     (-*.,  -I).     (-1-,-). 


2iSi 

Scolio.  Si  avverta  chc»  a  caoda  dclle  relazioni  chc  passano  tra  i 
due  gruppi  di  quantité  (a,  6»  c)  ,  (^4,  B^  C)  ,  quando  te  prime  sono 
disposte  secondo  la  gradazione 


le  seconde  st  troreranno  disposte  secondo  la  gradazione 


B 


C  . 


Si  aTTerta  ancora  che  ,  se  si  dinotano  per  fns^  ,  mr^  ,  mf^  ,  i 
tnomenti  d^  inerzia  corrispondenti  ai  momenti  mp^  ,  mp^  ,  9np^  ,  si 
avrà 


P4  =  5^  ^  ;>,  s  «,  H-  Pi  =  a  -f-  6 


R^=p, 


Vt 


corne  riievasi  dalla  {p) . 

CoroUarii.  Dalle  relaztoni  (p/  s' inferisce  : 

1*.  Cbe  délie  tre  radici  p^ ,  p^,  p^  dell'equazione  (/>)  le  due  mi- 
liori  non  possono  risnltare  uguali  tra  loro  senza  divenire  uguali  a  6, 
e  senza  che  sia  /S  =  0.  In  questo  caso  il  luogo  de'  punti  (  «  «  /3  >  >  ) 
pe'  qualt  si  ba 


Pi  =  j9^  =  6  ,    e  pero 


è  r  iperbola  âtW  eqnazione 


«,  =  C  -4-  i4  —  i?  , 


6  —  a 


b  —  c 


=  1; 


2*.  Che  délie  tre  radici  Pi  >  Pa>  l's  ^^  due  maggiori  p,  ,  p,  non 
possono  risnltare  uguali  tra  loro  senza  divenire  uguali  a  c,  e  senza 
che  sia  r  ^  0.  In  questo  caso  il  luogo  de*  punti  («,  $^  >)  pe*  quali 
riesce 


p^zzp^zzc  ,  e  pero 


p,  =  a-4-6  —  c-4-il*, 
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è  r  ellitte  dcU'  equazione 


3*.  Che  le  radîci    p,  ,  p^,  jij  non  possono    rUultare  tuite  e  trc 
ugualî  tra  loro  se  non  quaodo  si  ha 


In  questo  caso,  i  pnnli  («,  e,  y)  in  cui  i  momenli  principalî  d'ïner- 
zia  sODD  tutti  uguali  tra  loro  ,  si  rîducono  a  due  sol!  ,  déterminât! 
dair  equazione 


„  =  ±  1/(6  -  o)  =  dz  1/{.I  -  B)  . 

Quindi  alla  domanda:  Se  m  un  corpo  qualungue  ettstaito  «no 
o  più  punti  inlorno  a  cui  tttlti  1  momenli  d'  inerzia  siano  uguaU 
tra  loro,  convien  rispondcre;  >  A  cio  richiedersî  ctie  de' Ire  momen- 
ti  principalî  mA  ,  mB  ,  mC  intorno  al  centre  di  gravita  i  duc 
piii  piccoli  mB,  viC  riescaiîo  uguali  tra  loro,-  e  ctie,  verificandosî 
quesia  condizione,  esislono  due  soli  de'punii  doroandati,  situati  sul 
Icrzo  asse  A,  alla  distança  dal  ceniro  di  gravita  ^ iXiA  —  B),  t  che, 
intorno  a  ciascuno  di  questi  due  punti ,  tutti  gli  assi  d'  inerzia  sono 
egnali  ad  À. 


5.  6*.  Atii  principali  paralleli  ad  una  data  direziont  (l,  m,  n). 
Coordinate  de' loro  cenlri  di  parmatwnza,  e  de' eenlri  reciproct  di 
percoua. 


252.  Probl.  I.  Essendo  datî  gU  assi  d'inerzia  A,  B,  C  del  cen- 
tro  6  di  gravita,  determinare  i  centri  di  permanenza  (",  0^  y)  dcgit 
assi  principali  paralleli  ad  una  data  direzione  ([,  m,  n). 
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Soluz.  Si  è  troTato  (247,  2)  che  \e  direzioni  (/,  m,  n)  deglt  as- 
si  principali  di  un  punlo  qualsivoglîa  («,  $,  >)  si  lianno  dalle  formole 


/=« 


u 


À-^R^—<r 


,    wi  =/3 


/ï^lja^tf. 


,    n  =  r 


K 


C^il«_<r' 


allorchè  a  0-  si  sostituiscono  saccessiva mente  le  radici  deir  equazlone 
ciibica  (247,  3).  E  si  è  Irovala  pur  la  relazione 

ir=  (J  +  ft»)  |>  H.(J?  •+-  il")  w»  H-  (C  +  R^)  n>  —  u», 


esseiulo 


tt  =  ai  -H  ^m  -•-  >n  . 


Cio  posto,  se  per  abbrcYÎarc  si  fa 


S.  =  Al^  -K  ^w»  -K  Cn» , 


donde 


rr^.^fl»  — ««, 


dalle  formole  riportate  si  ricavano  le  seguenti 


az=l 


tt' 


u 


\      fi=:m 


1^  ^  ti»  —  So 


1« 


C  ^  u»  —  5. 
u 


che  danno  i  centri  di  permanenza  («,  /â,  7)  degH  assi  principali  pa- 
ralleli  alla  data  direzîone  (/,  m,  n),  purchè  la  quantità  u  si  riguardi 
corne  una  variabile  indipendente  che  cangia  di  grandezza  passando 
da  un  centro  aH'altro. 

a).  Questi  valori  di  ^j  fi,  y ,  yerificando  manifestamente  Tequazione 


mn(B  —  C)x  +  nl(C  —  A)y  -h  lm{A  —  l?)^  =  0  , 
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bnno  aperta  che  ,  net  piano  da  tau  rappresentato ,    sono  tattî  coni' 
presi  i  suddelti  «iBtri  di  pcrmasenza. 

2S3.  Probl.  ir.  Oal  cenlro  0  dî  gravita  condolla  la  lînca  fîx* 
seconds  la  direzione  (I,  m,  »)  (lîg.  62),  sia  C  un  centro  qualsiroglia 
di  permanenza  (a,  fi,  y)  a  cui  corrisponda  il  cenlro  di  percossa  P , 
reciproto  del  pnnto  0:  la  retta  CP,  inconlrando  in  E  l'asM  fîx*,  ri- 
mane  dÏTÎsa  netle  due  parti 

CE  =  D,    EP=^Di 

délie  qaali  è  costante  il  prodolio  DD,  =  S, .  Etaendo  inoltre  GC=:R, 
sari 

GE  =  Reot.(3/B)  =/«-!-  mfi  -»-  ti>  =  «. 

SiCDO  inOne 

06=:i^,     GP=:&, 


le  distanze  onJe  il  cenlro  G  di  grarîtà  è  separato  dai  punti  reciproci 
di  percossa  0,  P. 

Cio  stabilito,  ii  domanda  di  etprimtre  Jn  funzione  delta  taria- 
bile  indipendentt  u  le  guantità 


Sotux.  Essendo  JP  =  »»  +  jS»  -i-  >■ ,  fatte  le  sostitnzioni   de*  n- 
lori  di  «,  $,  y,  si  otliene 


«»iP  =  AH*  t-  S*m*  -«-  Cn"  -+-  («»  —  SJ  («*  h-  S,) , 
ed  i  doe  triangoH  GEC,  GEP  danno 

*»iï»  •+■  S', 


B»  =  «»—«".      û\=:h»-f»».= 


2se 

2*.  Sopra  due  lait,  ugtiali  ail'  unii 
B'  immagini  coslruîio  nn  parallelogran 
l'asse  dî  <juest'area  arrà  la  direziom 
proiezioni  sugli  assi  princîpali  d'  in<  ' 

P'  =  mn'  —  m'n  ,     m"  ^  ni' 

ossia ,  faite  le  sostituzioDi  de'  valoi 

r— ""*/»       n       m"—  "' 


256.  Probl.  IV.  Determin 
("i.  ^,'  >•)  .  (=■..  ^z.  r») 
ed  0  (fig.  62J. 

Soluz.  1*.  Le  coordi^ale  < 
iezioni  di  GP  sugli  assi  d'  in 
contermiiia   alla  lioea  spezza 


don  de,  sostituendo  i  valori 


=  'l7fe  (".-'"•«. 


2*.  Le  coordioqte  <>, ,  . 
60  =  —  A  sugli  assi 
zioDiilità 
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a),  CorolL  Si  denoti  per  l^ ,  m^ ,  n^   la   direzione  délia  linea   OP 
de'  centri  reciproci  di  percossa  :  sarà 

^=i^^^'~^)'  «•«=5"<''^'-*^'  ~«=Î5<^^-^- 


£  sîccome  rtsulta 

âU^  -h  Bmm^  -^  Cnn^  =  0  ,     ii/f  h-  fimwi"  -K  Cnn"  =  0  , 

cosi  possiamo  slabilire  che  (240,  c):  NeW  elligsoide  centrale  la  di" 
rezione  (l,  m,  n)  di  un  sisteiiia  di  assi  permanenti  è  conjugata 
alla  direzione  (l^',  tn^y  n^)  in  cui  êono  i  correlativi  centri  di  per- 
cossa y  ed  alla  direzione  {l",  m'\  n")  delta  forza  di  percossa.    ' 

256.  Probl.  V.  Determinare  i  diversi  assL  permanenti  che  possono 
passare  per  un  punto  dato  qualsivoglla  (x,  y,  z), 

Soluz.  Consideriamone  uno  di  questi  assi  permanenli ,  e  suppo- 
niamo  che  la  sua  direzione  sia  {l,  m,  n).  Quesl' asse  sarà  conte- 
nulo  (corne  già  si  è  dimostrato)  nei  piano  deli* equazione 


mn{n  —  C)x  -¥-  nl(C  —  A)y  -^  lm{Â  —  B)z  =  0. 

Ora,  se  supponîamo  pseo  il  punto  {x,  i/,  z),  le  direzîoni  (/,  m,  n) 
di  tuUi  gli  assî  permanenti  che  passano  per  esso  punto  dovranno  cer- 
ta mente  soddisfare  alla  medesima  equazione 

(I)        x{B  —  C).mn  -h  y{C  —  A),nl  -+-  z{À  —  B),lm  =  0  . 


Ma ,  se  riguardîamo  gli  elementi  l,  m,  n  délia  direzione  degli  assi 
permanenti  corne  coordinate  vnriabili  coW  origine  nel  punto  dato , 
cotesta  equazione  rappresenterà  un  cono  di  seconda  grado  il  cui 
vertire  è  nel  punto  dato.  Dunque  : 

Gli  a$si  permanenli  che  passano  per  un  punto  dato  sono  infi- 
niti  di  numéro ,  e  tutti  compresi  sulla  superficie  d,i  un  cono  di  se^ 
Ciindo  grado. 

Cosi  la  medesima  equazione  (1),  quando  è  data  la  direzione 
(/,  m,  n)  ed  è  varifibile  il  punto  (x,  y,  z),  rappresenta  un  pia- 
no che  contiene  tulli  gli  assi  permanenti  paralleli  alla  data  direzio- 
ne; e  quando  è  dato  il  punto  {x,  y,  z)  cd  è  variabile  la  direzione 
(l,  m,  n)  y  rappresenta  il  cono  sopra  cui  si  trovano  gli  assî  per- 
manenti  che  passano  pel  punto  {x ,  y,  z). 

33 
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a).  CorolL  Supponiamo   data  la  direzione   (l,  m,  n)  di  iino  degtî 
assi  permanentî  che  passano  pel  punto   (x^  y,  z):  la  sua    dîManza 
P  dal  centro  di  grarità  si  avrà  dalla  formola 

D*  =r  (mz  —  ny)'^  -♦-  (nœ  —  Iz)*  -4-  (ly  —  mxj^. 

Trovaia  cosi  la  dUtanza  D,  se  si  volesse  il  centro  di  permanenza 
di  quest*asse,  i  c^ntri  reciproci  di  percossa,  etc.,  noo  si  avrebbe  che 
a  soslituire,  nelle  formole  superiori,  il  valore  di  u  ricavato  dah 
r  equazione 
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CAPO    IV. 


lien^ffi  P^T  la   decompoiiiiKione  •  composisione    e 

riUusione  de*iiioti  •Imiiltanel  di  rotastone 

intorno  ad  assi    dl%*erfil« 


S.   I*.  Proprietà  geometriche  del  moto  di  un  tolido   intorno 

ad  un  punto  fitso    0. 


257.  Definizioni.  Due  figure  F,  F'  sono  coincidibili  Ira  loro  se 
si  possono  consîderare  corne  una  medesima  figura  posta  successira- 
meute  in  due  sitaazîoni  diverse.  Nelle  figure  coincidibili  si  dicono 
omologhe  quelle  parti  che  nella  sovrapposizione  si  confondono  in  una 
sola.  Pcichè  un  solido  è  fissato  nelio  spazio  da  tre  de'suoi  punti 
non  posti  in  linea  relta ,  è  manifesto  che  :  Date  due  figure  coincidi- 
bili F,  F'  y  se  tre  punti  Â  ,  B ,  C  deW  una  vengano  a  coincidere  coi 
punti  omologhi  A\  B' ,  C  dell'altra,  le  due  figure  si  confonderan^ 
no  insieme  in  una  sola. 

a).  N-  B.  Per  ben  comprendere  le  dimostrazioni  che  verranno,  le 
positure  o  situazioni  diverse  F,  F',  F"  etc.  di  una  stessa  figura  sî 
debbono  immaginare  corne  altrettanle  figure  distinte  e  coincidibili. 

b).  Due  figure  si  dicono  simmetriche  tra  loro  quando  si  possono 
cosi  disporre  intorno  ad  un  piano  che  i  loro  punti  (chiamali  sim- 
metrici  od  omologhi)  si  trovino  due  a  due  situati  ad  egual  distanza 
dal  piano ,  sopra  una  relia  perpendicolare  allô  stesso  piano.  Quindi  : 
Date  due  figure  simmetriche  tra  loro  y  se  siano  cosl  disposte  intorno 
ad  un  piano  che  tre  punti  À  y  B  ^  C  deW  una  facciano  simmetrla 
co*  tre  punti  omologhi  A'  y  B'  y  C  delV  altra ,  le  due  figure  saranno 
per  intero  disposte  simmetricamente  intorno  al  piano. 

258.  l.  Tborema  di  Eulero.  Quando  un  solido  è  mobile  intorno 
ad  un  punto  fisso  0  y  il  suo  passaggio  da  una  positura  F  ad  un  al- 
tra qualsivoglia  F'  si  pub  sempre  effettuare  per  una  semplice  rota- 
zione  intorno  ad  un  certo  asse  OR  condotto  pel  punto  fisso  (fig.GV- 
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Dm.  Sîa  OAD  nn  triangolo  qiialonqiic  del  solîdo  ronsideralo  nel- 
la  sua  prima  sîtunzione  F,  e  qiicsto  triangolo  si  irovi  in  OA'6',  cioè 
A  \n  A\  B  in  W  quando  il  solido  è  passato  ndla  seconda  situa- 
zionc  F'. 

Dai  punti  di  mezzo  délie  due  rette  AA\  Bff  si  concepiscano  con- 
doLti  due  piani  perpendicolari  rispetliTamente  aile  relie  medesime;  e 
ftia  OR  la  retta  in  oui  essi  vengono  a  lagliarsi ,  inlcrsezione  che  av- 
verra  somprc,  tranne  il  caso  in  cui  i  due  piani  si  confondono  în  un 
solo.  Ora  io  dico  che  1*  asse  di  rotazione  c  la  retta  OR ,  e  che ,  nel 
caso  di  eccezione,  è  la  retta  dove  si  segano  i  piani  de' due  triangoti 
OAH,  OA'B'. 

A  qucsto  fine  osserviamo  che  i  duc  triangoli  OAB ,  OA'Bf  ^  ed  an 
punto  qualunquc  R  preso  sulla  retla  OR^  determinano  due  piramidi  in 
cui,  oitre  di  esscre  coincidibili  le  basi  triangolari  OAB,  OA'ff,  sono 
eguali  gli  spigoU  lateralt,  cioè  RO  comune,  RA  n=  RA\  RB  rz  RB^. 
Quesic  due  piramidi  saranno  adunque  o  coincidibili  o  simmetriche. 

Nel  primo  caso ,  facendo  girare  la  figura  F  intorno  ad  RO  finchè 
il  triungolo  ROA  coincida  col  triangolo  ROA\  è  chiaro  che  qiiesta 
coincidenza  trarrà  seco  la  coincidenza  délie  due  piramidi,  e  perè 
quella  de' tre  punti  0,  A,  B  dclla  fîgura  F  coi  tre  punti  omologbi 
0,  A' ,  B'  délia  figura  F*,  e  quindi  la  coincidenza  compléta  di  F,  F'. 

Nel  secondo  caso,  in  cui  si  suppongono  sîmaietriche  le  due  pira- 
midi, osserviamo  che  i  vertici  omologbi  de*  due  triangoli  ROA,  ROA' 
esscndo  disposti  in  sîmmetria  intorno  al  piano  condotto  perpendi- 
colnrmcràte  sul  mezzo  délia  retta  AA\  tutli  gli  altri  puntî  omologht 
délie  due  piramidi,  quali  B  e  B' ,  dovranno  esser  disposti  in  sim- 
melria  intorno  allô  stesso  piano.  In  questo  caso  adunque  i  due  piani 
condolti  i)erpendicolarmente  sui  punti  di  mezzo  dclle  rette  AA\  Bff 
si*  confondono  in  un  sol  piano ,  nel  piano  cbe  dimezza  I*  angolo  die- 
dro  formato  dai  due  piani  OAB,  OA'B',  Preso  un  punto  /{ sulla  ret- 
la ovc  si  segano  questi  piani,  se  si  fa  girare  la  fîgura  F  intorno  ad 
OR,  c  chiaro  che  quando  il  punio  A  cade  in  J',  il  ininto  B  cadra 
\n  B\  e  le  due  figure  F  ed  F'  si  confonderanno  in  una  sola. 

£  adunque  provato  che,  quando  un  solido  è  mobile  intorno  ad  on 
punto  fisso  0,  il  suo  passaggio  da  una  positura  ad  un'nltra  qualsi- 
voglia  si  puô  scmpre  cfTctluare  per  mezzo  di  una  semplice  rolazio- 
ne  intorno  ad  un  asse  cbe  passa  pel  punto  fisso. 

259.  Corollario.  Quindi ,  allorchè  il  solido  mobile  intorno  al  pun- 
to O  dee  successiramente  passare  per  due,  tre,  qunttro  etc.  positu- 
re  diverse  F,  F^ ,  F,,  F,  etc.,  il  passaggio  si  polrà  sempre  effet- 
tuarc  per  mezzo  di  una,  due,  tre  etc.  rotazioni  successive  intorno 
ad  allrettantî  assi  OR,  OR^,  OR^  etc. 
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a).  Inoltre  è  manifeslo  che,  date  le  skuazioni  P,  F^;  F,,  F,  etc.  clie 
dee  prendere  il  solido  1'  iina  dopo  V  alira,  atich«  gli  assi  di  rota- 
ztone  si  possono  riguardar  corne  dati,  sî  nello  spazîo  assointo  dovc 
formeranno  i  lati  di  una  piramide  finay  e  fti  nel  solido  medesimo 
F  (posto  coid' è  al  principio)  dore  formeranno  î  laii  di  un*  altra  pi- 
ramide clic  avra  in  comune  colla  piramide  fissa,  il  primo  lato  OIL 
Per  le  rotaxioni  successive  qiiest'  utlima  piramide ,  mobile  col  solido , 
applicherà  una  dopo  V  altra  le  sue  facce  sulle  facce  rispettivamente 
ugnali  délia  piramide  fissa, 

260.  H.  TEoa.  Quando  un  solido  F  si  muove  continuamente  tn- 
tomo  ad  un  punto  fisso  0 ,  ogni  suo  moto  infinitesimo ,  considerato 
in  un  dato  istante  dt,  ei  puà  sempre  riguardare  corne  una  sempli- 
ce  rotazione  intorno  ad  un  certo  aese  OR,  il  quale  $i  dice  a«se 
Ifitantanco ,  perché,  rimasto  flsso  nel  dato  istante,  cangia  di  po- 
sizione  nelT  istante  snccessivo. 

Dm.  Infatti,  per  ogni  moto  infinitesimo  intorno  ad  0,  due  punti 
A,  B  del  solido  F  descrtveranno  due  linee  ÀA\  BB'  che,  essendo 
infinitesime  ,  si  potranno  riguardare  corne  archi  circolari  arenti  il 
loro  cenlro  suH'asse  OR  y  determinato  a  quel  modo  che  qui  sopra  si 
è  delto,  e  che  perciô  sarà  Tasse  istantaneo. 

261.  CoROi.L.  //  luogo  degli  assi  istantanei  successivi,  te  si  con- 
sidéra nello  spazio  assolutOf  è  la  fiapel*Ocie  dl  un  cono  li««oi 
e  se  si  considéra  nel  solido,   è  la  auperflcie  dl  on  cono  mo- 

Mle  che  va  npplicando  successivamente  le  sue  facce  infinitesime 
sulle  facce  rispettivamente  uguali  del  cono  fisso. 

a),  Quindi  :  Il  moto  continua  di  un  solido  intorno  ad  un  punto 
fisso  0 ,  non  è  altro  che  quello  di  un  certo  cono  mobile  di  cui  il 
tertice  è  in  questo  punto ,  e  che  ruzzola  attualmente  (  senza  sdruc- 
ciolare)  sulla  superficie  di  un  altro  cono  fisso  dello  stesso  vertice. 

b).  N.B.  Liasse  istantaneo  cangia  simultaneamente  di  posizione 
nel  fiolido  e  nello  «pazfto  a«solatot  e  se  avvenga  che  rimanga 
immobile  nel  corpo,  dee  rimanere  ugnalmente  immobile  nello  spazio 
assoluto.  Ond'  è,  che  quando  vediamo  un  corpo  muoversl  intorno  ad 
un  punto  flsso  e  girare  sopra  un  ^sse  invariabile  di  posizione  nel 
corpo  ma  variabile  di  posizione  nello  spazio,  dobbiam  conchindere 
che  quesT  asse  non  è  quello  che*  si  è  chiamato  istantaneo. 

262.  III.  Teor.  Qualunque  sia  la  legge  onde  un  solido  si  mxiore 
nello  spazio  ,  ogni  suo  moto  infinitesimo  si  pub  riguardare  corne 
composta  di  due  moti  elementari  che  sono:  una  tranlazlonc  di 
uno  qualunque  0  de'  suoi  punti,  ed  una  rotazione  intorno  ad 
un  certo  asse  OR  condotlo  per  questo  punto.. 
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Div.  Infatll  suppoaiarao  che,  Aella  dnfata  tfell'Utantc  dl,  il  puntt* 
O  del  solido  passi  tn  O',  e  ehe.la  sua  potîzione  J^  direnga  F':  è 
manifesio  clie  la  nuova  posizione  F'  del  solido  iniorno  sd  0*  si  piio 
riguarJare  come  prodotta  dalla  traslizionc  00'  accompagnais  da 
quella  rotazione,  che  è  proprîa  a  Tar  coiaciilere  la  situazionc  F  colla 
siluazione  F'. 


S,  2*.  Formele  relative  al  moto  ondt  il  cono  viobile  razzola 
lut  cono  fisto  dello  iteno   vertice. 

263.  Definisione.  In  un  eonoi  consideralo  corne  una  ptramidea 
facce  infinileiime ,  si  dice  angolo  di  contingtnza  l'angolo  onde  cia- 
scuna  faccia  derla  dal  prolungamenlo  délia  faccia  che  précède- 

Supposto  che  il  cono  abbia  il  verlice  in  O,  se  si  cerca  ta  sua 
curvaiura  in  un  punto  qiialstvoglia  If,  basta  Tare  nel  cono  una  se- 
zione  perpendicotare  in  Jf  alla  reua  OAf:  l'angolo  di  contingenza 
da,  ed  il  raggio  osculalore  r  di  quesia  sezione,  rappresenloranno  evi- 
deniemente  i' angolo  di  contingenza  cd  il  raggio  di  curvaiura  del 
cono  nel  pualo  if;  onde  si  arrà 

da  =  —  , 


essendo  dt  l'clemcnlo  lineare  délia   seztone    contalo   a   parlire    dal 
punto  M  (Vedi  l'Appendice). 

Consideriamo  adesso  un  altro  cono  mo(t7e,  col  vertice  in  0,  che 
toccbi  il  primo  cono  supposlo  fitio  secondo  il  lalo  OM  {fig-  64).  Gli 
angoli  di  contingenza  onde  le  due  superficie  conicbe  deviano  dal 
eomiin  piano  tangente,  angoli  cbe  denoteremo  per 

dt        .  dt 


si  doTranno  rïgiiardare  corne  aventi  naturalmenle  lo  stesso  segno,  o 
segno  contrario,  secondoebè,  nel  coniaito,  le  conteitità  de'due  conî 
sono  Tolte  nello  stesso  senso  od  in  senso  opposto.  Posta  i|nesta  con- 
venzione  ed  imuaginando  la  figura,  si  redrâ  che,  nelT  uno  e  nel- 
r  altro  caso,  1' espressione 


d»,  ■ 


•(k-v) 
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dà  la  misura  deirailgoio,  che  il  cono  mobile  vien  descrivendo  intor<- 
no  ad  OM  per  applicare  la  sua  faccia  consecutiva  sulla  faccia  rispet- 
tivamente  uguale  dcl  cono  fisso. 

Supponendo  adunque  che  la  rotazione  intorno  ad   OM  si   faccia 
colla  velocilà  angolare  9  nell'istante  dtj  sarà  edtzzdo^ — do,  ossia 


dt\r^        r  / 


Cosi  Tasse  îstantanco  che  al  principio  deiristante  dt  è  OM,  al  ter- 
mine di  taie,  istante  sarà  divenuto  un  altro  OM \  essendo  MM'  =  ds. 
Onde  se  prendasi  OM  =:  i  =:  OM' ,  si  potrà  dire,  che  l'asse  istan- 
taneo  è  passaio  dalla  prima  posizione   alla   seconda   colla   yelocilà 

dg 
=  -Tj-  ;  e ,  chiamata  u  quesia  velocita ,  avremo  in  générale 


(«) 


'=iT-D 


porche  si  convenga  che  i  raggi  osculatori  r,  r^  siano  riguardatî 
corne  aventi  lo  stesso  segno  o  segno  contrario,  secondochè,  a  partire 
dal  punto  M  di  contatto,  si  dirigono  al  rispettivo  centro  di  curvatura 
nel  medesimo  senso  od  in  senso  contrario. 

264.  ScoLio.  £  pol  manifeslo  che,  se  délie  quattro  quantila 
$,u,r,r^  che  entrano  nella  formola  (à)  y  tre  sono  costanti ,  lo  sa- 
rà pure  la  quarta;  ed  il  moio  del  corpo  sarà  quelle  di  un  cono  ret- 
to  a  base  circolare,  che  ruczola  equabilmente  sopra  un  cono  fisso 
anch'  esso  reito  e  circolare. 


5.  3*.  Equivalenza  di  una  rotazione  unica  a  piii.  altre  rotazio- 
ni  simultanée  intorno  ad  assi  divergenti  da  un  medesimo 

punto  0;  e  viceversa. 

265.  Un  moto  di  rotazione  è  dato  quando  se  ne  conosce  /'  asse , 
la  velocita  angolare,  ed  il  verso  o  senso  in  cui  si  effetlua.  Quando 
si  dira  che  una  rotazione  è  rappresentata  da  una  retta  Op ,  dcvesi 
intendere  che  la  retta  Op  colla  posizione  ne  rapprcseula  l*  asse,  col- 
la lunghezza  la  velocita  angolare  p ,  e  colla  direzione   Op  il  senso. 
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Questo  senso    ëel   girarc    si   détermina   per  mezzo  délia  convenzio- 

ne  ,  ehe  la  rotaiione  avrenga  dalla  désira  alla  sinùira  délia    retla 

Op  riguardata  corne  una  persona  coi  piêdi  in  0  e  la  teêta  nel 
punto  p. 

266.  Proposizioni.  La  rotazione  $  di  un  solido^  rapprettentata  dal^ 
la  diagonale  OB  di  un  parallelogrammo  connesso  col  solido  e  mo- 
bile con  esso ,  équivale  a  due  rotazioni  simultanée  p,  q  rappresen- 
tate  dai  lati  Op,  Oq  del  parallelogrammo  (flg.  65). 

DiMOSTRAziOFTE.  Il  moto  del  solido  essendo  pienamente  detcrininato 
dal  moto  del  piano  del  parallelogrammo  connesso  col  solido ,  basterà 
dimostrare  la  proposizione  rîspetto  al  moio  di  questo  piano. 

Sia  If  nn  punto  qnalsiroglia  preso  in  detto  piano,  ed  OM  =:  f: 
le  perpendicoiari  calate  da  M  sulle  direzioni  délie  tre  rette  09,  Op, 
Oq  avranpo  per  espressioni 

fsen.(ç9)  ,     p  sen.(fp) ,     fsen.i^q)  . 

Siano  ds  ,  ds^ ,  df^  gli  archi  che  il  pnnto  M  descriverebbe  nell'istan- 
te  dty  oTe  si  attuasse  separatamente  ciascuna  délie  tre  rotazioni 
$dti  pdly  qdt  intorno  agli  assi  0$ ^  Op,  Oq.  Sari 

ds  =:  êdt.fsen.(fB) , 

« 

ds^  zz  pdt.^sen.{fp)  , 
(/,%  r=  qdt.fsen,(?q); 


ed  inoltre 


ds  s  ds^  -4-  ds^ , 


essendochè  quest*  uguaglianza  riducesi  alla  seguente 


$sen,{f$)  zz  psen,{fp)  ^-  qsen.{fq)  , 

la  quale  esprime  il  teorema  noto,  che  la  proîezione  délia  retta  09 
sopra  un  asse  perpendicolare  ad  OM  è  uguale  alla  somma  délie  pro- 
içzioni  omologhe  delle  sue  componenti  Op ,  Oq  . 


Ora  si  concepUcaDo  efFettuaie  una  dopo  l'alira  le  due 
pdt,  qdt  intoroo  ai  lati  Op,  Oq,  supponendoli  a  vicenda  l'uno  ^to 
e  I'  allro  inobilt.  Per  la  rolazione  pdl  inlorno  al  lato  Op  supposto 
fiuo,  il  punto  M  descriverà  i'arco 

d»,r=.fdt.iitn.{rp)  , 

ed  il  lato  Oq  prendcrà  una  nnova  posizione.  Per  la  rolazione  qit 
intorno  a  quesia  nnoTa  posiiione  di  Oq ,  il  puato  M  descrîveri  un 
allro  arco 

dê,  =  qdl.ften.{tq),    . 

e  si  sarà  allonianato  dat  sito  doT'  era  in  prîncipio  |»er  1'  înlervallo 

dt,  -t-  df,  ,  che  coïncide  con  di , 

cssendo  gli  archi  tiguali  dt,  [dt,  •*•  di^)  ])erp(ndicol3ri  al  piano 
del  parallelogrammo  pOq  nel  medesimo  piinlo. 

Si  Tede  adunqiie  che  per  le  diie  roiazioni  pdl,  qdt,  cseguile  nel 
modo  indicato,  ogni  punto  U  del  piano  del  parallelogrammo  si  tro- 
Terà  nel  luogo  précisa  ove  sarebbe  andalo ,  se  il  piano  arcsse  giralo 
intorno  alla  diagonale  Os  colla  rolazione  sdt . 

Possiamo  adunque  conchiudere,  che  la  rotcsione  unt'ca  9di  intor- 
no alla  diagonale  OS  équivale  s  due  rotazioni  tïmullanee  pdt,  qdt 
intorno  ai  tali  Op,  Oq;  e  viceversa.  Lo  stesso  discorso  polendo  ri- 
pelerM  per  liitii  gl'  isunli  successiTi  del  lempo,  si  fa  interamenle 
manifesta  la  nr'nk  délia  nostra  proposizione. 

Si  osservi  che  il  segno  dcgiî  archi  dt ,  du, ,  dt^ ,  determinalo  da 
qnello  de'  sent 

«n.(fS).     ««.(fp).     «n.(r5), 

corrîsponde  pcrfetlamcnle  al  scnso  in  oui  sono  siati  descriui.  Cosi,  le 
il  pnnto  Ji  si  prende  in  rino  ilegli  angoli  supplementarii  dell'  ango- 
lo  pOq ,  i  Ire  archi  dt ,  dt, ,  di^ ,  che  avranno  lo  stesso  segoo,  sono 
descriui  ncllo  sicsso  eenso;  ma  se  il  pnnio  iï  sia  preso  invece  nel- 
l'ungolo  60t]  (fig.  06),  I'arco  dt,,  che  avrà  segno  contrario  a  qucl- 
lo  degli  archi  dt,  tl»,,  sarà  pure  dcscritto  in  dirciione  npposla. 

267.  5colto  I.  Qtiando  si  dice  clie  la  rolazione  e  di  un  solido  è 
decomposia  in  Ire  p,  q,  r,  intorno  a  trt  atti  fitti  Ox,  Oy,  Oz,  ciô 
non  puô  intendersi  che  in  queslo  scnso,  che  la  decompoiizionc  «t 
fa  e  ti  ripete ,  per  ogn'  istantc  del  lempo ,  intorno  a  quelle  reUt  dti 
tolido  che  tanno  panando  per  le  potUioni  dtgli  asti  fisii. 
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268.  Scolio  II.  Poncnds  meait  aile  cose  dichiarate,  possiamo  rî- 
tenere  in  générale  che  :  Le  rotazioni  timvUanee  inlorno  ad  aui  di- 
vergenti  da  un  funto  »i  eompongono  e  ti  detompotigotw  »  qutl 
modo  medeiimo  cke  »'  fa  dtUe  lemplici  forze,  teeoudo  (il  leme 
del  p«rallelosramHib> 

E  corne  sill^tta  leggt  primaria  si  trasfpma  necessari&mentc  per 
le  forze  in  altre  Itggt  tecondarie  risgdardanti  il  parallelitmo ,  le 
toppie,  ia  riduzione  e  i'  €quilibri«  ;  eott  <iueste  Icggi  seceiidarie. 
in  graria  dd  loro  Besso  iniBulabik  cotla  pruDaiia ,  appaitugoflo 
pure  aile  rotszioDÏ,  e  si  possono  snppor  già  dimostrate. 


$.  4*.  Legge  per  la  compottzione  délie  rotazioni  timultanee  tnfor- 
%o  ad  aui  paralltU,  e  per  la  remposizioue  délie  coppi»  timuf- 
tanee  dt  roloztone. 


369.  N.  B.  Affine  Si  sempliffcare  îl  discorsa  chîameremo  :  t*.  nr- 
tasioni  parallèle  quelle  che  si  Tanno  intorno  ai  assi  paralterï;  2*. 
Coppia  di  rotazioni,  due  rotazioni  parallèle,  ugualt  e  di  senso  con- 
trario: il  piano  délia  coppia  sarà  îl  piana  de' due  assi  paratlelî. 
Si  avTerta  finalmenie  che  quando  dîciamo  rotazioni  senz'  altro  ag- 
gtunto,  inlendcremo  che  siaro  «imuitonee,  cîoè  talî  che  si  facctano 
0  tettdano  a  farii  nei  medeiimo  tempo. 

Le  rotazioni  gucceisive  e  finite  banno  sïtre  leggi  di  composizîone 
che  qui  non  importa  cercare. 

270,  Proposizione  I.  Due  rotazioni  parallèle  si  compongono  m 
ttna  rotazione  unica,  ad  eise  parallela  ,  eguafe  alla  loro  lomma, 
e  le  tre  rotazioni,  risultante  e  eomponenli,  tono  eosl  ditpotte  net 
medetimo  piano  ,  che  ctaicvna  è  proporiîonale  alla  dtstanza  che  coc~ 
r»  tra  h  direzioni  délie  altre  due. 

La  dîmostrazione  puo  fars!  corne  per  le  forze  parallèle. 

271.  PEtorosizioHB  II.  Una  coppia  di  rotazioni  (f,  —  t),  del  mé- 
mento =  f.tf,  équivale  ad  un  m«to  di  traelazione  perpendicolart 
al  piano  délia  eoppia,  direlio  nel  sento  m  eut  ciascun  atte  tende 
a  girare  intorno  ait'  altro,  e  la  velocità  u  delta  trattazione  i  uguale 
al  momento  délia  coppia,  cioè  u  ^  S.D. 

Dm.  Sia  AB:=D  (Og.  66)  la  distanza  che  corre  Ira  gli  assi  pa- 
ralleli  AM,  BN  dclla  coppia  {B ,  —6). 
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Enend»  il  loKda  animal»  dalle  doe  roiaiioni  siaulunee  ( ,  —  # , 
tatarno  agli  aisi  Aif,  BN,  i  du«  puntt  B,  A  i\   qiiesti  assi  siranno 
animati  dalla  velocilà  «  =  «.!>  con  cai,  secondando  le  rispellii'a  ro- 
(aiionii  tendons  a  deKrivere  Deiristanle  dl  gli  archi 


^efpendicoUn  al  piano  délia  coppia  e  direllî  nel  senso  in  cui  cia- 
Mun  asse  leode  a  girare  ïntorno  all'altro.  Si  avrà  dunqae  nell'i- 
stante  dt  un  niolo  d!  iraslaiîone  =  udl ,  comuno  a  lulti  i  punti 
de'  dne  assi  AM,  BK,  e  per  conseguenle  al  solîdo  medesimo. 

272.  Corollario.  Quindi,  se  su)  pfano  délia  coppia  s'inalza  una 
perpend  icolare  =  u  =  t.B  cesi  che  rappreienti  la  direiione  e  la  vt- 
locili  del  moto  dî  iraslazione,  questa  perpendicolare  si  confanderi  con 
quella  che  (iraltando  délie  scniplici  fone)  abbiam  chiamato  atie  dél- 
ia foppia.  Da  cià  apparisce  i  m  média  ta  mente  che:  La  composizione 
délie  eoppie  dt  rotazione  si  rîduce  a  quel!a  de'  loro  assi  che  rap- 
presentano  l'  equivatenti  velocîlà  di  tratlaziont  ;  e  che  a  quesie  nuo- 
ve  coppie  si  possono  applicare  tutti  i  leoremî  che  si  sono  irovaiî  per 
le  coppie  ordinirîe  délie  semplîci  fone. 


S,  6*.  lejje  per  la  ridutione  de' tarit  moti  che  poiiono  agitare 
un  tolido  in  un  dato  tétanie.  Asse    centrale  di  queeti  moti. 


273.  Pnop.  I.  Qualunque  lia  il  numéro  de'  moli  parziali  clie 
animano  un  solido  l'n  un  data  ittante  dl,  tutti  quetti  moti  tono 
lempre  ridtKtbili  ad  un  mofo  di  rotazione  6dl  iniorno  ad  un  atie 
eondotto  per  un  punio  0  preto  ad  arbitria,  e  ad  un  moto  di  tra- 
tlatione  vdt  (262)  ;  e  di  queili  due  moti,  qtiello  di  rotazione  si  eon- 
*erva  eempre  il  medeiimo  dovunque  sia  preio  il  punto  0  ,  meHtre 
il  moto  di  traelazione  vdt  cangia  grattdexza  e  direzione  al  tnufar- 
ti  dei  punfo  O. 

Dm.  I  diverst  moti  che  animano  il  solido,  neir  istanie  che  si 
considéra,  si  possono  riguardare  corne  moti  di  rotatione,  perché  ai 
moti  di  Iraslazione,  se  ve  ne  fossero,  si  potrebbero  intender  sostitui- 
te  I'  eqniralenti  coppie  di  rotazione.  Ora  se  lutte  le  rotazioni  che  a- 
nimano  il  lolido   nell'  isunte  dt  &'  inlendano  irasporUte   parallela- 
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mente  a  se  stcssc  ne)  punto  0,  tenendo  roni«  detle  cnjipic  che  n*- 
itcono  di  questo  trasporlo,  si  fa  manireslo  che  la  rotazione  rîsnltan- 
te  9di  dee  tempre  avère  li  stessa  grandezza  e  direzîone  dorunque  sia 
preto  il  punto  0,  menlre  la  coppia  risiillanle  tdt  dee  Tariare  coq 
qiiesto  pniito. 

N.  B.  Il  centro  0  dt  ridniîone  si  piio  sempre  sceglier  cosi,  che 
il  molo  di  traslazione  sia  parallelo  all'asse  dclla  rotazion  risultante 
(66) ,  asse  centrale  che  dal  Sig.  Toîasot  è  chiamaio  attt  gpontaneo 
di  rotazione.  Di  qui  la  segucnte  ; 

274.  pBor.  II.  71  movimento  di  un  loHdo,  toiuideralo  in  ttn 
data  ùlantê  dt  ,  it  puà  tempre  riguardare  ticcome  compotto 
di  un  moto  di  rotasione  tdt  intorno  ad  un  certo  anse  een- 
Irale  •  e  di  un  moto  di  trattaziont  udt  parallelo  a  que* 
«fasse t  in  aitri  termini:  ■  Un  movimento  qualtingue  di  un 
libido,  contideralo  in  un  data  ittantt,  pub  tempre  ateni  eo- 
mt  tquicalente  al  moto  di  una  certa  Vite  che  gira  netla  tua 
ehiocciola.  » 

•  Tutti  i  punti  del  corpo  descrirono  dunque,  topra  cilindri  con- 
centrici,  de' piccolî  archi  i' titre  che  banno  lutti  lo  stesso  pu- 
to  =  udt.  Neiristante  seguente  è  un'  altra  vite,  di  un  altro  asse  t 
di  un  passo  dilTcrenie  ;  e  cos'i  di  seguito  da  un  istante  ail'  altro  .- 
d'  onde  SI  vede  corne  si  rorniano  le  curve  simullanee  che  si  vann» 
descmendo  da  tatlt  i  puntî  del  sistema  solido,  i  qiiali  si  muoTono 
lunghcsso  qaeste  curve  corne  per  entra  ad  altreltanti  canalelli  (Poin- 
sot).  >  E  si  vede  ancora  che  in  an  corpo  in  movimento  avvi  ad 
ogn'  istante  cio  che  si  potrebbe  chiamare  un  aise  «ponlan«o  icor- 
rerite ,  vale  a  dire  una  linea  retla  di  cui  tutti  i  punti  non  banno  al- 
tro moto  che  una  semplice  traslazione  limgo  questa  retla,  traslazi»- 
ne  cbe  In  alcuni  casi  particolari  puà  essere  =  0.  > 

a).  L'aêxe  centrale  délie  rolazioni.  od  asse  sponlaneo  scorrente, 
si  dcieroiina  (come  per  le  coppie  ordînarie  délie  forze  }  mediantc 
la  costruzione  seguente  (65)  : 

Il  moîimento  del  solido  s'inlenda  ridolto  alla  rotazione  Ht  in- 
torno' ad  un  asse  cbe  passt  per  uno  qualsivoglia  0  de'  suoi  puntî 
(Bg.  67),  ed  alla  corrispondenle  traslazione  vdt;  e  le  due  velociti 
6,  V  siano  rappresenUte  dalle  due  rette  Oi,  Or.  Cio  Tatto,  si  prends 
tnU'aiBe  dcU'angolo  {ev)  il  segmcnto  OO^  =  p  cosi,  cbe  rîsniti 


la  relia  0^t  condoUa  per  0,  parallclamenie  ad  Oe  sarà  fasse  cen- 
trale detle  rotadoni;  e  la  corrUpondenle  Telocîlà  u  di  Irasiazione 
ai  avri  dalla  formola 

u  s  vco».(ev). 

Da  qneata  e  dalla  précédente  si  ricava 

V*  =:  u*  ^  p'  S^ 

per  la  qnale,  data  ta  trasiazione  u  relaiiva  all'asse  eeiilrale,  ti  dé- 
termina la  trasiazione  t  relaiiva  ad  un  altro  asse  parallelo,  aitualo 
alla  distanza  p  dal  primo. 

b).  Affinchè  adunque  U  molo  dî  un  corpo  rtdueaii  ad  una  tem- 
pïict  rotazioM  Ôdi,  è,neciuario  e  baêla  cke  ritidli 


^  =  tm.{flF)  =  0, 


vale  a  dire;  è  neceuario  e  batla,  rke  il  moto  di  tratlazione  vdl  di 
un  punto  qualticoglia  0  del  corpo  rietea  ptrpendicolare  aW  atie 
detla  rotazione  6dt. 


S.  6*.  Formole  per  le  qualt,  enendo  un  tixtema  rtgtdo  in  movt- 
mento  tnlorno  ^  u»  punlo  fitio  0,  li  mitura  lo  $pottamenlo  iilan- 
taneo  dî  un  punlo  qualtivoglia  JU  del  eistema ,  non  ehe  l'area  de- 
tcritta  dal  raggio  vetlore  OM.  Molo  apparente,  »ia  di  un  punlo  fit- 
io, lia  di  un  piano  (iito ,  veduto  da  chi  parlecipa  al  moto  del  ti- 
ilema. 

275.  pRop.  I.  /[  molo  di  un  toUdo  intorno  ad  un  punto  /îmo 
0  riduceudoii,  neW  iitanle  dt,  alla  lempUce  rolaxiont  $dt  tnlorno 
aW  af»e  09  (fig.  68),  e  guetta  ettendo  eompotta  délie  Ire  pdl,  qdl, 
rdl ,  inlorno  agit  aiti  reltangolari  Ox,  Oy,  Oz,  un  punto  if  (x,  y,  z) 
del  tolido  deicriverà  in  taie  islante  l' arco 

dt  =  tte».{et).  Odl, 
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dove  f  :=  03f ,  «  ie  projteioni  ai  ^wiC  orco  A  étigli  aiai  Ox,  Oy, 
Oz,  saranna 


dx 

=  («•- 

-  r,)dl 

dy 

=  (ra- 

-  p.-)i/ 

d= 

=  (PÏ' 

-  ,,t)JI 

Dm.  La  perpendicolarc  calala  dal  punto  if  sulla  direzione  di  06 
sarà  =  f  f«n.(tir)i  e  I'  arco  <i«  descrillo  intoFno  ad  oS  per  la  ro- 
laiione  Sdt  avrà  per  espressione 

dt  =  9dltxen.(9t)  =  [(itMn.(6()]dl, 

e  sarà  diretto  cvidentementc  ne)  senso  delt'asse  che  rapprescnia  l'area 
del  paralletogramino  dl  lati  9,  f  Quest'area,  che  è  ::=  6t ien.{6t),  si 
moltiplichi  per  dt  e  poi  si  projelti  sopra  i  ire  piani  coordinali 
yz,  zx,  xy  :  le  projezioni  saranno 

(72  —  ry)dt,  [rx  —  ps)dt,  (py  —  qx)dt. 

Ora  ,  se  aile  aree  si  soslituiscono  gli  assi  che  le  rappresentano,  V  as- 
se  dell'area  risulunle  essendo  =  i«,  gli  assi  délie  aree  compoDcnli 
saranno  dx,  dy,  dz,  e  si  avranno  le  formole  (a). 

276.  N.  B.  Le  formole  (a)  valgono  ezîandio  ne)  cas»  che  glî  assî 
Ox,  Oy,  Oz  siano  connessi  col  sistema  e  mobili  con  esso,  purchè 
le  variazioni  dx,  dy,  dz  »'  inlendano  riferite  alla  potizione  in  eut* 
ni  troravano  coteili  aiti  al  principio  deW  iitanU  dt. 

277.  CorolL  L'equaztooi  (a),  se  si  sommaoo  dopo  averle  mollipli- 
cate  rispetliTamente,  prima  per  ai,  y,  2,  e  poscia  per  p,  q,  r,  daranno 

,     xdx  -t-  ydy  ■+■  zdz  =  0  , 
^     pdx  -f-  qdy  +  rdz  ^  0  , 


le  qiiali  significano  che  l'arro   d$  è  perpendicolare  aile   due   relie 
OM,  06. 


iTt 

278.  Paop.  II.  Delerminar  V  area  che  dttcrice  il  raggio  OU 
ntW  Otto  che  il  punio  M  paê$a  dalla  potizione  {x,  y,  z)  alla  poii- 
zione  M'(x  -*-  ix,  y  ^  dy,  Z  -*'  dz),  e  IroeartK  la  proiezione  i&- 
pra  un  piano  quattivoglia. 

SoLDi.  Sîino  f,  f'  le  posiziont  de)  raggio  vettorc  OM,  corri- 
tpondenti  aile  posizîoni  succeBsite  (x ,  y,  x),  (x  ^  dx,  y  ■*-  dy, 
s  -t-  dz)  ét\  punlo  Jf. 

V  area  del  scttore  compreso  tra  (  e  / ,  e  ebe  è 


ff- 


ten.Ui)  =  ~ang.(tt'). 


le  si  proietla  sopra  i  piani  yz,  zx,   xy,  diriene  rispettÎTaiDcnte 

\{  ydz  —  sdy  ) ,    ^.zdx  —  xdz) ,    ^{xdy  —  ydx)  ; 

t  se  si  proietla  sopra  nn  piano  U  cui  asse  Ok  abbia  la  direzioae  h, 
divieoe   io  qneslo  piano 

Uyds  —  sdy)  eot.(xh) 

s=  -^  \(sdx  —  xda)cot.{yh) 

\(xdy  —  ydx)c9»-(zh). 
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Sara 

dx  n  (qz  —  ry)dt  =  0  , 

dy  =s  (rx  —  pz)dt  =z  rdt , 

{/j2  3=  (py  -T-  qx)dt  ::z  —  qdi; 

e  la  formola  (c)  si  mulerà  nella  seguente 

(f)'  êen^,{xh),ang.{?^f*^  r=  dl[qro$,{yh)  -»-  rco%.{zh)\  , 

• 

280.  Coroll,  11.  Ipunaginiamo  chc  un  puDto  M  {x,  y,  z)^  immo^ 
bile  nello  spazio  a$$olulo  ^  venga  attualmente  attraversato  da  un  al- 
tro  pimlo  m  del  sîslema  ,  il  quale  nel  tempo  infinilesimo  dt  descri- 
va  rarclietto  Mm  (fîg.  69).  Un  Osscrvatore  che  partecipi  al  moto  del 
sisiema  senza  cbe  se  ne  accorga ,  crederà  fisso  il  punto  m  che  si 
snppane  connesso  col  sistema,  ed  invece  crederà  mobile  il  punto  M  e 
percorrente  neir  istante  dt  V  arco  mMy  cioè  Yedrà  muoTcrsi  il  punto 
M  pcr  un  tratto  cguale  (ma  in  verso  contrario)  a  quello  onde  si  è 
mosso  realmente  il  punto  m. 

Quindi  se  supponiamo  conncssi  col  sistema  i  tre  assi  Ox,  Oy,  Oz^ 
ed  alla  fine  deir  istante  dt  si  facciano  subire  al  sistema  le  tre  ro- 
tazioni  simultanée  —  pdt ,  —  qdt ,  '^  rdt,  cioè  le  rotazioni  che  ha 
glà  eseguito  nelT  istante  dt  ma  in  verso  contrario,  si  avranno  i  can- 
giamenti  dx,  dy,  dz  délie  coordinaie  del  punto  M  rispetto  alla 
indicata  posizione  de'  tre  assi  Ox,  Oy,  Oz,  e  saranno: 

dx  zz  (ry  —  qz)dt, 
(a)'  l     dy  =  {pz  —  rx)dtf 

dz  =:  {qx  —  py)  dt  ; 

quelli  ofTerti  dall*  equazioni  (a)  ma  di  scgno  cangiato. 

Oh  un  asse  fisso  nello  spazio  assoluto  ,  e  si  prenda  il  punto 

"  asse  alla  distanza  OJ/  =  1.  Se  le  coordinate  di  questo 

'^  sugli  assi  mobili  Ox,  Oy ,  Oz,  si  rapprcsenlano  per 


\    m  zz  co8.{yh),-  n  zz  co8.(zh)y 
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e  le  (a)'  divenlano 


(«). 


{mr 

{np 

{Iq 


4 
nq)dt, 

lr)dt, 

mp)dt  ; 


c  qucst'  cquazioni  faranno  conoscere  ad  ogn'  ktante  la  deviazione 
apparente  dell'  asse  fisso  Oh,  vedato  da  un  Osservatore  cbe  partecipi 
al  moto  del  sîstema.  * 

Similmente,  se  si  rapprcsenlano  pcr  X,  m»  »  gH  angoli  chc  î  pîa- 
iii  {Ohf  Oxh  (Ohj  Oy),  {Oh,  Oz)  mobili  intorno  aU'assc  fisso  Oh 
fanno  con  un  piano  (Oh,  OK)  immobile  nelio  spazio  assolUlo,  le  de- 
tiazioni  apparenti  di  guesto  piano  nelF  îstante  dt  saranno,  in  vir- 
lù  délia  (c)',  le  segucnû: 


d>'êen,*{xh)  zn 
df^  sen.^iyh)  = 
dv8en.^(zh)  =: 


—  {mq  -I-  nr)dt , 

—  (nr  -♦-  lp)dt , 

—  (Ip  '¥'  mq)dt  ; 


dalle  quali,  essendo 


sen.^(xk)  =  1  —  i»  ==  m*  -♦-  n*  ,  etc. 


SI  ricava 


(c), 


d\=i  —  dt 


(  dfJL=  —  dt 


[  df  =  — 


dt 


wijf  «H  nr 
nr  -♦-  Ip 
Ip  -t-  mq 
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{.  7*.  in  un  »Ut»ma  Yigido  eht  ii  mvote  intorno  ad  un  panto 
fUto  O,  quai'  è  ad  og»'  iitanle  la  direzione,  tia  délia  vehtità, 
iia  delta  forza  d'  inerzia  ond'  è  animato  eîaicuno  de'  tuoi  punli 
malerialif  Signt/tcato  spéciale  délie  forxe  d'  inerzia,  cenlripela  e 
tangcnziale,    riepello  al  cono  mobile  ruzzolante  lopra   il   cono  /u- 

Forxa  tita  del  tiilema  t'n  liffallo  movitnenlo. 


281.  t*.  11  moto  del  gistema  nlorno  al  centro  0  ridnceiidosi 
neir  istante  dt  ad  ona  gempltce  roUitone  Sdt  intorno  all'asse  istao- 
laneo  09,  è  palese  che  il  punlo  materiale  dm  situalo  nel  Itiogo 
(x,  y,  %) ,  alla  distança  r  dal  centro  0,  descri*erà  to  gpazio 
ii$  =  9dt.rnn.{it)  colla  telocilà 


la  cui  direzione  è  perpendicolare  al  piano  dclerminato  dall'asse  Os 
e  dal  punto  dm.  E  ciô  apparisce  pure  dalle  tre  velocità  parziali' 


2ia 

ti  vetle  eompoiU  di  due  allre  forze  distinte,  che  si  poAsoBa  chiama- 
re  farza  cenlripeta  e  forza  tangen:iale. 

Paè    cbiamarsi    n>r>a  eeiitrlpeta    quella    parte    ddla   forza 
i'  inerzia  che  jiroviene  dalle  ire 


4s 

H 

ix 

ds        dv 

dx 

dl  ' 

"T, 

'r,- 

->'d,-''7i- 

-iTi 

perché  la  dirtsionc  di  qoesia  componenle  e&sendo  normale  simnlta- 
neamenle  alla  Iraieltoria  dell'  etemenlo  dm  ed  ail'  asse  istantanco 
06,  è  chiaro  che  per  quuta  forza  parziah  V  elemento  dm  tende  a 
eadere  per  la  via  pià  carta  iul  detto  asit  ûtanlaneo  di  rotazhne. 
Puo  chiamarsi  forza  caDRenmlale  I'  altra  parte  délia  forza 
d' inerzia  che  proviene  dalle  ire 

do  dr  dr  dp  dp  dq 

'ii-^Tr    'T,-'7i-    nr-'dr 


perché  la  sua  direzione  è  precisamente  quella  che  avrebbe  l'eleinen- 
10  dm  se  i)  sisiema  fosse  anîmalo  dalle  tre  relocUà  angolarî  dp,  dq,  dr 
intorno  agli  assi  Ox  ,  Oy  ,  Oz ,  le  qnali  ,  componendosi  colle  tre 
p,  q,  r  Ai  già  esistenti,  determinano  dopo  ]'  istaoïe  dl  la  nuova 
posizione  dell'asse  istantaneo  (p  •*•  dp,  q  -t-  dq,  r  -*•  dr)  . 

]aitnagînandi>  le  superficie  de'  due  coni  da  cui  dipende  il  moto 
del  sUlema,  si  pu6  anche  dire,  che  aile  forze  centripète  è  doTuCo  il 
tontatto  eontinuo  dell'  un  cono  coll'altro,  e  che  aile  forze  tanjen- 
xiali  è  dovulo  il  tncctderti  degli  atti  istantanei  di  rotazione. 

Da  quesle  deflnizioni  si  dee  conchiudere  che  i  due  termini  di 
forza  tangenziale  e  di  forza  centripela  non  hanno,  nel  mofo  di  ro- 
tazione intorno  ad  un  asse  vdriabile,  lo  stesso  significato  che  nel 
ffloto  di  tratlazione,  eccetio  il  caso  in  cui  Tasse  di  rotazione  si 
conservi  assoluiamente  immobile,  od  in  eut  la  traieltoria  di  ogni 
punto  consista  oella  circonferenza  di  un  circolo.  Questa  dÏTcrsilà  di 
significato,  una  volia  che  siasi  awertîta,  non  puo  dar  luogo  ad  al- 
can  equiroco,  e  ?al  nieglio  adotiarla  che  introdur  rocaboli  nuovî. 

283.  Per  Corca  viva  dl  on  punto  materiale  dm  s'  intende 
il  prodotto  délia  masia  di  quetto  punto  pel  quadralo  dtlla  sua  ve- 
loeità,  cioï  il  prodotto 


Per  foraa  vlvn  dl  an  «ilstema  i'r  movimento  s' intende  la 
iomma  délie  forze  vive  di  mui  i  luoi  tlementi  •maleriali  ;  onde  , 
segnata  per  2T  la)  Torza  vîva,  sarà 


41' 


a).  Quindi,  se  si  considéra  il  sUlema  mobile  inlorno  ai  punto  0  nei- 
1'  atto  che  fa  la  rotaiione  Bdt  sull'asse  isUnUneo  0^,  la  sna  fana 
Tiva  sari 

2T  =•  e'z[t ten.(St)]'dm  , 
de 


essendo 


dt 


Z$fien.(it)  . 


E  poichè  la  quantilà  tteen.[et)  esprime  V  area  del  paranefograDiino 
le  ctii  aree  componentî  sono  ;  qz' — ry  ,  rx — pz,  py— ?*>  «"i^nio 


[efK».((r)]«: 


iqs  —  ry)'      |(y'-i-2V 
(rx—pz)^  =  kf  ■*■  ir')q'  - 
{py—gxy      |(x"-i-y')H' 


yz.qr 
zx.rp 
xy.pq  . 


Ciô  posto,  se  d'  ora  innaazi  connniamo  di  rappresentare  semplice- 
menle  per  S,  il,  fi,  C  i  momenti  d' inerzia  del  sistema  intorno 
agli  assi  0$,  Ox  ,  Oy  ,  Oz  ,  t.  per  AÎ ,  É  ,  C  '\  monienti  comples- 
si  £yi(ftn  ,  ^zxdm  ,  Zj^yiJm  ,  è  palese  cbe  la  forza  viva  del  siste- 
ma moventesi  intorDO  al  punto  fisso  O  Ë  in  générale  rappresentala 
dalla  formola 

V 


2r  =  s«»  z= 


A'gr 
B'rp 
Cpq, 


dclla  quale  le  deri?aie,  prese  rispetto  a  p,  g,  r,  s 
dT 


=  Ap  —  Cq  ~  ffr  , 
Bq  —  Â'r  —  Cp  , 
Cr  —  ffp—  A'q  . 
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CAPO  V. 

IPormole  per  le  q[aMi«  date  le  force  externe   ebe 

asiacono  «opra  un  Mistema  molille  intorno  ad  un 

pnnto    Il0»o    0 ,    ai    détermina   il    moto    del 

•istema  •   e   vioeveriMi. 


S.  1*.  Fomiole  Hsguardanti  la  coppia  di  moto  e  la  coppia 

d'  inerzia  intorno  ad  un  punto. 


284.  Ricordiamo  che,  se  le  quantita  di  moto  e  le  forze  d' iner- 
zia di  totli.  i  punli  materiali  dm  del  sistema  s'  inteudano  trasporta- 
te  paratlelamente  a  se  stcsse  nel  punto  fisso  0,  la  coppia  G  clie 
nasce  dal  trasporto  délie  prime  forze  sarà  la  coppia  di  moto  y  e  la 
coppia  G^  y  che  nasee  dal  trasporto  délie  forze  d' inerzia,  sarà  la  cop^ 
pia  d*  inerzia  del  sistema . 

285.  Prop.  I.  Se  la  coppia  di  moto  G  si  decompone  in  tre 
L,  M,  N  intorno  agli  assi  rettangolari  Ox ,  Oy,  Oz,  queste  corn- 
ponenti  saranno  eguali  aile  dernate  délia  meta  délia  forza  viva 
del  sistema  (zz2T),  prese  rispetto  aile  componenti  Py  q^  t  délia 
velocità  angolare  ^,  e  pero  si  avrà 


(A) 


dT 

dp 

dT 
dq 

dT 
dr 


L=z-y  =zÂp  —  C'q—B'r  , 


M—~=iBg  —  A'r  —  Cp. 


\      N=:^=:Cr—  ffp  —  A'q  . 
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Dm.  Dalla  teoria  délie  coppte  sappiamo  che  la  coppia  di  moto  G 
risulta  dalle  tre  (196,  2*.} 


'=K'Î-4W' 


>'=<'r.-''ih' 


"="^(4 -'5)""- 


La  prima  di  i|ueste ,  talte  le  sostitiiziont 


e  ponendo  in  evidenza  i  coeflîclenli  totali  di  p,  q,  r,  diviene 
s  (-j-—  2  ■^1''*''  ^  P^(y^ •*■  s*)^m  —  q^xydm  —  rl^sxdm  , 

ossta 

L:=Ap  —  Cq  —  B'r  . 

Cosi  è  dimostrata  la  prima  delte  formole  (A),  e ,  per  ragion  di  sim- 
metria,  ezîandio  le  due  rimanenli. 

28fi.  Corott.  J.  Essendo 

fl.6co«.(e6)  =  Lp  -♦.  Jtf g  H-  JVr  =  S.fl'  , 
sari 

S$^Geos.{sG) , 

vale  a  dire  :  La  somma  dt'  momenti  délie  quantità  di  moto  intomo 
ali  aite  Oi  (somma  espressa  da  S9)  è  uguale  alla  comportent»  dél- 
ia coppia  di  moto  intomo  allô  tteno  atse. 


Corotl.  II.  Se  dînotiamo  per  (I,  m,  n)  la  direzîone  dell'  asse 
isianlineo  OO,  Ulchi  lî  abbia  pz=l6,  q::^m6,  r  =  iit,  si  fati 
manifesto  che  : 

NeW  ettittoide  d'  inersia  del  punlo  0 


i«!- 

fyz 

«,■-2 

Bxt 

Cx' 

Ci, 

Dix.  Si  è  dîmoslrato  piii  sopra  (196,2*.)  che  Vaste  00,  4ella 
coppia  d'  ineriia  è  rappresentato  Îr  grandezia  e  in  direiione  dalla 
velocità  atioluta  con  cui  h  muove  il  polo  (£,  M,N)  délia  coppia 
di  moto,  e  cbe  pero  si  ba 


'  di  ' 


L  =  Ap  —  Cq  —  ffr,    M:=iBq—À'T—C'p,    N  =  Cr—B'p  —  A'q. 

Cio  poslo,  consideriamo  îd  particolare  la  deriTata  di  L,   fret»   rî- 
spetto  al  tempo  t,  e  cbe  è 

dL       ldL\  dA  dC  dff 

-d7=\ir)-^p  Ti-^dC-^'ir- 


ed  In  questa  cerohiamo    di  ridurre  air  espresBioa    più    aemplice    il 
trinomio 


(«) 


iA  dC 


Questo  trinomio,  se  vi  sostiluiamo 

diviene  primieraœente  . 

^   /      dy  dic\ 

"^K'ii^^-d^n 


2Ip(»%*2-J-)i™- 


'"{'^,*'Wy''- 


ed  apprcsto,  se  da  qui  eliminiamo  p{ydy  •*•  sdz)   medîame  la  re- 
lation e 

p(ydy  -4-  zdz)  zzx{qdy-*-  rdz) 
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che  Basée  dair  eliiDînare  dx  dalie  due  note  eqaazioni  (277,  b) 


xdx  H-  ydy  h-  ziz  :=:  0  ,     fdx  -*-  qdy  -4-  rdz  ^  0  , 
lo  stesso  trinomîo  (a)  si  cangia  in 


ossia  in  (285)    gJV  —  rM  . 
Donque 


dL        i  dL 


t = (f  )  *  '» — 


Cosi  rimane  dimostrata  la  prima  délie  (B),  e  con  essa  le  altre  due. 
a).  CorolL  L'equazioni  (B)  significano»  che  la  velocità  asêoluta  del 
polo  {L,  M,  N)  proviene  ad  ogn'  istante  da  due  velocità  parziali, 
V  ona  délie  quali  »  composta  délie  tre 

qN  —  rM,    rL  —  pN^    pM-^qL, 

essendo  quella  che  avrebbe  esso  polo  se  fosse  invariabilmente  con- 
nesso  col  sistema  (  281  ),  ossia  la  velocità  comune  col  sistema;  l'ai- 
ira  ,  composta  délie  tre 


(f). 


(f) 


(^)- 


rappresenterà  necessariamenle  la  velocità  relativa  al  sistema,  ossia 
V  apparente ,  cioè  la  velocità  del  polo  qnale  apparirebbe  ad  un  Os- 
servatore  che  partecipasse  al  moto  del  sistema  senza  punto  avveder- 
sene. 

b).  Ed  è  da  notare  che  di  queste  due  velocità  parziali,  comune  ed 
apparente ,  la  prima  rappresenta  in  grandezza  e  in  asse  quella  com- 
ponente  délia  coppia  d'inerzia  G^  che  si  riferisce  aile  forze  centri- 
pète y  e  la  seconda ,  quella  componente  che  si  riferisce  aile  forze 
iangenziali  (  2  82 ,  2*  ). 
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2HS.  DcDcliê  le  formole  (A)  e  (B)  si  siano  sLibilhc  nelti  suppo- 
gizionc  che  gli  assi  Ox,  Oy ,  Oz  siano  lîssi  nello  spaiio  assolulo, 
nondimeno  sussUlono  eziandio  ncl  caso  che  i  deiii  assi  siano  in- 
variabilmente  connessi  col  sistema  e  mobili  con  esso.  Impcrocchè  ta- 
li  formole  riferendosi  successiTaiDente  al  molo  del  BJslema  che  sï  com- 
pie  in  un  duto  iaianle  dt,  ciascuuo  di  questi  moli  infinitestmi  si  puô 
temprc  riferire  alla  posizione  (riguardala  corne  fissa)  in  che  si  tro- 
Tano  gli  assi  mobili  al  principio  ileirisUinle  che  si  considéra. 
a).  CoROLL.  II  molo  del  sistema  intorno  ad  0  rid<iceadosi  a  quello 
di  un  coDO  mobile  che  ruzzola  sopra  un  cono  Ssso,  le  formole  (A)  e 
(B),  secondocbè  gli  assi  Ox,  Oy,  Oz  sono  Qssî  nello  spazio  assoln- 
t«  o  mobili  col  sistema ,  rappresenteranno  le  posîzioni  successive 
(pi  1'  r)  dell'asse  istanianeo  Off  in  quantocbè  va  descritendo  o  la 
iuperficie  del  eono  fifto ,  o  la  luperficie  dtl  cano  mobile.  E  si  vcde 
ÎDOltre,  cbe  nel  primo  caso  le  sei  qnanlilà 

A,  B,  C,  A',  B*.  C 

Tsriano  4i  ralore  colU  posizion  det  sistema ,  e  che  nel  seconda  caso 
si  mantengono  cosiantï. 


5.  2*.  Ntl  moto  inlomo  al  punto  0,  il  principio  di  reazione  si 
ritohe  tn  due  uguaglianze  cht  gono:  l'  eguaglianza  inlslatle  Ira 
la  coppia  d' impuUo  e  la  corritpondente  coppia  di  moto  ;  e  légua- 
glianza  continua  tra  la  coppia  loUecilantt  e  la  corriipondtnt» 
coppia  d'  inerzia. 

289.  Pboposizioke.  Vr  liitema  mobih  tntorno  ad  un  punto  fitto 
0  titcndo  potto  tn  movtmenlo  per  l'  impuho  di  forze  ittanlanee , 
ed  ttiendo  nel  medeximo  tempo  tolltetlato  daW  azion  continua  di 
altre  forze  (quai  sarebbe  la  grarilà) ,  it  domanda  :  I*.  Intorno  a 
quai  aue  iitantaneo  09  t  con  quai  velocilà  0  cominctrà  la  rotazio- 
ne  ?  2*.  Quai'  i  la  legge  itcondo  cui  varia  tiffatta  rotazxone  f 

SoLDzioNE.  Alla  prima  dîmanda  risponde  il  principio  délia  rea- 
zione ittantanea,  dal  quale  sappiamo  cbe  intorno  ad  O  la  coppia 
d' impulio ,  nata  âal  trasporiare  in  0  le  forze  istantanee,  deve  es- 
sere  Dguale  alla  corrispondente  coppia  di  moto.  Alla  seconda  dimai- 
da  risponde  il  principio  délia  reasion  continua  ,  dal  qnale  sappiamo 


tht  la  cnppîa  ilclle  foric  sollecitanii  dere  nuscirc  continuamente 
uguale  alla  corrisp  on  dente  coppta  d'inerzîa.  Ne  segtic,  che  le  dne  ri- 
■posle  possono  dirst  rappresentale  dalle  rormole  {A)  e  (B),  eioè  dalle 

r     L=^  Àp~C'g  —  B'r , 

(A)  }     U=Bq  —  A'r  —  Cp , 

(     JV  =Cr-~ffp  —  A'q; 


purcbè  si  convenga  che  le  lellere  (  L ,  9f ,  iV  ) ,  (  £, ,  if, ,  JV,  )  de'  prî- 
Bii  membri  dinotino,  non  più  corne  prima  le  quantUà  espresse  da' se- 
coodi  membri,  ma  sibbene  le  componeoti  dclla  coppia  d' impuiso  e 
délia  coppia  sollecitante,  coppie  cbe  si  possono  pur  dinotare  per  6 
c  G,.  Inoltre  per  abbreviare  le  notazioni,  quando  non  siavt  pericolo 
di  equivoco ,  lascererao  che  appariica  dal  solo  contesto  del  discorso  se 
le  leltere  G,  L,  M,  N  debbano  riferirsi  alla  coppia  iniziale  d' tmpul- 
(0  corne  nelle  (A),  od  alla  coppia  attuaU  di  moto  come  nelle  (6); 
e  se  le  lettere  G,,  L,,  lU^,  N,  deUbano  rirerirsi  alla  coppia  solleci- 
tante  od  alléguai  coppia  d' inerzia. 

Esaminiamo  adesso  come  1'  equazioui  (A)  e  {B)  rispondano  aile 
due  dimande  del  problema. 

E  primieramente,  supponendosi  date  le  forze  islantanee,  si  deb- 
boDO  considerar  come  da[i  (al  cominciar  del  nioio)  i  loro  momentî 
£,  if ,  iV  iDiorno  ai  tre  assi  0x,Oy,0z.  Coirequaiioni  (^)  si  po- 
tranuo  dunque  determinarc  le  ire  velociià  angolanp.g,  r ,  e  per 
CODseguenza  I' asse  istantaneo  06  intorno  a  cuî  il  sistenia  comincia 
a  girare  colla  velociià  0,  composta  délie  tre  p,  q,  r. 

In  secondo  Itiogo  è  patese ,  che  1' equazioni  {B)  rispondono  alla 
seconda  dimanda ,  facendoci  conoscere  a  quali  cangiamenli  nell'  istan- 
te  dt  vadano  soggelte  le  vclocità  angolarip,  (/,  r,  c  per  consegucnza 
lasse  istanlaneo  00. 
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290.  CorolL  Qaando  gli  assî  Ox,  Oy,  Oz  sono  invariabîlmenle 
connessi  col  sistema,  se  si  suppongano  diretti  secondo  î  principali 
d*  inerzia  del  punto  0 ,  sarà  0  szA'zzB^  =  C\  e  quindi 

LzzAp,  /     çiV  — rlf  =(C— fi)7r, 

MzzBq,         }     rL^pN:=(À  —  C)  rp, 
N^Cr,  (    pM—qL  =  {B  —  À)pq. 

Ciè  posto.  1*.  L' equazioni  (À)  si  riducono  aile 


L  M  N 


le  qualt  insegnano  che  :  Per  determinate  le  componenti p»  Çt  r  dél- 
ia retta  06,  che  rappreeenta  in  grandezza  e  in  direzione  la  rotazio- 
ne  iniziale  0 ,  baeta  dividere  la  somma  de'  momenti  délie  forze  d*  tm- 
pulio  intorno  a  ciascuno  de*  tre  assi  principali  pel  corrispondenie 
momento  d' inerzia. 

2*.  L' equazioni  (B)  diventano  le  seguenti  di  Eulero 


(B)  l     ^.=  ^57  ^{A  —  C)rp, 


E  qneste  sono  V  equazioni  piu  semplici  cbe  rappresentano  la  snperff- 
cie  del  cono  mobile,  descritta  dall'asse  istantaneo  Oâ  neH'interno 
del  sistema. 

291.  Scolio  AUorchè  un  corpo  si  muore  nello  spazio  e  si  voglio- 
no  scoprire  le  leggi  del  suo  oiolo,  conviene  immaginar  trasportate 
tntte  le  forze,  a  cui  è  sottomesso,  nel  suo  centro  di  gravita ,  ed  ivi 
determinarne  la  forza  risultante  e  la  coppia  risultante.  Per  V  azion 
délia  forza  risultante  si  scoprîri  la  traiettoria  descritta  dal  centro 
di  gravita,  considerato  corne  un  semplice  punto  in  cui  sia  concentrata 
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tuila  la  massa  del  corpo;  e  per  Taziod  délia  coppîa  risultante  si 
scoprirà  [mediante  le  (^4)  e  (B)  ]  il  molo  dî  rolazione  del  corpo  in- 
tomo  al  detto  centro.  Da  cîo  apparisce  che:  Il  movimento  più  gène- 
raie  di  un  corpo  nello  ipazio  si  compone  di  due  moti  simultanei 
ehe  sono  :  un  moto  di  traslastone  del  suo  ceniro  di  gravita , 
ed  un  moto  di  rotaalone  intorno  a  questo  centro.  E  tali  Bjh- 
panto  si  mostrano  air  occhio  dell*  astronomo  i  movimeDti  de'  corpî 
celestî. 


S.  3*.  Dato  ehe  il  moto  di  un  corpo  ridueasi  a  quello  di  un 

cono  circolare  che  ruzzoîa  equabiltnente  sopra  un  altro  cono  cir^ 
colore  dello  stesso  vertice,  con  quali  rotazioni  parziali  gireranno 
i  due  coni  sui  loro  assi?  E  per  quai  coppia  sollecitante  si  man^ 
terra  un  tal  tnovimento? 


292.  Siano  Oh^  Ox  gli  assi  del  cono  fisso  e  del  cono  mobile 
(fig.  70),  e  sia  0^  l' asse  istantaneo  secondo  cuî  si  toccano  i  due 
coni  nel  ruzzolare  cbe  fa  il  secondo  soi  primo.  Degli  angoli  {xd)^ 
{dh)  rappresenlanti  la  semi^pertura  de'coni  nominati  {xOd)j  {kOff)f 
niuno  potrà  esser  evidentemente  maggiore  di  un  retto,  e  per  conse- 
gnenza  la  loro  somma  (xh),  ossia  V  angolo  compreso  tra  gli  assi  de^ 
gli  stessi  coni ,  non  potrà  esser  maggiore  di  doe  retti. 

La  rotazione  uniforme  =  6 ,  rappresentata  dair  asse  istantaneo 
06 ,  si  decomponga  in  due  a ,  b  intorno  ai  due  assi  Oh ,  Ox.  Poi- 
cbè  le  due  componenti  a,  &  si  ottengono  proiettando  Oâ  sopra  cia- 
scuno  de'  dne  assi  Oh,  Ox,  essendo  l'altro  dirigente ,  avremo  {Àpp.  9) 


^  senAxO)        -        ^  sen.{âh) 

=  0   j—rr  ,         0^,9 . 

sen\xh)  sen,{xh) 


Il  verso  di  qneste  due  rotazîoni  parziali  si  scopre  subito  dalF  os- 
servare  quale  de'  tre  assi  06 ,  Ox,  Oh  trovisi  fra  mezzo  agli  altri 
due.  Se  Tintermedio  sia  Tasse  06,  il  moto  délie  due  rotazioni  a,  b 
si  farà  nello  siesso  yerso  intorno  agli  assi  Oh,  Ox,  nel  verso  cbe 
si  cbiama  diretto.  Ma  se  1*  asse  intermedio  sia  quello  delT  nno  o 
deir  altro  cono,  il  moto  délia  rotazione  sarà  diretto  intorno  air  as- 
se intermedio,  e  sarà  retrogrado  intorno  ail*  altro  asse  (fig.  71). 


A 


\ 


V 


Dm.  Le  componenli  detia  retia  OG,  «juaodo  C  =  B,  sono 

1  =  Ap,    M  =  Bq,    A  =  Kr, 

don  de 

*  _  _iV  _  GnnJxG) 
q    ~    r    "    ff$in.{xâ)    ' 

essendochê  A/,  fi  si  compongono  nella  retia  G  >en.(xG),  proiciione 
di  OG  su)  piano  yz,-  e  f,  r  si  compongono  nella  retta  eieK.(xâ), 
proieiione  di  00  sullo  stesso  piano.  Queste  dje  proiezicoi  G*en.{xG), 
Sien.(x$)  il  cui  rapporto  (uguale  a  quelle  délie  loro  componentî 
omologhe)  è  posiliTo,  =  Jl,  coincidono  certamente  nella  direzlone. 
L'asse  Ox  liene  adunque  dalla  ilessa  parle  le  due  retle  OG,  OB,e 
Bta  con  esse  ia  un  Diedegimo  piaDO.  Ma  dalle  due  relazioni 

Gten.(xG)  =  B.ffgen.{x$),      G co$.(xG)  :::^  Âp  =  A .0 eot.(xâ) , 

si  ricsTa,  dividendo  l'iina  per  l' altra ,  la  prima  délie  (a);  e  da  que- 
sta ,  a  caasa  delle  relazioni 

,„„,  ,  „         „       tan.<x0)  —  lanXxG) 

Uxn.(G0)  =  tan.(x0  —  xG)  =  , — ,     ',   .., — ^  , 


i-i-tan.(xh)lan\xG)  ' 

le  altre  dae. 

a).  Dalla  tan.{xffi  =  —  tan.{x0)  apparisce  che  l'angolo  (xff)  è  sem- 

pre  acuto,  non  meno  dell'aDgolo  (x9),  e  che  inoltre  l'asse  OG  cade 
dentro  l'angolo  (x0) ,  oTvero  fuori  e  dal  lalo  di  00 ,  secondochè  lia 

B  <.  A,     B  >  A  . 

Per  esempio,  nello  sferoide  terrestre  si  ha  prossimamentc 
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oade  Tasse  OG,  intermedio  tra  Ox  ed  06 ,  h  mollo  pîù  vicîno  ad  Oâ 
ciie  non  ad  0^,  essendo 


fa».((f^)  =  ; 


tan.{x6) 


308  ^  307  tan\  (xd)  ' 


295.  Il  valore  délia  coppia  sollecitante  G^,  nel  caso  dî  B^^C, 
si  puo  trovare  direttamente  cercando  la  vdocilà  assoluta  del  polo 
délia  coppia  di  moto  G,  cioè  la  velocità  onde  si  mnove  inlorno  al- 
r  asse  fisso  Oh  V  estremità  deir  asse  OG. 

A  questo  fine  basta  osservare  che,  se  il  piano  hOG  va  girando 
intorno  ail'  asse  flsso  Oh  colla  velocità  angolare 


^sen.(xd) 

êen,(xh)  ' 


o  =  ^ 


r  estremità  di  OG  si  muove  colla  velocità  assoluta  ::i  a.G sen,{hG). 
Si  avrà  donque 


G^  =  a  G8en.(hG)  =:  6 $en.{x0) . 


Gsen.jhG) 
8en,{xh)   ' 


ossia 


6f,  zi  â*sen^.{xe),B[cot.{xh)  —  cot.(xG)]  , 


perché 


sen.{hG)  =  sen.{xG  —  xh)  =  8en.{xQ) $en.{xh)  [cot,{xh) — cot.{xGj]  , 


Gsen.{xG)  =  B.d$en,{xe) 


a),  Giova  nolare  che  délie  due  velocità 


â.Gsen.iOG) ,  —  bGsen.ixG) , 


relative  al  polo  délia  coppia  dî  moto  OG,  la  prima  è  la  comuné  al 
€ono  mobile ,  cioè  quella  che  il  detto  cono  ha  nel  piano  âOx  là  dove 
termina  0(7,  e  la  seconda  è  (rispetto  allô  stesso  cono)  la  velocità 

37 


apparcuJe  tconsiderandosi  qui  come  fisso  il  f  hno  xOG,  oisia  xOh, 
e  coinc  mobile  il  piano  xOy  del  eorpo ,  e   giraDte    sopra  Ox  colla 


vclocilà    b:^6  • 

b).  La  vclocilà  assolula  G,,  siccome  risultanle  di  colcsle  due  vetocilà 
le  cui  direzioni  sono  entramlte  perpendicolari  al  piano  xOh,  dovrà 
essere  uguale  alla  loro  somma ,  cioè 

6.  =  (Î»[.«».(S6)  -  "^{^'  ..n.(xe)  ]. 
Ed  iufatti  ijuest'espressione,  se  pongasi 

ang.{eG)  =  angi^k  -t-  kG), 
ang.[xG  )  =  ang.{xk  -+-  kG) , 
si  riduce  a 


Ctf  ~^|j  [Mn.{xh)  Mj.(ft(ï)  H-  Kn.{M)  tot.{xk)1 
ten.  {xh)  ' 


S.. 4*.  Per  quate  immagine  H  è  data  dt  vedere  come  ti  vada  o- 
perando  la  precettîon  degli  eqitinozii  e  la  nutazion  deW  atie  ler- 
reitre?  E  donde  vime  ta  causa  di  quesli  due  moti? 

296.  Prop.  Il  moto  medlo  delta  terra  intorno  al  tuo  centra 
di  gravita  pai  ridurti  al  moto  di  un  goltilittrmD  eono  circolare 
(connesso  colla  terra  e  mobile  con  essa)  che  va  ruzzolando  eqiia- 
bilnunle  iulla  tuper/îcie  interna  di  un  aliro  cono  circolare  dello 
eteuo  vtriice. 

Dm.  Nella  terra,  riguardata  come  un  globo  schiaccialo  ai  poil 
o  rigonfio  all'equaiorc,  sia  O  il  centro  di  gravita,  Ox  il  scmi-asse 
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la  quak,  faite  le  sostUazioni  de'valori  d'i  a^b,  ang,{xh) ,  ûk  pros-^ 
filma  mente 

ang.ixâ)  =  0",  0087  . 

A  cagione  délia  estrema  piccolezza  dî  quest*angoIo,  i  tre  assi 
Oxj  OG,  06  sono  cosi  vicinl  tra  loro  che  possono  avers!  corne  un 
solo  e  medesifflo  asse,  senza  che  possa  risuitarne  alcun  error  percet- 
tibile  ali'  osservazione.  Inoltre  dalla  relazione 


$en,{xh)  $en\6h-¥-xB)  ' 


si  fa  chiaro  che  la  yelocità  délia  rotazîone  istantanea  $  è  prcssochè 
iiguale  alla  velocità  délia  rolazion  délia  terra  sopra  il  suo  asse  Ox, 
£d  immaginando  due  coni  circolari  descritti    iutorno    agli    assi 
Oh  y  Ox  sotto  gli  angoli   [h06)y  {xOO),   il   primo   fîsso  e  T  altro 
connesso  colla  terra  e  mobile  con  essa,  potremo  dire  che: 

Il  moto  medio  délia  terra  intorno  al  suo  centro  di  gravita  si 
effettua  esattamente  come  se  il  cono  sottilissimo  (  xOd  ) ,  desfritto 
intorno  alV  asse  terrestre  Ox  e  connesso  colla  terra  ,  ruzzolasse 
equabilmente  sulla  superficie  interna  del  cono  fisso  (  hOâ  )  descritto 
intorno  aW  asse  Oh  del  piano  delV  ecclittica, 

297.  Cerchiàmo  anche  di  vedere  ci6  che  dee  avvenire  nel  moto 
apparente  del  sole. 

Sia  FË  la  linea  d' iotersezione  del  piano  dell'  equator  terrestre 
col  piano  dell*  ecclittica  {fig,  72).  La  retla  FEy  siccome  perpendi- 
colare  ai  due  assi  OA,  Ox,  andrà  mo?endosi  col  loro  piano  hOx 
intorno  ad  Oh^  e  perô  in  un  anno  descriverà  sul  piano  deirecclit* 
tica  un  angolo  di  50"  incirca. 

Ma  il  moto  che  è  proprio  délia  terra  (pcr  un*  illusione  insupera- 
bile)  è  da  noi  attribuito  alla  Volta  stellata  ed  u\  sole;  ond' è  che 
vediamo  il  sole  descrivere  in  un  anno  V  ecclittica ,  cioè  un'ellisse 
pressochè  circolare  di  cni  uno  de'fochi  è  nel  centro  0  délia  terra 
{fig.  73).  1  punti  o  nodi  E,  F,  dove  qucst' orbila  incontra  il  piano 
dell'eqnatore,  si  dicono  punti  degli  equinozii,  perché,  quando  il  so- 
le arriva  ad  uno  di  questi  punti ,  il  giorno  è  uguale  alla  notte.  La 
retta  EF,  chiamata  linea  degli  equinozii  ed  anche  de' nodi  y  essen- 
do  la  linea  d  intersezione  del  piano  dell'equatore  col  piano  dell'ec* 


»3 

clillica,  descrÏTe  in  rin  anno  (con  moto  rétrograda)  l'angolo 
EO^  =^  Su"  incirca,  cd  è  quest'angolo  nhe  propriamenle  si  cbiama 
la  precttiion  degli  tquinozii. 

298.  OItre  at  ooio  dî  precesiione,  l'asee  terrestre  Oa;  psrleci- 
pa  ad  un  altro  moto  di  oscillazione  pel  quale,  in  un  periodo  di  18) 
anni  incirca,  va  alternatamenle  allonianandosi  ed  africinandosi  atl' ai- 
se Oh  del  piano  dell'ecdiitica.  Questa  lenti.ssrma  e  slretiissima  oscil- 
lazione ,  cbe  è  a  nn  di   presso  di  9  secondi    inlorno    alla    posirion 
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a).  Si  noti  che  le  tre  cquazioni  del  moto  intorno  ad  O,   cioè  \6 


U—A 


I  Li 


I  Jf.= 


dt 
dq 


B 


dt 


{C-^B)qr, 


{A  --C)rp, 


\N,  =  C^^^{B-A)pq, 


fatto  0  =  9  =  r  (cssendochè  la  retta  OE  od  Oy  ai  miiove  manteneti- 
dosi  perp^ndicolare  ai  due  assi  Ox,  OO ,  qaasi  coincidenli  in  uno)i 
c  CzzBy  dîventano  ^^ 


^  —A      M   -^  El       ^^   -^  Hï 

Tt        '    di  '^    B'     di'^  B  ' 


dalla  prima  délie  qoali,  integrando,  si  rîcava 

p  r:  dcos.(xd)  =  costante  , 

vale  a  dire  :  La  rotazion  délia  terra  j  stimata  intorno  al  silo  asse  f 
si  conserva  uniforme  y  ne  pub  esser  turbata  dall'attrasfione  de*  cor-^ 
pi  esterni. 
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3*.  Per  conoscere  se  U  molo  del  corpo  riducast  o  do  ad  una  seoi* 
plice  rotazione ,  basta  osservare  se  rimane  o  no  soddisfatta  la  re* 
iazione. 


(3) 


r  Jilt  N 

—-  co9,{xF)  -H  —  co$,(yF)  -h  —  cos.(xF)  =  0  , 
ABC 


esprimente  che  il  moto  di  traslazione  del  centro  0  dî  gravita  è  per- 
pendicolare  all'asse  istantaneo  Oâ  (274,   b). 

Laonde:  Data  una  forza  F  di  nota  direzione  (f,  m!,  n'),  se  voglia- 
si  applicarla  al  corpo  in  guisa  che  il  moto  iniziale  riducasi  ad  una 
semplice  rotazione,  basta  aver  cura  che  la  forza  F  sia  diretta  in 
contatto  col  piano  rappresentato  dalF  equazione  : 

mV^  (  J9  —  C)X'^  n'l'B{C'-'A)y  -+-  l'm'Ci  Â  —  B)z=:0; 

essendochè,  nella  fatta  supposizione ,  si  ha 

L  =?  ftn'y  —  w';? ) ,      M  =  FiVz  —  Wx)  ,      N  =  F(m'x  —  Hy). 

4*.  £  per  conoscere  se  le  quantité  di  moto  equivalgono  o  no  ad 
una  forza  unica,  basta  osservare  se  rimane  o  no  verificata  la  re- 
Iazione 


(4) 


Lco8,(xF)  H-  Mcos.{yF)  -f-  Nco8,(zF)  =  0  , 


esprimente  che  la  direzione  délia  forza  F  è  perpendicolare  alla  retta 
OG  che  rappresenta  la  coppia  G. 

5*.  La  velocità  U  di  un  punto  qualunque  (x,  y,  z)  del  corpo, 
risultando  ad  ogn'  istante  dalla  velocità  u  del  centro  di  gravita,  e 
dalla  velocità  v  dovuta  alla  rotazion  del  corpo  intorno  aU'asse  istan- 
taneo Od ,  avrà  per  componenti  secondo  gU  assi  Oxy  Oy ,  Oz  : 


(5) 


tr,  =  tt,  -H  t?x  , 


Uy    =    Uy-^Vy, 


u.  =  II. 


Vz  ; 


dovc,  cliiamando  i*  la  massa  dei  corpo,  la   relocilà  u  del  cnotro  di 
gravi  là  si  ha  dalla 


£  se  inolire  ne!  pniito  (x,  y,z}  s'inteodano  ceordînati  tre  asst 
O'x,  O'y,  O'z  paralleli  ai  prirai ,  e  si  esprimano  inlorno  ad  cssi  î 
momenli  d'inerzia  del  corpo  ed  î  momenli  cotnpiessi,  aTreini>(2l9) 

J,  =  ^  -*.  f  ^y"  -I-  2») ,  ^'  =  ^yz  , 

J,  '=  B  -+-  |bC2*  -f-  X^),  tf  :=  fàZX  , 

C,  =  C  -♦-  ^  ^37»  -I-  y  V .  C  =  Mary . 

Fioalmenle  se  la  roiazicne  îstanlanea  d^ii,  che  dopo  la  percessa  na- 
sce  ÎDiorno  at  puBto  0',  s!  decompone  in  tre  pAi,  ^dt,  rdt,  quesie 
rotazigni  componenti  si  afranno  dalT  equaziunï  ('289^ 

Atp  —  C'q  —  ^r=^L', 

C^  —  Sp~A'q'=LJi'\ 

ed  il  cenlro  0  di  gravita,  cfae  rispetto  ai  nnovi  assî  ha  per  coordina- 
l«  —  X,  —  y,  —  z,  si  iDoverà  cou  una  Tciocilà  c'  composta  délie  ire 


-  Cpy  —  qx)- 


Da  cio  segiie  che  Je  qaantUà  di  moto  attuali ,  sussistenli  dopo 
la  pereossa,  saranno  rappresentate  in  0'  dalla  forza  F^(^',  e 
dalla  coppia  G'. 

Danque  se  la  forza  F,  cbe  da  O  si  en  trasporiata  in  Ô' ,  si  con- 
cepisce  decooiposta.  in  due,  una  délie  quali  sia  =  F* ,  r  altra  compo- 
nente  che  chiamo  P  sarà  quella  che  è  rlmasla  dîstrulta  nella  per- 
coBsa,  e  guesta  forza  P  ('essendo  in  equîlibrio  le  ire  forze  F, — f, — P) 
sarà  la  risnltanle  di  F,  —  F',  cioè  sarà 

P  =  ris.(F,  ^  F'}  =  tU.(F,  —  i«r'J  . 


a).  Coroll.  Essendogi  trnvjlo  che  la  velocilà  del  pnnio  (x,  y,  z) 
dsl  corpo  è  1/  =  ri».(u,  v) ,  se  si  volesse  coQoscere  goania  massa  (f>) 
sia  lia  concenlrare  in  csso  punto,  |ier  renderlo  capace  dt  qnella  per- 
cossa  che  il  nradesimo  fa  realoieule  in  iina  daia  dirczioDe  i ,  queita 
massa  (»/)  si  avrelibe  eridentemente  dall' eqaazioDC 

302.  Paop.  II.  Girando  un  corpo  inlorno  ad  una  relta  appoggiata 
lopra  due  ai$i  nalurali  (*)  d'inerzia  Ox,  Oy  dtllo  tteito  corpo  colla 
vtlocità  angolare  S,  quai  sfirà  la  velocità  U  di  uno  qualitnque  de'  pun- 
ti  del  corpo  titualt  nel  piano  xy  ?  Di  quai  percosta  P  larà  capa- 
ce un  tal  punto  neW  inconiro  di  un  punto  fitto  ?  E  che  divtrrà  U 
moto  del  corpo  immedtatamente  dopo  V  vrXo  ? 

SoLGZ.  Osserriamo  dapprlma  che  ognî  retta  coDieniiia  net  piano 
xy  Cqiialunque  sia  la  sua  direzione  l,  m,  nzzO)  si  pno  senipre 
riguardare  come  un  asse  permanenle  di  rotazione,  sapendosi  che 
nna  retia  délia  direzioae  (l,  m,  n)  è  un  asse  peruaDenle  se  sia  con- 
tenuta    nel  piano  dcll'  equazione  f252,  o) 

mn(B~C)x-*-nl(C'-À}y  -t-  lm(A~B)z  =  0  ,- 

e  quesL'  equazione  è  sempre  soddisralta  nel  caso  nostro  da  n  =  0  e 
da  2  =  0. 

Le  quanlità  di  molo  del  corpo  equivarranno  adunque  ad  una  forza 
unica  F  perpendicolare  al  piano  xy  in  quaiche  punto  (a,  «9);  e,  tra- 
sporiaie  al  centro  0  di  gravita,  daranno  ivi  una  coppia  (7  composta 
delte  C300,  2*J 

L  =  FS,      M  =  —Fa.      N  =  0, 

essendo  cot.(xF)  =  0,  cot.(yF)  =  0,  eot.(zF)  =  1.  E  ai  airà 

F$  =  A.IB,      Fa  =  —  B.m$, 

e  per  consegnenia 

._/   â_  __£.^        Z—  -^g 

~  ê'  A'      *""        OB'       â   ~  [/ (A^a*-*- B^  »*y 


i  nalurali  d'in«Tiia  s'intendono  1  principili  del  centre  di  graviU- 


%oo 


se 


u 


« 


>\« 


*5- 


e(H 


m* 


-A* 


BPy 


ti) 


B^^ 


>A 


4*' 


»«\*« 


cW^' 


'<(' 


Ne^ 


va 


«tvo 


»' 


AcO»* 


neW 


c\» 


de 


*V)0»" 


.d»"' 


C?' 


) 


0 


u  < :  fi) 


)ssi» 


«l*e 


so 


&ÔVS 


fl) 


~A,B^~C'~       AB-t-f(Âx*  -t-  By")     ' 


~  A,B,  —  C»   "  AB-t-  flAx'  M-  Bif)     ' 


,  _       ,  .  «  Ax{t—x)'*-By{$—y) 


Ove  «luesti  valori  si  soslituiscano  netia  formola 

P=.rU.[F,  —  F'), 

che  nel  iioslro  caso  eqaWale  a 

P  =  F  —  ,«p' , 

si  avrà   it  valor  cercato  délia  percossa  P  di  cui  è  capace   il  corpo 
nel  punto  (x,  y)  : 

P^g-4-|u(^aj;-t-fliay) 


essendosi  Irorato 

*n  =:  j^  [^B  -•-  f('l-«  -*-  Bey)l 

Pertanto  il  ptiolo  {x ,  y),  animato  dalla  Tetocilà  U^iSvi,  percuo- 
le  precisamcnte  come  se  in  esso  fosse  concenlrala  qaella  parte  delta 
massa  f  del  corpo ,  che  k  egpressa  dalla  frazione 


AB  -4-  f{Ax^  •*-  By*) 


ÂLTBi  soLuzioNE.  Il  problema  parlicolare  che  «ra  si  è  risolulo  co- 
Die  an' applicazione  ilelle  formole  gênera li ,  si  piio  rïsolvere  ancora 
facendo  uso  del  principio  dichiarato  alla  pag.  30t. 

L'asse  |>ermanenle  che  ha  il  centra  di  percossa  nel  punto  B,  od 
(x,  y),  è  rappreseniato  dall'  equazione 

(b)  ÂB  M-  /^{Ax.x'  -t-  By.y').  =  0  . 

Cio  anerlito,  la  retu  determinata  dai  due  punti  A{t',  $)  e  B[x,  y) 
s'immagini  prolungaia  sino  ad  incontrare  l'asse  (b),  e  sia  S{x',  ^) 
il  punto  d'  inconiro.  In  virtii  del  principio  cilato,  una  pcrcussione 
5Ul  punio  B'  non  prodiirrà  nc.sstina  percussiohe  sul  puoio  B,  centro 
di  percossa  dell'  asse  (b).  Avveriiamo  ora  che  il  corpo,  giranie  sulla 
retia  (a),  menire  sta  per  cotpire  col  punlo  B(x,  y)  conlro  (ir  osta- 
colo  Qsso,  si  puo  riguardare  corne  se  fosse  in  riposo  ed  aniinato  ad 
un  traiio  dijila  forza  unica  F  applicaia  ;il  punto  ^(i ,  d).  Se  que- 
sta  forza  F  si  concepisce  decomposla  in  due  forze  parallèle  P ,  P" , 
la  prima  dcllc  quali  sia  applicala  ne!  punto  B{x,  |/)  c  la  seconds 
nel  pjuto  B'(x\  i/),  la  componenU  P  sarà  la  forza  di  pereoita  d£ 
eut  è  capace  il  punto  {x ,  y).  Ma,  per  la  nota  proprieià  délie  for- 
ze parallèle,  si  ha 

F«  =  Pj;  -H  Px' , 

F0=2py  -t-  P'y'  ,     F=P-¥-P  . 

Se  dair equazione  (b)  moUiplicata  per  P,  cioc  se  dalla 

A.BP-t-f[Àx.Px'-*-By.P>/):=:0, 
si  élimina  P,  Px' ,  fy" ,  si  oitiene 

ÀB(F—  P)  -f  fi[Ax(Fa  —  Px)  -t-  By{Ffi  —  Py)] 
e  quindi 

|.  —  F  ABj^A^xjt-Jfiyl 
~       AB-t-  f(Ax*  -i-  Bij')    ' 


305 
Se  Avpo  r  urlo  il  coiro   rimaDe  libero  di  muoversi   iutarno  al 
pimto  [as,  y),  l«  velocili  0,  di  roiaiione  si  camporrà  dclle  due  p,  q 
dite  dalle  fornoie  (300) 

Ap  =L=  P'y'  =^Ffi  —  Py ,    «?  =  M  =  — P'a'  =  —  (Fa  —  Pat), 


306 
corpo  uriante  riewie  normale  aile  due  superficie  sel  punto  di  contit- 
to,  m  non  passa  pel  centra  di  gravit!  de)  corp*  urtato.  FinalmeR- 
te  la  percossa  é  obliqua  se  la  linea  descritta  dal  ccniro  di  grarilà 
del  corpo  urtante  passa  pel  panlo  di  contallo,  ma  ivi  è  obliqua  al 
piano  tangente. 

a).  V'ïa  de'eorpi  detti  efasfici  cbe  luirurlogi  eomprimono,  ed 
appena  cessala  la  forza  di  compretsione  spiegaao  una  forza  di  re»ti- 
tuxione  per  ripigliare  la  forma  primiera.  L'elasticità  di  un  corpo  si 
iict  perfelta  se  la  Torra  di  resliiuzloae ,  nel  ricondiirre  il  corpo  alla 
forma  di  prima,  opéra  esatiamente  (ma  in  verso  contrario)  come  ha 
operato  la  forza  di  compressione.  Un  corpo  si  dice  dotito  di  h»  gro" 
do  k  di  etaiticità,  se  è  =:  &  il  rapporto  tra  le  velocîià  dovate  alla 
forza  di  restiluzione  ed  alla  forza  di  compressiooe. 

Se  t'  ba  de'eorpi  che  nell'urto  non  si  comprimono,  qnesli  si  di- 
cono  duri;  e  se  compressi  non  ispiegano  forza  veruna  per  ripîgliar 
la  forma  primiera,  si  dicono  mol't. 

306.  Piop.  I.  Due  corpi  omogttui  dùtati  di  egwil  grado  k  di 
ehuticità  ed  aventi  le  maeie  M,  M*,  e  le  velocilà  F,  1^.  t'  inconlra- 
wt  ton  urto  diretlo  e  rentrale.  QwiU  saranno  le  tehcilà  o ,  tf  ck» 
prtnderanno  dopo  l'urlo?  Le  seguentî; 


Aon,  snpposto  !'>  F',  se  il  corpo  vrlato  V   è  in  quiète  n  fari 
r'^O,  e  se  viene  inconiro  al  corpo  Jf  si  fari  7'  negaliva. 

SoLDzioHE.  Le  qnanlitii  di  moto,  considerate  a  qualunque  istan- 
le  délia  durata  delt'urlo,  dovendo  e>sere  equivalenû  aile  quantità  di 
moto  prima  deirorlo,  la  lorp  somma  sarà  sempre 

=  MV-*-W¥'nzcottanle. 


Ma  le  velocità  de'  due  corpi  variando  di  continno  mentre  1'  urto 
va  effistuiandosi ,  si  nel  tempo  iu  cui  opéra  la  forza  di  compressio- 
ne e  li  nel  tempo  in  cui  si  spiega  la  forza  di  restituzione,  si  vede  che 
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aell'  Uunte  in  cui  cessa    1'  aiione  délia  prima  forta  per  dir  luogo 
alla  seconda ,  le  due  Tctocilâ  debbvno  esser  direDUte  uguail  ira  loro. 
la  qnest' i&tanie,  cbiamaBdo  x  quesla  Telocili  comuoe,  l'equaiion  pré- 
cédente difiene 

Mr-t-M'V'  =  Mx-t-M'x  , 


{  Qui  è  da  notare  che  la  velocilâ   x  rappresenta   pure   la   velociti 

uniforme  del  centro  di  gravita  det  sislema  de'  due  corpi  (190)  I  . 
Si  vede  inoltre  che  quand»  sarà  Qnito  l' urlo ,  cioè  qnando  avrâ 


Corotlarii. 

a).  La  dilTerenza  délie  velocitâ,  ossia  la  velocllà  rl«pe(llva .  la 

qnale  prima  deM'urto  era  f —  f",  dopo  l'urlo  di?iene=: — A  (F —  V), 
e  pero  ii  mantiene  la  medeiima  le  i  due  corpi  totto  pêrfellamenle 
tiatlici. 

b).  Se  le  due  matge  M,  M'  lono  tqvaM  t  perfeliavieiUe  ela$ticht,  ti 
tcambiano  nell'arto  le  loro  vehcilà,  rUultando  v  =  T',  c'srF. 

c).  Vn  corpo  M,  urlando  diretlamenU  cotla  velocità  V  contro  un 
ottacolo  immobile ,  rétrocède  per  la  ttetta  linea  con  veloeilà 
=  —  k.V.  Imperocchè ,  potendosi  consîderare  ta  massa  JH'  inOni- 
ta,  si  ha 

v=r-n-*-k)^L-=-kv. 


307.  Calcolando  la  perdïla  di  hria  vira  ehe  si  Ta  netl'  urio ,  si 
trova 

Qiiesta  perdita  ba  due  limili,  corrispondenii  a  k^=i  e  a  A:  =  0, 
Taie  a  dire  :  NeWwrto  de'corpi  perfetiamente  etastici  non  It  fa  al- 
euno  perdita  di  forza  vtva  ;  ma  neW  urIo  de'corpi  duri  o  molli  la 
perdita  di  forza  viva  è  maigima,  ed  uguale  alla  somma  délie  for- 
ze  vive  relative  aile  velocità  perdute  V — t,  ¥'  —  t'-  lu  générale: 
Non  avviene  vrto  tra  i  corpi  naturali  tenza  perdita  di  forza  vtva. 

308.  Qdesito.  Sia  una  $erit  dt  mo«(e  tferiche  dotate  di  epial 
grado  k  di  velocità,  e  decretcenti  nella  ragion  geomeiriea  di  q:l. 
La  prima  maêia  M  con  velocità  V  urti  direttamente  la  ttconda  ehe 
trovati  in  quiète,  e  questa  [colla  velocità  ehe  prenderà  nell'urlo)  co- 
da timilmente  ad  urtare  la  terza;  e  coti  tuccestivamenie.  Quai  ta- 
ra la  velocità  v  eomunieata  alla  matta  nesima?   Sarà 


-('^r 


Inhtti  l>  seconda  palla  avrà  la  inaMa  —  —',  e  si  to!;lierj|  dalla  quie- 
le  colla  velocità  > 

? 

Sîmilmeiite ,  la  ter»  palla  si  toglieni  dalla  quiète  colla  velocità 

ed  in   générale  la  nesima  colla  Telocili  proposta. 

309.  Psor.  n.  Ineonlrandoti  te  due  maite  M,  M',  animale  dal- 
le teheità  parallèle  V,  T" ,  la  prima  percuola  la  teconda  con  urio 
direlto  eeeenlrico ,  ed  H  piano  determinato  dai  centri  di  gravita 
G,  G'  de'due  corpi  il,  Û"  e  dal  loro  punto  A  di  eontatto  (fig.  li) 
lia  perpendicolare  ùd  un  aite  naturate  d' intrzia  Q'x  dtl  lecondo 
eorpo  M'.  Quai  moto  prenderebbero  i  due  corpi  te  foteero  inelatlici? 
B  quale  te  fotttro  entrambi  dotait  del  grado  k  di  elatticilà? 

SoLvuoNS.  Supponendo  dapprima  i  corpi  intlatliei ,  sia  c  la 
velocità  cbe  restera  alla  massa  Jf  dopo  l'urto;  e  poichè  l'altra  mas- 
sa M'  prenderà  dopo  l'urto  due  moti,  l'uno  progressive  e  l'aliro  ro- 
utorio  inlorno  a  G'x,  lia  o'  la  TClociU.  del  primo,  e  ^  la  vcloeitl 
angolare  del  secondo. 

Le  qnantiià  di  moto  dopo  l 'urio  rivolte  in  contrario  doveodo 
contrabbilanciare  le  quaoïilà  di  moto  prina  dell'  nrto,  si  arri  pri- 
mieramente  flOS,   a,  d): 

M(V~v)+if{¥'—'t-)=0. 

In  Secondo  luogo,  il  corpo  Jf  essendo  gplnto  a  rolare  intorno  a  G'x 
dalla  forza  che  il  corpo  M  ha  perduto  DeU'urto  e  cbe  i^M{  V — œ), 
si  a  m 

M[r-~v)a  —  â'àtS'  =  0  , 

dove  M'S'  dinota  il  momenlo  d' inerzia  del  corpo  M'  rispello  ail'  as- 
5e  Cx,  ed  a=G' P  {fig.  74)  la  perpendicottrê  lirata  da  G'  sulla 
relia  GÀ  che  rappresenla  la  direzione  délia  velocità  Y. 
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a).  Se  il  corpo  urtato  M^  è  legato  ad  on    asse  immobile,   esso  non 
puo  concepire  per  rurto  alcun  moto  progressivo.  Rimangono  dunqne 
due  sole  incognite  t%  $\  i  cuî  yalorî  saranno 


,_„,..    e'=!^(y--)'^ 


'al 


M'S 


essendo  M'S*  il  momento  d*  inerzia  di  M*  rispetto  air  asse  di  ro- 
tanone. 

310.  Ptop.  111.  Un  globo  animato  dalla  velocità^V  va  obll- 
qaamenie  a  percuotere  un  piano  immobile  sotto  V  angolo  d'in- 
cidenza  :=  «.  Quai  sarà  dopo  V  urto  la  vélocité  v  del  moto  rifles* 
so?  E  quale  V angolo  di  riflessione  ^?  Sarà 

cot.$z:zkcot.a,    tjnFwn.a  J/^(  1  H-k^cot^.a) , 

doTe  A;  è  il  grado  di  elastieità. 

SoLUK.  L'angolo  et  d'incidenza  essendo  quelle  ehe  la  direzione 
del  moto  incidente  fa  colla  normale  al  piano,  se  la  velocità  F  di 
quesio  moto  si  decompone  in  due ,  Tona  normale  al  piano  e  t' altra 
parallela,  le  due  componenti  saranno 

Fco«.  a,     V$en.a. 

La  seconda  rimane  invariala ,  mentre  la  prima  fa  la  percossa  in  vir* 
là  délia  quale  il  globo  rimbaizerebbe  normaimente  con  velocità 
zizk.Vcos.a  (306, c).  La  veloeità  v  del  moto  ritlcsso  sarà  quindi 
composta  délie  due 

veos.fi^k.Vcos.ay     vsen.  $::iVsen,a , 


dalle  quali  si  ricayano  subito  le  formole  proposle. 


De'  moM  relalivl .  o«»la  délie  varie  apparense 

rbe  debbono  oITTIrc  1  motl  assoluM  Mecando  II 

moto  del  iilivteiiiia  da  cnl  nI  oaiierTano. 


S.  I*.  Frineipii  generali  per  detfrminare  la  velocilà  relaliva, 

e   la  foTza   relativa    d' inerzia.  —  Fonnole    gênerait 

del   moto   relattvo. 

311.  PnoiLEHi.  Data  ntllo  tpazio  attoluto  il  moto  di  un  pun- 
to  M  ta  il  moto  di  un  Sittema  solido  T  ,  per  esempio  délia 
Terra,  frot>ar«  il  maato  apparente  del  punto  M  ttduto  dal  »o~ 
lido,  cioé  il  moto  dî  M  gualf  appcrirebbe  ad  un  Otttrvatore  ehe 
pqrUcipaue  al  moto  del  Sittema  T  $enz'  anveitrietu. 

SoLuzioNi.  Consideriamo  due  Bisletni  di  assi  reitangolari 

(OV,  C'y,  OV),      {Ox,  Oy,  Os), 

de'quali  il  primo  sia  fiêio  nello  npaxio  attoluto,  ed  tl  secondo  sia 
fiêio  nel  solido  T,  e  p«rà  mobile  insietne  col  solido.  Il  panie  M  ri- 
ferito  ai  prtmi  ed  ai  second!  assi  abbia  risp^uiramenle  per  coordi- 
naie 

(3^.  y',  x')  ,    (x,  y,  2). 

Se  denotiamo  per  »' ,  fi' ,  r'  le  coordinate  del  punto  0  riferito  agli 
assi  ffaf ,  ffr/ ,  tfz' ,  e  per  r  la  relia  che  da  0  va  al  punto  M, 
quesia  retta 

OM  =  t 

avrà ,  secondo  i  dae  sistemi  di  assi ,  le  componenti  rispeltive 

{x'  —  "',    y'—fi',    z'~r'),      (x,y,z). 
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Quîndi ,  ove  pongasi 


a  =  cos.{xx)  ,    b  =  coi.iyx') ,    c  =  cos.{zx^)  , 


e  sî  proictU  OM  e  le  sue  componenti  (a:,  y,  z)  sali'  assc  Oo? ,  si 
oUerrà 


0) 


a;'  =  «'-♦-  oa;  -f-  6y  -*-  c;8  - 


Si  hanno  due  allre  equazioni  simili  per  y\  z' . 

Snpponiamo  adesso  che  tanio  il  punto  M  quanto  il  «olido  7  si 
muoTano  secondo  una  legge  qualunque  dipendente  dal  tempo  t,  co- 
sicchè,  a  causa  di  quesii  due  nioli,  vadano  variando  in  funzîone  dcl 
tempo  t  tulle  le  otto  quantîtà  délia  (l),  cloè  le  (x\  x,  y,  z,  « ,  a,  6,  c). 
Se  in  qucsla  supposizîone  dilferenzîamo  duc  voile  la  (I),  avremo 


(2) 


dt 


d^ 
dt 


(3) 


dt^ 


i 
{ 

( 


da 

X  — 
dt 


dx 


X 


dh 
dt 


d'b 


de\ 
Jtl 

dzi  ' 
dt) 


d^c\ 


^dF-^'d^l 


d^a 


d^z\ 


(dx   da       d 
lit'  dT"^  c 


£y 

dl^ 

dy    db       dz    de 
dtU 


dz    dc\ 
dt'lt) 


Qui  è  da  noiare  che  le  variazioni  délie  quatlro  quantilà 

a\    a  .    b  ,    c 

dipendono  unicamente  dal  moto  degli  assi  Oxy  Oy ,  Oz  ,  ossia  dal 
moio  del  sistema  T ,  mentre  le  variazioni  délie  coordinate 

(^  y    y  ,   z) 

rappresentano  il  moto  apparente  del  punlo  M  veduto  da  T,  essendo 
manifesto  che,  ove  il  punto  M  fosse  connesso  col  sistema  T,  man- 
terrebbe  invariabili  \e  Xj  y,  z  ,  e  si  mostrerebbe  stazionario  a 
cbionque  V  osserrasse  da  T, 
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Cio  posio,  le  rormole  (2)  e  {3)  ci  coiiducono  a  scoprire  in  itualt 
velocità  ed  in  qiiatî  Torze  parziali  d' iuerzia  vadasi  decomponendo 
ad  ogn'  istante  si  la  velocità  aaolttla  e  si  la  forza  atiolttla  d'tner' 
lia  del  punlo  iV. 

Velocità  apparente  del  punto  M  per  chi 
l'  oiserci  dal  eietema  T. 

312.  La  formola  (i)  ci  fa  vederc  (In  proiezione  sull'  asse  O'x'  ) 
che  la  velocità  aisotuta  ¥  del  punto  it/  si  va  decomponendo  ad 
ogn'  istante- (ti  in  due  velocità  :  nella  comvne  al  solidoT,  esprcssa 
in  proiezione  per 

da^  da  db  de 

dt  "^  ^  "dt"  "**  ^  dt"^^~dï'' 

<  nell'  apparente  v,  esjiressa  in  proiezione  per 

dx        .   dy  dz 

~dt  dt  "dt    ' 

La  velocità  comune,  cioè  la  velocità  che  avrebbe  il  punto  At  se, 
nell'  istante  dt  clie  si  considéra,  foue  connetio  col  eittema  T,  si 
compone  essa  pure  di  due  allre  velocità  :  l'una  di  traslajione  =  v, , 
e  r  altra  di  rolazione  =  v.  Infatii  qualunque  sia  il  movimento  del 
solido  7  neir  islant»  dt,  noi  sappiamo  che  si  pno  sempre  riguarda- 
re  corne  composto  di  un  moto  di  Irasluzione  del  punto  0(~v^dt)  e 
di  un  moto  simultaneo  di  rotazione  (=iBdt)  intorno  ad  un  asse 
istantaneo  09  condotto  per  «lueslo  punto  C^^'i).  Sappiamo  inoltre  che 
la  velocità  v  con  cui,  a  cagion  di  quesia  rotazione  si  muove  il 
punto  M(xyx)  intorno  ad  o#,  è  data  in  grandezza  e  in  direzione 
dalla  formola  (2.16) 

v  =  9fttn.(60  , 

e  che,  se  s'  iodicano  per  x,  y,  z  le  suc  componenti  seconde  i  tre 
assî  mobili  Ox,  Oy,  Ox,  si  ha 

x^qz  —  ry  ,    y=rx  —  pz  ,    :  =  pj/  —  qx  , 

dove  p,  ç,  r  sono,   intorno  agli   siessi  assi,  le   rotazioni  couiiio- 
neoti  di  6. 


3lfi 
Conchiadiamo   aduoque  che.  la  velocilà  auolvta  V  del  punlo  M 
si  pao  rignardare  conie  coinposta  ad  ogn'  istant«  dt  dî  tre  velociU  ; 


délie  qnali  le  prime  due,  di  iraslazione  e  di  rolazione,  sono  nel  pnoto  M 
romuni  col  solido  T,  e  la  terza  è  la  vttocità  appartnle  quale  si  of- 
frirebbe  a  L-hi  osservasse  M  da  T.  Laonde  essendo  in  equilibrio  le 
qtialtro  velocità 

r.  -.■.,  -.,  -.,, 

cioé  la  Telocilà  F  e  le  sue  componeDli  rivolte  in  senso  conlrario  , 
possiamo  stabilire  che  :  La  velocità  apparente  v  è  ttguate  alla  ri- 
iultante  délie  Ire  velocità  V  ,  —  f , ,  —  »,  cioè 

v  =  ri*.(V.  —V,,  ~i'). 

313.  Le  componenti  délia  velociti   apparente  »  secondo   gli  a»i 
mobîlî    Ox  ,    0>j',    Oi  saranno  aduoque 
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*).  Se  il  panto  M  fosse  conm99o  col  primo  sûtema  (OV,  O'y',  QV) 
ed  il  panto  0'  coincidesse  coq  0,  sarebbe 

dt    ^  dt  ''   dt  ^      ' 

dt   '^    dt  '^  ^dt   ^  ^*  ' 
onde  la  velocilà  apparente  v  del  punto  M  avrebbe  per  componenii 

dx 


dt 


^  —  œ  z^  ry  —  qz 


dy 

-^f  —  —  y  =  vz  —  rx, 

dz 
—  =-  z  =  qx  -^py. 

e).  Quîndi,  se  il  sistema  (Ox,  Oy^  Oz)  fosse  aniœato  rispetto  al 
sisteœa  {Ox\  Oy\  Oz')  dalla  sola  rotazione  apparentes —  r,  la 
velocità  apparente  del  punlo  M  connesso  eol  sistema  {Ox\  Oy\  Oz') 
sarebbe  determinata  dalle  formole 

dx  ^  dy  dz 

-_-ry,     ^  =  rx,    -  =  0. 

314.  Seolio  L  Si  noti  cbe  la  velocità  parziale 

che  YÎene  ad  M  dalla  rotazione  âdt  del  sistema  T  intorno  ad  OB^  e 
che  in  projezione  suir  asse  Gsso  O'x'  si  è  trovata  espressa  per 

,  .  da  db  de 

è  pure  espressa  in  projezione  sopra  OV  da 

•  •         • 

(fl)  a^  -4-  6t/  -•-  cr  ; 
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onde  queste  due  eipreuioni  debbono  essere  îdenttche.  Erl  infatti  ba- 
sla  ricordare  che  le  o,  b,  c  sono,  rit<|)eiio  agli  nssi  Ox,  Oy,  0<. 
'  te  compoiienlî  dî  una  retta  ^  I  condutta  da  0  parallelamenle  al- 
r  asse  lisso  OV,  e  che  la  velDcilà  del  punto  fitto  (a,  b,  c),  riguar- 
daio  da  T,  si  compone  délie  Ire 


-çc.     -.=pc-ra,       --^  =  qa-pb. 


Soslituendo  nella  (a)  quesie  relazio 

a].  Scouo  II.  Se  nella  (a)  in  luogo  di  s. 
.    .  âx      dy 


oltiene  snbilo  la  (a)'. 
,  y,  z,  componenli  di  r  to- 


si  concbiuderà ,  che  l' etprestione 


—  componenti   delli   Telocità  apparente  1 


(6) 


dx    da  dy    db  dz      de 


dt  '  dt  dt'  dt  dl       dt 

rappretenta  iutl'  aête  O'x'  ia  projezione,  di  una  linea 

=  âv  ttit.{Sv) , 

diretta  tecondo  t'  aise  deW  angoto  (Sv) ,  e  di  eut  le  componenti  »e- 
rotido  gti   aeti  Ox,  Oy,  Oz  lano 


Delta  forza  motrice  del  punîo  M  ,  relailva  al  litlema  T. 


315.  Se  il  mobile   M  si  riferisce  agli  assi  O'x' ,  O'y' ,  (fz'  flsaî 
nello  spazio  assolulo,  la  sua  forza  d'iiierzia,  risultaDte  délie  ire 


â*x'     dV      ^î' 
(((»  '    J(»  '     dt*  ' 


si  puô  cliiamare  attolvta  ;  e  te  JDvece  la  stesso  mobile  Jf  si  rireri- 
scc  agli  ngsi  Ox,  Oy,  Oz,  connessi  col  sistema  mobile  r,  la  sua  Tor- 
za  d' inerzia,  risulunle  délie  tre 


si  pno  cbianiare  relativa  a  T.  Inolire,  siocome  Veguasiant  del  molo 
di  un  pwnfo  esprime  in  générale  che:  la  fona  d'  iturxia  del  pun- 
tù  è  tempre  uguale  in  grandezza  e  t'n  direzione  aW  azion  torrûpon- 
dtnie  délia  forza  gollecitante  ;  cosi  se  il  moto  del  piinto  Jf  è  re- 
lative a  T,  possiamo  dire  che:  Alla  forza  relattva  d' inerzta  eor- 
rUponde  sempre  l'  azione  uguale  di  una  forza  lolUeilante  f,  che 
pao  chiamarsi  roraa  relativa  al  liiUma  T. 

Cercbiamo  ora  d' interpetrare  la  rorniola  (3),  ossia  la 
,        d'à 


df 


-+-   ■K  -yT 


d*x  d*y 


tdx    da         dy    db  dz     de  1 

It     d7  "*"  dï"    dT  "*"  ÏÏT   ^J  ' 


Considerata  nelle  sue  diverse  parti ,  quesia  formola  ci  fa  vede- 
re  (ia  projezione  sull'  asse  O'x')  che  la  forza  assohiia  F  del  punto 
U[xyz)  si  va  decomponendo  ad  ogn'  istanle  di  in  ire  forze:  nella 
solido  T ,  espressa  m  projezione  per 


dt*   ^  "    d(» 


nella  relativa  f,  espressa  in  projezione  per 


d'x  ,   d*y 
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cd  in  una  terza  forza 


ç)  =1  26v  sen.(âv)  , 


chiamata  forza  centripeta  complessa,  espressa  in  projezione  per 

r  dx    da         dy^    db         dz     dc"j 
Idf    "ST  "*"   dt    'di  '^  It     Tt\  ' 


6  dî  cui  le  componemi  secondo  glî  assî   mobili   Ox^  Oy ,,  Oz 
(314,  a). 


sono 


-/   da?  dz\ 


La  forza  comune^  cîoè  la  forza  da  cuî  il  punto  M  sî  trovereb- 
be  animato  se  neir  istante  dt  fosse  connesso  col  solido  T,  si  compo- 
ne  di  due  altre  forze 

f».   f. 

la  prima  délie  quali  si  nferisce  al  œolo  dî  trasiazîone  del  pnnto  0 
del  solido  J,  e  la  seconda,  alla  rotazione  siinultanea  di  T{zzddl) 
intorno  ali'asse  istantaneo  OO.  £  poichè  le 


X  =  qz  —  rt/ ,      y  z=z  rx  —  pz ,      z  zz  py  —  qx 

esprimono  le  componenti  délia  vélocité  v  clie  vîene  al  punto  M  dalla 

rotazione  Odt,  le  componenti  délia  forza  d'  inerzia  /*,  che  viene  ad 
M  dalla  stessa  rotazione,  saranno 


—  ry 


—  pz 


—  qx 


dx 
dt 

z'1- 
dt 

dr 
Ut 

- 

qz 

dy 
dt 

= 

dt 

'dt 

* 

m 

rx 

d's 
di 

n: 

dp 
Ut 

dq 
"dt 

H- 

py 

^■t 
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doye 


qz  —  ry  :=:  p  {px 


9y 


rz)  —  xâ^, 


rx 


—  pz  zz  q(px  -4-  qy  ^  rz)  —  yS* , 


py  —  qx  zz  r{px 


<iy 


rz)  —  zB*. 


£d  è  da  notare  l' identîlà  de'  duc  trinomii 


dx         .  dy  àz  d^a 


d*c 
dl^  ' 


la  qoate  si  scopre  osservando  che  il  primo  trinomio  si  trasforma 
successivamente  in 


(,   dr           dq\      \-  da            /,  dr  dq 

6 -^ c   :  ]      \x^-      /x[h  -, c  -y 
dt           dt)          dt       \    \  dt  dt 


\      dt  du 

("S -4:) 


•  db 
y-dï 

•  de 

Z  -y- 

dt 


z\a  ,-  — 
V  di 


dr 

a  — 

dt 


^dl 


db 
'Tt 

de 
PVt 

da 
"^dt 


dc\ 
da\ 

-'-di 

'ih\ 
-Pdï) 


Possiamo  adunque  conchîudere,  che;  La  forza  SimmoTutH  F del 
punto  M  si  va  decomponendo  ad  ogn*  istante  dt  nelle  quatiro  forze 

che  sono  la  relativa  f ,  le  comuni  al  sistema    T{f^  ,  f),   e  la 
centripeta  comples«a  q>. 

316.  Laonde,  essendo  in  equilibrio  le  cinque  forze 

(F,    -^    -A,    ^'f,—p), 

la  forza  solleciiante  f  del  punto  M,  relatlva  al  sistema  T,  sa- 
rà  eguale  alla  risultanle  délie  quaitro  forze  (F,  —  /",    —  f,  —  9); 

/•=  m.(F,  f,.  —  P,  —  'f); 
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ed  avrà  per  cooiponenti  seeondo  gU  assi  Ox^  Oy,  Oz  : 


(^) 


\ 


dt* 

d'z 
df 


=  (F- /■.-,).-- 


dx 
dt' 


=    i^-f*-9)r-^ 


m 

dy 
di' 


=  (F-/'.  -♦). - 


dg 

dt  ' 


uelle  quali  si  dee  sostituire 


/        9, 


} 

\ 


9, 


dx dq 


dx 
Tt 


m 

dy_ 
dl 


dt 

dr 

=r  x-z 

dt 


dr 
^Tt 


dp 

z  -■• 
dt 


dz  dp 


dq 


dt         ^  dt         ^  dt 


pipx  -^  qy  "^  rz)  —  xe^, 


q{px  H-  gy  -♦-  rz)  —  y^*, 


r{px  "^  qy  -*-  rz)  —  zâ^ , 


Cosi    conosciamo    V  equazioni  gênerait  {A)  del  moto  apparente  del 
punto  M  per  chi  lo  riguardi  dal  solido  T. 

317.   ScoLio.   Per  rendere   pîù   facile   e  chiaro    il  coneetto  del 
moto  relativo^  abbiamo  immaginato  cbe  de'  due  sistemi 


(OV,  Cy',  OV),     (Ox,  Dy,  Oz) , 

da  cui  UD  Osservatore  gaarda  successivamente  il  'mobile  M,  il  priitio 
sia  fisso  nello  spazio  as$oluto.  Ora  importa  a?yerlire ,  che  le  formole 

41 
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troTate  sussistono  anche  nel  caso  che  i  due  sistemi  abbiano  di  più 
un  moto  in  comune  ;  onde  il  problema  a  oui  esse  rispondono ,  OTe 
gli  si  voglia  dare  la  débita  estensîone,  si  puè  enunciare  cosi: 

Dato  il  moto  del  punto  M  ed  it  moto  del  sistema  T  quali  ap' 
parirebbero  ad  un  Osservatore  che  si  credesse  immobile  nello  spa-' 
zio  insieme  col  sistema  (OV,  O'y' ,  OV  )  di  cui  fa  parte ,  determi- 
nare  il  moto  di  M  quale  apparirebbe  ad  un  altro  Osservatore  che 
si  credesse  immobile  sul  sistema  T;  potendo  i  due  sistemi  avère  in 
comune  un  moto  qualsivoglia ,  cognito  od  incognito, 

£  manifesto  che  ii  moto  comune  ai  due  sistemi  non  puo  esser 
cagione  di  alcun  cangiamento  nelle  formole  con  cui  si  sono  yinco- 
late  tra  loro  le  otto  quantità 

(a?',  a,  a,  b,  c,  X,  y,  z)  ; 

e  perô  è  certo  eziandio  che  le  leggi  del  moto  relativo  si  conseryano  le 
medesime ,  sîa  che  il  moto  in  comune  abbia  luogo ,  sia  che  non  ab« 
bia  luogo;  nel  quai  caso  il  sistema  (Cfa! ^  Cfyj  O'z*)  è  as^olutamente 
immobile  nello  spazio. 


S.  2*.  Applicazione  délie  formole  del  moto  relativo  alla  caduta 
de*  gravi  ed  aile  oscillazioni  del  pendolo  ,  per  iscoprire  in  questi 
moti  un  segno  visibile  délia  rotazione  délia  terra^ 

318.  La  rotazione  eqnabile  del  nostro  globo,  a  cui  noi  partect- 
piamo  di  continuo  senz*  avvedercene,  ollre  di  manifestarst  neir  appa* 
renza  del  giro  diurno  délia  sfera  stellata,  ci  offlre  eziandio  segni  non 
dubbii  di  se  in  alcuni  moti  speciali  che  si  producono  salla  terra, 
quali  per  esempio  la  caduta  de*  gravi  e  V  oscillare  del  pendolo.  E 
questo  è  ciè  che  ora  ci  proponianio  di  mettere  in  chiaro  per  mezzo 
délie  formole  precedenti,  dopo  che  avremo  ricbiamate  alcnae  cifre 
relative  alla  rotazion  délia  terra. 

a).  La  terra  impiegando  un  giorno  sidereo  (  =  86164")  a  fare  un 
giro  intero  intorno  al  suô  asse  (  =  2^  ) ,  la  sua  velocità  angolare 
sarà 

86164 
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donde 


6*  =  0%  000000005329. 


h).  La  for^a  centrifuga  per  un  punto  M  sîtuato  alla  distatiza  t)  dal- 
r  asse  sarà  =:  Dâ*,  e  andrà  per  conseguetiza  diminuendo  dàir  equa- 
tore  ai  poli.  Air  equatore  è 

Dâ^  se  0,033852, 

risultato  che  si  ottietie  âostituetido  a  D  il  yalor  medio  del  raggio  ter- 
restre, ^  6366198  metri. 

c).  Un  corpo  sitnato  siiUa  terra  alla  distanza  D  dair  asse  dî  rota-^ 
zione,  movendosi  colla  velocîtà  D$ ,  è  atiiinato  da  due  specie  di  for- 
ze:  dalla  forza  sollccitante  F  che  gli  viene  dair  attrazione  délia  mas- 
sa terrestre ,  e  dalla  forza  centrifuga  —  f^-zi  Dd^  che  gli  viene  dal 
moto  rotatorio  délia  terra.  La  forza  relativa  f,  che  si  chiama  forza 
di  gravita  e  che  si  suole  dinotare  per  ^,  è  la  risultante  délie  due 
forze  F,  —  /;.- 

g  =  ri8.(F,  —  U)  - 

d).  La  forza  centrifuga  D6^ ,  cotisiderata  nel  suo  yalor  masâimo,  es- 
sendo  prossimamente  289  (=  17^)  volte  più  piccola  deir  attrazion 
terrestre  P,  basterebbe  che  la  terra  girasse  17  volte  più  rapidamente 
di  quello  che  fa ,  perché  air  equatore  la  forza  F  che  attrae  i  corpi 
▼erso  il  centro  délia  terra  fosse  contrabbilancîata  dalla  forza  centri- 
fuga —  f^  ,  ossia  perché  ivi  si  riducesse  a  zéro  il  peso  de'  corpi. 

e).  In  un  luogo  qnalunque  délia  terra  posto  fuori  deir  equatore  e 
de'  poli,  la  verticale  ("vale  a  dire  la  linea  seconda  cui  agisce  la 
gravita  g)  sebbcne  non  abbia  la  stessa  direzion  précisa  che  avrebbe 
se  la  terra  fosse  immobile,  pure  pochisstmo  se  ne  scosta.  Infatti  la 
forza  centrifuga  —  f^  ,  considerata  a  partire  dair  equatore  ^in  cui 
è  massima  ed  ha  la  direzione  di  F)  Gno  ad  uno  de'  poli  in  cui  è 
=  0,  varia  cosi  che  laddove  la  sua  direzione  comincia  a  deviare 
sensibil  mente  da  quel  la  di  F,  ivi  il  suo  valore  (^sempre  assai  piccolo 
rispetlo  ad  F)  diminuisce  sensibilmentc ,  onde  apparisce  che  la  di* 
rezione  di 


g  =  ris.(F,  —  fj 
non  pnô  mai  scostarsi  gran  fatto  da  quella  di  F. 
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Assi  OE ,  ON  ,  OZ   direUi  ai  punti  cardinali  Est ,  Nord ,  ed  allô 

Zenit;    ed  altro  sistema   di  assi  Ox,    Oy,    OZ  girante  intorno 

ad  OZ,  Moto  apparente  di  ciascuno  de*dne  sistemi 

veduto    dalV  altro    sistema. 


319.  Tn  un  punto  0  preso  ad  arbîtrio  sulla  terra  s'  intendano 
coordinatî  tre  assi  reltangolari  OE,  ON,  OZ  diretU  rispettivameote 
M* Est,  al  Nord,  ed  allô  Zenit.  La  relta  Oâ  condoUa  parallela- 
mente  ail'  asse  terrestre  rappresenti  la  velocità  angolare  délia  ro- 
taxion  diurna.  Tiovandosl  qaesla  retta  io  un  medesimo  piano  colla 
verticale  OZ  e  colla  meridiana  ON,  la  rotazione  0  equivarrà  in 
ogn'  istante  aile  dne  rotazioni  simultanée . 

r  =  e  cos,{ze)  ,      â^z:z6  sen.{zO) 

intorno  aile  due  rette  accennate  OZ  ed  ON. 

Il  moto  délia  terra ,  o ,  cîo  che  torna  lo  stesso ,  il  moto  del  si- 
stema  {OE,  ON ,  OZ)  si  puo  riguardare  in  ogn'  istante  dt  corne 
risnltante  da  due  nioti  elementari  che  sono  :  la  traslazione  del  pun^ 
to  0  (znv^dt)  ,  e  la  rotazione  intorno  ad  Oâ{zzddt)  équivalente 
aile  due  rotazioni  simultanée  rdt ,  6^  dt  intorno  ad  OZ  e  ad  ON. 

Mentre  il  sistema  (0£  ,  ON  ,  OZ)  è  animato,  come  la  terra  , 
dalle  due  rotazioni  simultanée  (r,  â^),  supponiamo  che  un  altro  si- 
stema di  assi  (Ox,  Oy,  OZ)  sia  animato  dalle  tre  rotazioni  si- 
multanée 

(r,  ^,   -r) 

equivalenti  alla  sola  rotazione  â^  intorno  alla  meridiana  .OiV.  Cio  po- 
slo  :  0tia/t  apparenze  ne  seguiranno  per  chi  (partecipando ,  senz'av^ 
vedersene  ,  al  moto  delV  uno  de*  due  sistemi)  sia  tutto  inteso  ad 
osservare  V  altro  sistema  ? 

L'Osservatore  che  partccipa  al  moto  del  primo  sistema  {OE ,  ON, 
OZ),  ossia  délia  terra,  avendo  in  comune  coll* altro  sistema  {Ox, 
Oy,  OZ)  le  prime  due  délie  tre  rotazioni 

(r,  â,,  — r), 
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vedrà  questo  secondo  sîstema,  aniroato  dalla  terza  rotazione 

=:  —  r  =:  —  S  cos.{z6) , 

girart  dalla  giniêtra  alla  destra  délia  verticale  OZ  con  una  veloei" 
là  angolare  uguale  a  quella  del  globo  terrestre,  stimata  nel  eenso 
délia  verticale. 

U  Osservatore  che  partecipa  al  moto  del  secondo  sistema 
{Ox,  Oy,  OZ  ) ,  aYendo  in  comune  col  primo  sistema  {OE,  ON,  OZ) 
la  prima  delk  due  rotazioni 

(<?i,    r). 

fedrà  questo  sistema,  animato  dalla  seconda  rotazione  r,  girare  daU 
la  destra  alla  sinistra  délia  verticale  OZ  colla  velocità  angolare 
=  r.  Quindi ,  se  V  angolo  che  la  meridiana  ON  fa  con  Ox  h  z=:  a 
per  1  =  0,  scorso  il  tempo  f,  sarà  =ia  -¥-  rt;  e  per  conseguenza  la 
rotazione  0^  intorno  ad  ON  am  per  componenti  intorno  agli   assi 

Or,  Oy 

p  1=  ^^  co$.(a  -H  rO  »       ^  =  â^$en.(a  -h  rt) , 

donde 

diy  dq  ^ 

Inoltre  un  punto  qualunque  M{xyz)  connesso  colla  terra  ,  ove  sia 
veduto  dal  sistema  {OXj  Oy,  OZ),  si  muoverà  colla  yelocità  com- 
posta délie  (313,  c)  : 

dx  dxÈ  dz       ^ 


Delta  rotazione  délia  terra   in  quanto  che  si  manifesta 

nella  caduta  de'  gravi, 

320.  QussiTo.  Per  quai  segno  visibile  la  rotazion  délia  terra  si 
manifesta  nella  caduta  de*  gravi  ? 

RisposTA.  Un  grave  in  riposo,  ove  si  lasct  cadere  dalla  cima  al 
fondo  di  un'  altezza  verticale  =:  h ,  non   dee   battere   precisamente 


526 

sul  piede  di  qaesta  yerticâle,  ma  (a  causa  délia  rotazion  diurna^ 
doYrà  deviarne  alquanto  verso  V  Est  per  un  intervallo  x  il  cui  va^- 
lore  approssimato  è 


X  =     y     .h\/h.e$en.(zâ) 


facendo  astrazione  dalla  resistenza  dell'  aria. 

SoLuz.  Prendiamo  per  0  il  punto  d'  onde  si  lascia  cadere  il  gra- 
ve, e  per  assi  délie  or,  y,  z  le  tre  rette  OE,  ONf  OZ.  Le  compo- 
nenti  délia  rotazione  0  saranno 


p  n^  0,     q  zz  âsen.(zâ),    r:=:0co8.(z6); 


ed  essendo  la  gravita  gz:zrt8.(F,  — f^)  e  diretta  in  senso  contra- 
rio di   OZ  i  le  formole  {À)  del  moto  relativo  (316)  applicate  alla  ca- 

duta  del  grave  diventano  f  ponendovi  0=;?=:-pi=-^-=::  --^  ) 

d^x  ^  /    dz  dy\ 


d'y 
dt' 


2r  ^  —  qiqy  ^  rz)  -4-  yO^  , 


£z 
dt* 


=  ^g^2q 


dx 


r(qy  -»-  rz)  -♦-  zâ 


a 


Ora,  se  si  considéra  che  il  grave  nel  suo  cadere  non  puo  deviare 
se  non  pochissîmo  dalla  verticale  z  =  —  h ,  si  vedrà  che  ,  oltre  le 
quanlità  (^',  q'^  r^,  qr),    debbono   riguardarsi  corne   piccolissime 

anche  le  quanlità  a? ,  y ,  -j-  ,  -p ,  e  che  perè  l'equazioni  del  mo- 
to relativo  al  grave  si  possono  ridurre  senza  error  sensibile  (aime* 
no  in  una  prima  approssimazione  )  aile  seguenti 


dt' 


=  -2^ 


dz 
It 


—  9 


Di  quest'  equaiioni  |>cr  neizo  4elt'  ÏDiegratione  *i  ricsTa  tucceui- 
ramenle 


dt  ' 

'=-!■ 

doide ,  posto  z  ~  —  h,   si  oitiene  A  =  -^  t* ,  e  quiadi 
X  =  ^^.kl/k.$ ien.{zâ)  . 

Questa  fornola  i  slala  TeriBcaia  a  Frejberg  dal   Sig.  Reicb  fa- 
cendo  eadere  un  grare  in  un  pozzo  di  miniera  alla  profondiU 

A  =  168",  5  , 

esicndo  la  latitudine  del  luogo  dî  61*.  Per  qiiesti  datî  la  ToriDola  dà 

X  =  0",  0276, 

«  l'eipericDia  ripetnla   uo   gran   Dumero  di   JtAtt   diede  pcr  valor 
medio 

«,  =  0",  0283. 

Tra  il  multaio  teorico,  e  lo  Bperimentale  noa  aivi  adiioqne   che  il 
piccolo  dirario 

Xi  —  X  =  0",  0007, 

dirario  cbe  si  dee  in  gran  parte  allribnire  al  HeTissimo  riUrdo   ca- 
gionato  nella  caduta  dalla  resistenza  dell'  aria. 
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Seolio.  In  una  seconda  approssimazione  le  formole   del  moto  re- 
lativo  alla  caduta  del  grave  darebbero: 


X  z: 


_  gesen.jzd)   F  <Wi 

^  3  r  "*■  20  J  ^  ' 


y  =:  -  /g   [<?»wn.2(^<?)]  <* , 


Oe2/a  rotazion  délia   terra  in  quanto 

che  si  manifesta  neW  oscillare 

del  pendolo. 

^  gual  segno  visibile  la  rotazion  délia  terra  si 
nelV  oscillare  del  pendolo  ? 
1  molto  grande  la  lunghezza  del  pendolo  e  dl 
U  gradi  V  ampiezza  délie  oscillazioni  ,  il  pen- 
^e  e  abbandonato  a  se  si  dee  vedere   oscil-i 
3,  non  già  flsso,  ma  mobile  intorno   alla 
'  di  sospensîone,  ed  il  moto  rotatorio  di 
lie  ed   opposto   al  moto  rotatorio  délia 
ta  verticale. 

be  ya  descrivendo  il  filo   del   pendolo 

1eY*esser  quella  di  un  vero  piano,  ma 

0  schiacciatissimo  ,  ed  il  moto  del 

Gcîe  conica  dee  farsi  dalla  destra 

^esenti  la  lungbezza   assai  gran- 

il  punto  0  di  sospensione  ed 

^  k  la  tensione  del  filo   che 

lia  forza  che  agisce  nella  di- 

e  contraria  alla   pressione 

lella  superGcie  sferica  del 


z 
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esscndo 


Ti^-^-  3r=f- 


Om  osserviamo  cbe,  ore  la  lunghezza  l  del  pcndolo  sia  grandis- 
sima  e  di  un  |)iccolissimo  numéro  di  gradi  l'ampJezza  délie  oscilla- 
zioni,  il  centro  M  di  oscillazione  si  muoverà  sopra  una  superlicic 
sferica  prettoekè  pîana  e  perpendicalare  alla  verticale  ZO  ,  e  che 
perô  sarà  lecito  di  tare  (181) 

Trascurando  inoltre  i  lermini  molliplicati  per  0^*,  jfl ,  g',   qr,  pr, 
fq,  le  formole  del  moto  rclaÙTO  si  muiano  nelle  seguenti: 


=-,(.^^)- 


Cominciamo  dall'integrare  la  prima.  Moltiplicata  per  àx  divieno 
dx  ,dx  g       , 

e  da  questa  (  indicando  per  b,  c  le  costanti  dell'  integrazione)  si  de- 
duce  successivamente 


^='r  ('■--■).  ^<  = 


X  =  bsenic  -t-  !{/ j-j ■ 
Quesl' altima ,  sviluppata  che  sia,  piiô  seriversi  : 


Operando  in  modo  simile  rispetto  ad  1/  <  >l  arrà 

y  =  À'cot.(  1 1/-?  W  B*  gen.(  l  [/^\  . 
Da  cssc  si  trae 

f'=[»„,.(,^/JL)-.,„.(,p/|)]^^^, 
^  =[.■„,.(.  ^/f)_.'„„.(,^A)]^-». 

Per  deierminare  le  qiiatlro  costanti  A,  B,  A',  tf  dell' integra- 
zione  basia  lener  conlo  délie  circostaoïe  iniziali  in  ciii  il  pendo- 
lo  M  si  abbandona  a  se  slesso. 

Il  pendolo  M  si  rimuoTa  dalla  verticale  OZ  per  l'angolo  »,  ed 
il  piano  verticale  che  I0  contiene  si  riguardi  cerne  la  posizione  ini- 
ziale  del  pinno  ZOx,  Ukhè  per  (  :=  0  le  coordînate  del  punlo  M 
siano 

x  =  hen.o ,    y  =  0,     a  =  —  Icoi.o. 

La  velocità  iniziale  di  M,  cioè  la  velocità  che  ha  il  centro  M  i\ 
oscillazione  quando  il  pendolo  si  tîene  ancora  unilo  alla  terra  ma 
neir  alto  di  abbandonarlo  a  se  slesso,  si  raccoglie  dalle  (319). 


AfRochè  le  formole  or  trovate  diano  questi  valori  di 


è  necessario  che  si  abbia 

A  =  l  ten.o  , 


no. Il/ —  . 
9 


Cosî  r  eqnaiioni  approssimale  del  pendolo  oicillante  saranno 
(      X  =  (»en«.cojYl(/j-), 


Il  Tslore  di  y,  che  serve  a  mîsurare  dî  qiianto  il  centro  M  di  oscil- 
iBzione  va  deviando  dal  piano  mobile  ZOx  in  cui  ha  comincialo  a 
muoTerai ,  si  conserva  sempre  piccolissimo  a  causa  délia  piccolezza 
esirema  del  coe/Jiciente  reene;  onde  pu6  ben  dirsi  che;  Il  pendolo 
{nellc  condizioni  ia  cui  si  è  supposio)  dee  oscillare  in  un  piano 
apparente,  non  fisso,  ma  in  giro  intorno  alla  verticale  OZ  colla  ve- 
locità  angolare  =  —  r  =:  —  dcoi:.(s9). 

11.  La  durata  di  iin'  intera  oscillazione  si  compie  qnasdo  la  y 

torna  cr  0,  ed  è  ==  jç  l/ — .  Il  valore  di  y  è  potilivo  nella  prima 

aDdata  del    pendolo    in    cui    l'arco    tl/--  varia  da  zéro  a  nr,  ed 

i    ntgativo    ne)     ritorno  in  ciii   l'arco  l\/ —  varia  da  9r  a  2jC'- 
e  cosi  in  ogni  oscillazione  surcessiva. 
Le  (1)  sommiDisirano 


Vl/g 
lene.li/t  ' 


e  queBle  inalzaie  a  quadrato  e  somniaie  danno 


eguazione  deW  orbita  tlHttica  descrilta  dal  ceniro  M  di  oscillazione 
in  ogni  andaia  e  riiorno.  E  poichè  il  valor<;  di  y  è  posilivo  ncU'an- 
daia  e  negaiivo  nel  riiorno,  cosi  puô  dirsi  chc-  )l  filo  del  pendolo 
descrive  la  superHcie  di  un  cono  ellillico  schiacciatissimo,  girando 
sempre  dalla  désira  alla  sinislra  dclla  vcnicalc  OZ. 

Il  Sig.  Léon  Foucault  è  slaio  il  primo  a  far  notare,  nell'  espc- 
rimento  descritlo  del  pendolo  oscillante,  la  roanifeslazione  certissima 
det  moto  rotatorio  délia  terra. 


uguale  alla  somma  délie  projezioni  che  riceTc  siilla  sua  direzio-* 
ne  dagli  aliri  ire  lati  MM' ,  M'S' ,  iV'JV,  projezioni  espresse  da 
«,  a'coï.»,  —  (3.  avremo 


e  per  coQseguenza 

a'  eoê.  o  —  a  =  fi  —  a. 

Ma,  essendo  infinitesimo  1' aogolo  a,  si  puô  fare  cot.e:^i;  onde, 
se  esprimasi  per  éa  il  cangîamento  in  grandezza  délia  retia  a,  ossîa 
la  dilTerenza  a'  —  a ,  si  avrà 


Tormola,  di  cui  è  iraduzione  il  teorema  ennnciato. 

a).  CoBOLL.  1.  Nel  ïaso  che  la  linea  a  consista  nell'  elemento  ds  di 
un  filo  curvilineo,  cotesta  equazione  prende  la  forma  notabile 


b).  CotOLL.  11.  Quando  la  distanza  a  si  mantiene  invariabile,  sarà 
<fa  =  0,  e  quindi 

(3)  .  .  =  «. 

Dunquc:  Se  una  relia  tubisce  «no  fpostamento  infinitetimo  quahi- 
voglia ,  il  moto  di  ciaicuno  de'  suoi  punli  stimalo  serondo  la  di~ 
rezion  delta  retia  è  vguale  per  tulti  i  ptinli;  e  per  consegiiente,  <e 
la  trajeltoria  di  uno  di  queslî  pvnti  è  normale  od  obliqua 
alla  retia ,  anche  la  trajeltoria  di  ciascuno  degli  altri  punit  sarà 
normale   od  obllqna  alla  eteeta  retia. 

324.  N.  B.  Se  le  forze  applicate  ai  punti  di  un  sistema  si  dino- 
lano  con  leliere  grandi ,  per  esempio 
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le  velscitâ  virlDali  de'punli  corrispondenli ,  slimale  secondo  la  dire- 
zion  délie  forze,  si  sogliono  dinolare  per 

*'/.    •'t.  '    ^h    etc.  . 

eiok  colle  stesse  lettere ,  nia  piccole ,  precedute  da  i. 

325-  Si  chtama  lavoro  di  una  ftorsa  il  prodolto  délia  for- 
za  ptt  cammino  perrorto  dal  luo  punto  di  appltcazione  nel  senso 
delta  forza  ;  e  questa  prodoLlo  è  potitivo  o  negativo  secondochè  le 
dîrezioni  de'  due  fattori  vanno  per  lo  stesso  verso  od  in  verso  opposto. 

Se  la  forza  non  è  costante  in  grandezza  e  in  direzione,  il  moto 
ti  concepisce  diviso  in  intervalli  inGnite&inù ,  in  ciascuno  de'  qnali 
la  forza  puo  riguardnrsl  corne  costante;  ed  il  lavoro  délia  forza  in 
ciascnno  di  tali  inlervalti  si  dice  lavoro  elemcnUire. 

Il  lavoro  Tlrlnale  di  una  forza,  quale  Fif ,  rappresenta 
cîo  che  prima  veniva*  signiQcaco  generalmenle  colla  frase  di  ifo- 
mento  virtuale ,  frase  che  ora  va  cadendo  in  dissnettidine  siccome 
meno  proprîa  ed  espressiva  dell'  altra;  ollrechê  il  vocabolo  Jlfomenfo 
è  adoperaio  in  varii  altri  sîgnillcati. 

2.  PriBcIplo  dellc  veloclUt  vlrlaaU. 

326.  Se  un  lislema  (T)  è  in  equitibrio  totto  V  azton  di  pià 
forse  F,  F, ,  F,  ,  etc  ,  ta  tomma  de'  larori  di  guette  forze  è  uguale 
a  zéro  per  ogni  moto  virtuale ,  concitiabile  colle  condizioni  dtl  ti- 
Êtema,  vale  a  dire: 

(A)  F3f  •*■  F,if,  ■+■  F,<f /;  ■*■  elc.  =  0 . 

E  vîceversa:  Se  guetta  lomma  i  nulla  per  ogni  moto  virtuale  pot- 
sibile,  il  littema  è  m  equilibrio. 

DiHosTHiziONE.  Sono  a  disiinguere  tre  casi  secondocliè  il  sïstema 
{T)  :  I*  0  consiste  in  un  solo  piinio  M;  2*  o  è  completamente  conntt- 
to  ;  3*  od  incotnplelamente  conneuo. 


Il  sistema  (T)  consista  nel  solo  punlo  At  sollecitalo  dalle  forze 
F,  F,,  F,  elc,  délie  quali  la  risullaate  sia  R.  Per  ogni  moto  possi- 
bile  MM"  :=  Jt  impresso  ad  3f,  si  avrà 


RSr  =  Féf  ■+■  F,if,  -i-  F^Jf^  •*-  € 


ia  Yirtù  det  aoto  teoretna:  •  La  Risultante  moUiplîcata  per  la  pn>< 
jezionc  ctae  riceve  da  uita  linea  sulla  propria  direzione,  è  nguale 
alla  somma  délie  sue  componenti  molliplicate  rispettivamente  per  la 
projezione  che  ricevono  siille  loro  direzioni  dalla  stessa  linea  :  ■ 
teorema  che  ora  si  piiô  Iradurre  cosi  : 

Se  un  punlo  M  è  totto  l'  azion  di  pià  forze ,  il  lavoro  délia 
riittllanie  è  ugvole  alla  somma  de'  lavori  dette  compontati  per  ogni 
moto  impresto  at  punto  M. 

Ciô  posto,  osserviamo  che  il  punto  M  pua  essere  o  perfettamente 
libero  nello  spazio ,  owera  obbUgalo  a  muoversî  sopra  una  data  li- 
nea 0  superficie.  Per  l'equilibrio  délie  forze  ¥,  P,,  F,  etc.  si  rî- 
chiede  evideniemente  che  la  loro  risuliante  R  sia  =  0  nel  primo 
caso ,  e  elle  nel  secondo  caso  sia  normale  alIo  spostamento  ^i ,  e  cbe 
perd  risulli  Jr  =  0.  In  entrambi  i  casï  adunque  si  ha 


cioÈ  si  veriOca  l'eqnazione  (A).  Viceversa:  Oïc  si  verillchi  RJr  =  0, 
la  risultanic  R  doïrà  essere:  od  :=  0  se  il  punlo  W  ê  libero;  ovTero 
normale  allô  spostamento  TJrtualc  ^i  se  il  punto  M  ë  obbligato  a 
ninov«rsi  sopra  una  data  linea  o  superlicie. 

a).  ScoLio.  Giova  notare  che  ncll'  ei[uilibria  di  un  punlo  potato 
sopra  una  siiperrtcie,  la  somma  de'  lavori  délie  forze,  che  è  nulla 
quando  il  punto  si  sposta  sopra  la  superQcie,  divien  negatha  per 
tutti  gli  altri  spostamenli  possibili  faori  delta  superficie.  Essendo- 
chc,  nel  caso  atluale,  ta  risultante  R  rappresenta  una  pregsione,  e 
la  velocila  virtuale  ir  fuori  délia  superficie  non  è  possibile  che  in 
senso  contrario  a  questa  pressione. 


II. 

Chiamo  complctamenle  connesso  un  sittema  (T)  di  pun- 
it materiali  A  ,  B,  C ,  etc.,  te  dateuno  de'  punti  non  posta  muo- 
versi  eke  per  una  sola  tinea  determinata  Aa ,  lib ,  Ce,  etc.,  e  te 
inoltre  il  moto  o  la  quiète  di  uno  qualunque  di  esti  tragga  teco 
necetsariamente  il  moto  o  la  quiète  di  ciatcuno  de'  rimanentî.  Ta- 
ie è  il  caso  della  più  parte  dclle  nosire  Macchine.  Quando  in  uno 
qualunque  de'punti  di  applicazione  A,  B,  C,  etc.  agiscono  piii  for- 
ze, le  supporremo  sempre  ridolle  ad  una  sola.  Ciô  premesso  : 
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S' intendano  ancora  applicate  nel  panlo  M  e  nelle  direzloni  deN 
le  rette  MA  ,  MB  due  altre  forze  P',  Q'  eguali  ed  opposte  aile  forze 
Py  Qy  ^^  già  applicate  in  ^4  ed  in  1?.  Allinchè  il  punto  M  si  trovî 
in  equilibrio  da  se  sotto  V  a^ione  di  queste  due  forze ,  è  aeceasaria 
e  sufficiente  che,  nel  moto  virtuale  dato  a  (T)^  risulti 


f  ^j 


Fcrp'-4.()'cry'=5  0 


Ora  essendo  per  supposizione 


P'zz-F,     ff  =  —  Q, 


ed  inoltre  ^323  ,  h) 


^v'  =  ^v>    ^4  =  ^^^ 


si  avrà ,  mirando  aile  (\) , 


Fêf^  —  Pêp^Fif, 


Q'êii  zz  —  Qêq  =F,êU; 


e  per  consepenza 


« 

Acciocchè  adunque  il  punto  M  stia  in  equilibrio  da  se  solto  V  azîo- 
ne  délie  due  forze  P',   0',  è  neecssario  e  sufïiciente  che  si  abbia 


{A) 


F^ff-^F^êft^O  , 


e  viceversa.  Cosi  soUo  Tazione  delle  sei  forze  F  e  P,  F^  t  Qy  P'  e  Q\ 
che  tengono  separatamente  in  equilibrio  i  tre  punti  A,  B,  M,  il  si- 
slcma  (T)  è  certamente  in  equilibrio»  e  vice?ersa.  Ma  le  forze  in- 
trodolle  P  e  P' ,  Q  e  0\  uguali  ed  opposte,  potendosi  riguardarc 
corne  agenli  suir  estremiià  delle  due  retle  AM ,  BM  si  dislruggono 
tra  loro;  onde  il  sistema  (r)  non  è  soggetto  in  realtà  che  airazio- 
ne  delle  sole  due  forze  F,  F^ . 

Il  principio  delle  velocilà  virtuali  è  adunque  dimoslrato   quando 
de'  punti  Ay  B,  C,  D  etc.  i  sollecitati  dalle  forze  sono  i  due  soli  A,B. 


Siano  xre  A,  B,  C  t  panti  del  EÎstema  ft)  gollecîtati  dalle  for- 
te F,  F,,  F,.  Dico  che  ri  gara  equilibrio  se,  pel  dato  spostamento 
Tirtuale,  snssisla  1'  equatione 

(À)  Fêf  -I-  F.rf/,  +.  F.rf/;  =  0  ; 

e  viceTena.  Intattt  si  risoUa  la  forza  F  in  due  parti 

F  =  r  -*.  î"  , 

cosi  che  r  una  parte  F*  sia  determinau  dalla  fonnola 
(i)  F'Jf-*'F,ift  =  0, 

e  perô  in  equilibrio  paraiale  cou  F,.  Per  l' equilibrio  fOmpUio  bi- 
sognerà  che  l'altra  parte  F"  Taccia  equilibrio  colla  ToriaF, ,  e  che  > 
per  conseguente ,  risultî 

F"jf-t-F,if,  =  0  . 

E  ci«  avrà  luogo,  ove  abbiasi 

Frf/'-»-F,j^,^F,j/;  =  0. 

siccome  è  évidente  sotlraendovi  la  (I). 

Il  principio  délie  velocità  virtualï  è  adungue  provato  ancbe  in 
queslo  caso. 

Siano  quattro  Â  ,  B,  C,  D  i  punti  del  sistema  (T)  sollecitati  dal- 
le forze  Fi  F|,  F, ,  F,.  Separiamo  la  forza  F  in  dne  pani 

F  =  F"  -1-  F' , 

cosi  che  la  parte  F  sia  déterminais  dall' equazioDe 

(2)  Fjf  +  F,  if,  +  F,  j/;  =  0 . 

e  perd  in  equilibrio  parziale  colle  due  forze  F,,  F,.  Per  l' equilibrio 
completo  bisogoerà  che  l' altra  parte  F"  tenga  da  se  in  equilibrio 
la  forza  F,,  e  che,  per  conseguente,  risulti 

F"jf^F,jf^  =  0. 


L 


h  luogo,  ove  abbiasi 

F^f^  F,^f^  ^  F^4f^  -♦.  /^,cr/i  =  0  , 

'ente  sottraendovî  la  (2^. 

ede  potersi  conchiudere  col  dîscorso  medesimo  cbe,  se 

>  vera  qnando  de'  punti  Ây  B^  C,  D  etc.  del  sUte- 

ti  dalle  forze  son  qualtro,  dev'  esser  yera  quando 

quando  sei,  sette,  e  cosi  via,  via. 

le  vélocité  virtûalt  è  adanque  dimoslrato  net  casa 

'a  completamente  connesso. 


III. 


completamente  connesso*  vale  a 

te. ,  a  eut  si  debbono  applicare  le  forze 

0  la  llbertà  di  muoversi  in  più  dî  ana 

^quilibrio  di  questo  sistema  è  neces* 

»ne 

conciliabîli  colle  condizioni  di 
sto. 

V  azion  délie  forze  F,  F^ ,  F^ 

ante  uno  di  quesli  moti  vir- 

lossiamo  concepire  aggiunte 

impediscano  tutti  i  moti 

*o  (V).  Dopo  sifTatte  con- 

\  prodiirranno  nel  siste- 

Ma,  essendo  ora  il  si- 

^)  [ove  rispetto  al  me- 

tto  impossibile  ;  dun- 

^ra  impossibile. 

plicate    F,  F,,  F, 

'apace  il  sistema, 

considerato  vir- 

(Al 


327.  CoBOLL.  T.  Se,  mcnlre  il  sistema  (T)  h  in  eqiiilibrio  »  ten- 
de a  muoversi  in  senso  inverso  a  qualcuno  {V)  de'  moti  TÎrtoali 
Aa  ^  Bby  Ce  etc.  (ilg.  76)  di  cui  è  capace,  essendo  queslo  moto 
inverso  impedito  da  ono  o  pîù  ostacolî  posti  ne'punti  À,  Bj  C,  etc.  ; 
è  palese  che  sifl^tti  ostacolî  fanno  1'  uffîcio  di  forze  P ,  P^ ,  P^  etc. 
che ,  agendo  nel  senso  délie  velocità  virtuali  Aa^  Bb ,  Ce  etc. ,  pro- 
durrebbero  laYori  positivi 

P<fp  ,    P^Jp^ ,      P.cr/),  ,    etc. 

ove  si  efTeltuasse  il  moto  virtoale  (F)  di  cui  si  tratta;  e  per  conse- 
guenza,  introdotte   tall  forze  nel  sistema,  avremmo 

P^p  -H  P^ép^  -+.  P^ip^  ^  etc.  H-  F^f  -♦-  F^êff-^  F^^f^  =  0, 


e  quindi 


Fdf  -H  F^^f^  ^  F^if^  -♦-  etc.  >  a. 


vale  a  dire  :  Se  un  shtema  in  equilibrio  faecia  forza  in  uno  o  pià 
punti  per  avviarsi  in  senso  inverso  a  qualcuno  (V)  de'moli  virtua- 
H  di  cui  è  capaee^  per  tal  moto  virtuale  la  somma  de*  lavori  deU 
le  forze  sollecitanti  F ,  F^  F^  etc.  sarà  negativa, 

N.  B.  In  cio  cfac  segue,  o  si  farà  astrazione  da  questo  caso, 
oppiire  le  resisienze  degli  ostacoli  nominal!  (P,  P^,  P,  etc.)  s' in*- 
tenderanno  comprese  tra  le  forze  F,  F^^  F^  etc. 

328.  CoROLL.  II.  Allorckè  le  forze  F,  F^ ,  F,  etc.  applicate  ad 
un  sistema  rigido  equivalgono  ad  una  forza  unica  R ,  il  lavoro  dél- 
ia risuUante  sarà  egtiale  alla  somma  de*  lavori  délie  componenti 
per  qualsivoglia  moto  virtuale.  Infatti  ri  vol  ta  in  contrario  la  rîsul- 
tante  R,  le  forze  —  Ry  F,  F^  F^  etc.  si  faranno  equilibrio,  e  per 
ogni  moto  virtuale  si  avrà 


—  R^r  -♦-  Fjf  -H  F^^f^  ^  F^if^  H-  etc.  =  0  , 


donde 


Rir  =  F^f  -f-  F^êf^  ^  F, il/; 


etc. 


III.  Heir  equUibrio  di  un  sistema  rigido  t  libero  l'equazione 

(1)  ^(Xi.r-t-  riy-*.  Zjz)  =  0 

dec  sussistere  per  ogni  spostamento  virtuale  poasibile,  vale  a  dire, 
per  ogni  moto  di  iraslazione  Js,  e  per  ogni  molo  di  rotaiione  Odt: 
moti  inQniiesimi  aRiitlo  arbitrarii. 

Nel  primo  caso,  la  iraslazioue  4s  cssendo  la  stessa  per  liitli  i 
puDti  del  gistema,  I' equazion  précédente  diriene 

ix^X -*.  iyzr -t- jztz  n  0  ; 

e  qaesta ,  dovendo  Teniicarsi  tultochi  rîmangano  arbitrarie  le  reloci- 
ià  TÏriuali  àx,  ^y,  ^s,  si  risolve  nelle  ire 

rï  =  0 ,      SI'  =  (j ,     iz  =  0 . 

Nel  Becondo  caso,  la  rotaiione  9d^t  essendo  comiiDe  a  tatU  î 
punti  del  sislema ,  se  per  ogni  pnnio  si  sostituiscono  le  lelocilâ  fn- 
inalt  corrispondenli 

Jx=:(qz  —  ry)dt  ,     iy  =  [rx  —  pz)il ,     Jz  =  (pv  —  qx)il, 

te  quaniità  p,  q,  r  saranno  le  stesse  per  tutli  i  punli  del  sistema: 
onde  l'equazione  (I)  si  poirà  scriverc  sotto  la  forma 

^^Zy  —  Yz)-^q1,{Xs  —  Zx)-^r^rx  —  Sy)  =0; 

e  4iuesta,  doTcndo  verillcarsi  tuttochè  rimangano  arbilrarïe  le  rota- 
zionï  parziali  p  ,q,r,  si  risolve  nclle  tre 

%{Zy—  rz)  =  0,      ■L{Ss  —  Zx)  —  Q,      -Z^Yx  —  Xy)=<i. 

IV.  Nell'eqnilibrio  di  un  ftlo  perfettamcnle  flessibile,  ogni  ele- 
mento  dt,  ollre  di  esser  sollccitalo  dalle  forze  (Xrfi,  Ydt,  Zdt),  è 
animaio  dalla  lensione  T ,  forza  di  reazionc  cbe  opéra  con  aiioni 
uguali  ed  opposte ,  e  di  cul  il  laroro  virluale  è  dato  dal  prodol' 
ia—Tidt  (323,  a). 


Ora  è  manifesto  che,  se  al  lavoro  virtoale  dî  tutle  le  forzctol- 
lecîtanti  rappresentalo  Aa 

fdt{Xix  ■*■  Tiy  ^  liz)  , 

si  unitce  il  laroro  firtaale  di  tutle  le  forze  dî  reaziooe,  rappresen- 
lato  da 

— /  Tédi  , 

e  ai  forma  reqaaziane 

(a)  fdi[Xix  ■*■  rjy  +  Ziz)  —fTjdt  =  0, 

in  questa  equazione  ogni  piinto  xyz  del  BIo  essendo  in  equilîbrio 
aotto  le  due  specie  di  forze,  le  Tariaziooi  ifx,  tTy,  Ji,  relatiTe  ad  es- 
50  punto,  si  doTranno  conslderare  come  alTatto  arbilrarie,  e  pero  i 
loro  cocRîcienti  toiali  saranno  eguali  a  zéro  scparatameutc.  Conviene 
adunque  cercare  di  trasformar  l' intégrale  fUdi  \a  un  allro  délia 
forma  /{Aix-^  Bêy  -*-  Cfz). 

Dalla  d$*  =  dx*  •*-  dy*  -*-  dz*  ti  ricava 


€io  poslo.  integrando  per  parti  e  supponendo   flssi  i  due    capi    del 
flio,  otterremo  (187) 

colle  altre  due  relatîte  ai  y  e  a  z.  Dunque 

e  la  (a),  eguagliando  a  zéro  i  coeSicienii  loiali  di  fx.iy,  iz,   st 
risdirerà  nelle  ire: 

-'**<4:)=».  ^'•A4)='-  '"-Vi)='- 


S-   2'.   Rigole  gênerait  per  trovare  l  eguazioni 
delV  eqvilibrio  de'  $Uttmi. 


1. 

331.  Quando  le  »«locilà  virtuali 

Jf.      ■'^.     4,.    ■■■•'ri' 

dipendono  (a  causa  délie  connessiODi  del  sistema)  da  un  numéro 
minore  di  tariazioni. 

êp ,     sp,,     ift,  ■  •  ■*p^, 

inUramtnte  arhUrarie ,  legate  aile  prime  per  merzo  de»'  eqiiaiionî 

if  =    aJp  •*-    b^p^'^^  eip^  •*....  , 

Jf,  =:a^ip^*^  64 «fpt  -t-  c,  Jp,  -*•  .  .  -  , 

Jf^  S  Oj^p  -►•  bj-fp»  -H  c,^Pi  •*■■■■> 

allora  l'equazione 

Fif  ^  F,  (f/',  +  F^  êf^  -*.  etc.  =  0 , 

dopo  le  soslitniioni  prectdcDli  doïendo  verificarsi  tuUochè  reslino 
arhitrarie  le  Tariazioni  indipendtnU  ip ,  Jp,.  «fp,.  etc.,  si  risol- 
Terà  nelle 

aF  -4-  a,  ^4  -I-  o,  F,  +  elC-  =  0  , 

bP  ^b,F,-t-  6, P^  •*■  etc.  =  0 , 

cF  -t-CtF,-*-  c,  -F,  -♦-  etc.  =  0  . 


che  saranno  l' eqnazïoni  di  eqailibrio  del  sistema. 


347 


II. 

332.  Quàndo  le  coordtnate  de'  k  pnnti 

^opra  oui  agiscono  le  forze  (X,  F,  J?),  (X,,  1\,  Z|)  etc.  sono  tui- 
le funzioni  note  dî  n  allre  tariabili  indîpendenti 

î»    ^«»     5^1»    «**• 

(essendo  3A;>>n)  talchè  per  ciascuna  coordinata  si  abbia  la  rela-* 
2ione  del  tipo 

.    __^  dx  dx  dx    . 

dq  dq^  dq^ 

Qllora  l'equazîone  délie  velocita  viriaalî 
«i  risoWerà  nelle  seguenti: 


V     dçt  ilqi  âq,/ 

\     dq,  dq,  dqj 


III. 


333.  Quando  le  sopraddette  3^  coordtnate  sono    vincolate  da  « 
equazioni 

A  =  0  ,      r  =s  0  ,      L"  =  0  ,    etc. 


34S 
le  velociià   virtoali   (Jx,  Jy,  ^z),     (/x,,  Jy,,  ^z,)  etc.   soddisra- 
rmno  aile  n  eqaazioni 


dL  ,         il  dL  dL 

-^ix  -*-  ~i—éy  H — T— rfz-i-T — (tr,  -•-  etc.  =0  , 

dx  dy    '        as  ax,     ' 

dx  dy  dx  '"'^  dx, 

dx 


onde  n  di  c$«e  relocità  si  potranno  eiprîmere  în  Tunzione  délie  attre 
che  resteranDO ,  e  con  cib  l' equazioDe 


(A)  MXix  -<-  riy  -f-  ZJs)  =  0 

si  risolrerà  ia  {Zk  —  n)  eqiiazioni. 

Per  ollener  siffïtte  equaziooi  si  adopera  cod  rantaggîo  il  mtlodo 
de'  moltiplicatori ;  vale  a  dire,  si  moltiplicano  le  (I)  rispettivam en- 
te per  ^ ,  ^'  >  ^"  etc.,  e  si  sommano  coH'  eqaazione  (À) ,  che  dinene 

1^     ,dL        ,dU  \ 

\  dx  dx  / 

_/^       dL        ,dL'  \ 

/,        dL         .dV  \ 


In  qnesta  cquazione  si  comincia  dall'  eguagliare  a  zéro  i  coefficien- 
ti  délie  n  Telocità  vîrtuali  che  si  Togliono  eliminare  e  che  si  riguar- 
dano  corne  funzioni  délie  altre;  cii>  che  serre  a  determinare  i  mol- 
tiplicatori %,  x',  X"  etc.;  ed  in  appresso  si  egaagliano  a  zéro  i  coef- 
flcienti  délie  altre  (3k  —  n)  velocilà  virtnaii  siccoœe  indipendenti. 
Cmi  i  coeflicienti  di  totte  le  3k  lelociti  firluali  si  debbono  mandare 


a  lero,  takhè  per  ciascuoo   de'  A:  punti  si  avrà   un   groppo  di  tre 
cqoatîoDi ,  di^cui  il  primo  è 

dL         ,dU        „âL" 

(X  -+-  >.-;-  -»-  X  -^-  -*-  X  —, 1-  etc.  =:  0  , 
dx           dx           dx 
dL        .  dL'        ..  il" 
(6)              \             dy' 

K   ■.  dL        , 


dz 


Az 


n  di  quesie  3^  equaiioni  ilelermiaeranno  i  x ,  x' ,  x"  etc. ,  t  cui  Ta- 
iori,  soslituitî  nelle  ik — n  equaziooi  rimaneotî,  oITriranno  le  con- 
diiioni  dell'  equilihrio  del  sisuma. 

L'equaiioni  {b),  deterniiaali  che  tiano  i  molli  pi  icatori  x ,  x' , 
^"  elc. ,  signiticano  clie  ogni  ptinto  di  applicaiione  (dryz)  è  tenoto 
separatamenle  in  equilibrio  dalle  forzt  applicaie  (X,  ¥,Z)  e  dagli 
tforzi  che  prottngono  dai  iegami  del  iitlema ,  gforzi  rappresea- 
Uli  da 


\    dx    ' 


dy' 


t\       /,d£        ,dU      ,dV\ 
z  f  '     \    dx'        du         dz  '  ' 


di  cai  il  primo  è  perpendicolare  alla  siiperRcie  £=:0,  il  seconds 
alla  sDperBcie  L"  =  0,  elc,  supponendo  cbe  nell' equazioni  £^0, 
£'  =  0,  etc.,  variino  le  sole  coordinate  xyz  del  pnnlo  di  applica- 
iione che  si  considéra. 


PARTE  SECONDA 


CoHie    dal    prlnciplo    délie    velocItA  vlrtnall    *l 

«leducaiio  le  propriété  seneraU 

(le*  «IMeml  In  moto. 


Dlversl    slBlenil    dl    Cormole    a    «ni    ddi    laoyo    la 
Iradnslone  del  prlnciplo  gen craie 
deUa  d 


S.  1°.  Pormole  che  rappnienlano  t(  principio  générale 
delta  dinamica. 

334.  Poichè,  ncl  movîmento  di  un  sistema  di  punti  materialî 
comonque  collegaii  Ira  loro,  le  aiioni  délie  fonie  sollecitanti  sono 
sempre  equivaUnti  (rispetto  al  moio  che  si  va  elTeituando)  aile  CW" 
rîspondenii  Torze  d' inerzia  (191,  b) ,  cosi  reqiuzione  délie  veloci- 
li  Tirtiiali  applicaia  alla  dinamica  sîgDifica  cbe: 

Jn  un  liitema  in  movimento ,  il  lavoro  virtuale  dette  forxe  lot-- 
lecitanti  è  uguate ,  t'n  ogn'  itianie ,  al  lavoro  corriipondente  délie 
forze  d'  inerzia. 

La  quai  proposizione  è  rappresentata  analiticamenle  da  ciascuna 
délie  due  Tormole: 
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dore  : 


m  dinola  la  massa  di  uno  qualuoque  de' punti  materiali,  che 
percorrendo  la  sua  traiettoria  s  si  troYa   dopo    il  tempo  t  nel  sito 

{xyz)  di  curvatura  rs  —  ,  animato  dalla  yelocilà  u  composta  délie 

tre  x\  y\  z\  e  sollecîtato  dalla  forza  F  composta  delle  ire  X,  Y,  Z; 

d(T  h  la  velocita  virtuale  del  punto  m,  che  proiettata  snlla  dire- 
zione  delle  forze  /*,  X,  7,  Z,  e  sulla  direzione  délia  traiettoria  s  e 
del  raggio  osculatore  r,  diviene 

^f,    êx ,    êy  f    éz  ,    &s  ,    it , 

335.  La  legge  di  connessione  delle  varie  parti  del  sistema  dîpen* 
da  dal  tempo  (  e  dalle  n  variabili 

cosicchè  per  ciascuna  delle  coordinate  x,  y,  z  si  abbia 

x  =  x{t,    q^y     Ç%^  •  '  -  Çn)* 

Per  ogn'istante  del  tempo  t,  tutti  gli  spostamenii  ttr<i«a/î  del  siste- 
ma dipenderanno  unicamente  dalle  sole  Tariazioni  arbitra  rie 


*^Î4»      <^Ç%y    •    '    '    ^9n* 


▼aie  a  dire  sarà 


dx  dx 

^       dq,    ^'  dq;    ^' 

,  dz  dz  ^ 

àqi  ^*  dq^  ^* 


dx  . 
dq». 

dy  . 


dz 


•'g» , 


sebbene  le  yariabili  ^i  i  ^, ,  .  .   .  ^,  possano  essere  funzioni  impli- 
cite di  t . 


Sostitucndo    nella   [A)   i  valori   dï  iKr  ,■«!/,  ,rs ,  ed  eguagliando 

tra  loro  i  coefRcienti  délie  variazioDi  arbitrarie  iq^ .  iq -f?. ,  si 

avranno  le  n  equazîoni  dinamiche 

\  dt  'dq,       dt    dq,        dt  dqj  \     dq,  dq,  iqj' 

(dx'dx        dy'  dy        dz'  iz    \_-(^àx         dy        ^àz\ 
^""iTTrfy.  ^  ir-d^.^Tt-  dq,  )  -  Vjf.*  ^d^,  *  ^dqj  ' 

\dt'dq,      dt'dq,      dt'dqn)         \    dq*         dq*        dq,/  ' 
le  quali  si  possono  comprendere  nell' equaz'ione  unica 
_    /dx'  dx      du'  dy        dz'   dx\ 

purchè  per  Qi  s' iatenda 

eai  diano  air  indice  tsucceasivamente  i  valori  1,2, 3, ...n  —  1,». 


%.  2*.  Eqwxxioni  difftremiati  dinamicke 
date  da  lagrange. 

338.  Piop.  Àlturthé  tutti  gli  spotlamentt  virtuali  di  un  ti- 
ttema  in  moto  dtpendono  dalle  toU  variazioni  arbitrant  dette  n 
guantità  q,,  q^,  ■  ■  ■  5» ,  »e  li  dinola  per  T  ta  meta  delta  forza 
viva  del  tiitema,  raie  a  dire  se  si  fa 

2T=Tmu*  =  Tm{x''  ■*■  y'* -•-  -'*), 


Cos'i  abbiamo  in  gênerait: 

ix  ^_  éx'         d    dx  __  dx' 
dqi         d((i  '       dt  '  dçi         dqi  ' 

ove  alla  letlcra  x  si  puo  sostiluire  la  y  e  la  z.  Hediante  quesic  rf- 

lazioni,  il  secondo  membro  délia  (I)  diviene  =  -;-tt ;— .  «li- 
ât aifi        dqi 

de  la  (.A)i  si  muta  oella  segueute 

dt  d^i         dqi  ~  ^'  ~    \    dqi  dqi  dqi)' 


337-  Si  osservi  che  sono  funzioni  lineari  dclle 
î*!  -?'..■-  ■  î'- 
corne  le  x' ,   y  ,   x' ,  cosî  l' es^ressione 

dT  /  ,dx         ,dy         ,dz\ 

-pr  =  îmliF  -r-  -*-  y  ^-  •*•  !i  -■,-]■ 
dqi  \     dqi        "  dqt  dqi/ 

iDoUre,  se  ie  X,  y,  s  non  contengono  esplicitamenle  il  tempo  (,  sarÂ 


r  =  ii:{a:'»-!/''-H5'»)m 

diverrà  una  funzione  omogenea  del  secondo  grado  rUpetIo  aile  varia- 
bili  q', ,  ^j ,  ...  qn  ;  onde ,  per  la  noia  proprietà  délie  funzioni  omoge- 
nee ,  si  avrà  identicamente  .- 

„„      dT   ,        dT    ,  dT    . 
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S.  3*.  Ëquaiioni  dinàmiche  di  Hùmillon. 

338  Pbo».  Quanido  %  legami  del  sistema  non  dipendono  e$plici^ 
iamente  dal  tempo  t,  se  s*  introducano  altrè  n  variabili  p^y  p^t  •  .  ;>« 
tincvlate  aile  prime  per  mezzo  deW  equazioni 


àr 


dq. 


}  =P 


«  ' 


dr  _  iï  — 

""  Pa  »   •  *  •  »      j^f     —  Pn  I 

n 


^t 


àq'. 


lineari  rispetto  a  q\,  q\,  •  '  -  ,  ^^^  e  se  mediante  la  risoluzione 
di  quesf  equazioni  si  ottengano  i  valori  di  qi  y  q^'  »  -  •  -  *  q'n ,  espres- 
si  per  le  nuove  variabili  Pt,  p^,  *  ^  .  j  pa,  ^  *i  sostituiscano  in  T  ; 
riuscirà 

T  =  funz.  ( ^1  >  ^t ,  .  .  ,  7* ,  Pt»  |>,  >  .  .  »  p«)  > 


e  V  equazioni  dinàmiche  {À)   si  muteranno  nellê2n  seguenii  trova- 
te  da  Hamilton: 


(A)" 


\ 


dq,  _  dT 

df  ~  dp^  ' 

dp,  _       dT 
dt    -       dqi 

dq,  _  dT 
dt  ~  dp,  ' 

dp,  _       dT 
dt             dq^  ■ 

dq.       dT  ' 
'dt  -dp,' 

•                                                                     • 

dpn  _       dT 
dt   ""       dpn 

(?. . 


^.-  =  -Tr  +  <?,, 


=  — ir  -*-0 


n  • 


Dix.    Essendo     T  funzione   omogenea    dl    2*.    grado    délie 
g't ,  g'a  >  .  •  .  >  (?'«  »  abbiamo  (337) 


2T:=^p^q\'^p^q\  .  .  .  -H  p»^' 


n  T 


e  per  conseguente 


^  =  1>«  ^*  -*-  l'i  IZ'a  •••■+•  P»  ?'»  —  r. 


DifTerenziamo  questa  formola  considerando  la  T  del  seconde  membro 
come  funzione  di  qti  q^t  -  -  >  qn  ^  q\  q\t  -  »  ç[t^y  ed  in  questa  snp- 
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posizione  indichiamo  i   differemiali  parztali  di  T  colla   reliera  >• 
Omessi  i  termînî  che  miituamente  si  distruggono,  quali 


iq,  içt  ôq-> 


Ma ,  se  consideriamo 

T:=funz.(p 

•  P, 

,  ■  .  ■T..1 

.  ?,  ■ 

abbiamo 

-=.?/-.?*.■ 

dT 
if. 

dp.-1-^d,. 

dT 

Dun([ue,  paragonando  i 

due 

•  rori  dl  dT , 

si  ha 

dT 

dT  _ 

5T 

e  I'  equaiioni  dînamlchc  Lagrangiane  ,  cioè  le 


dt  iq'i      iq- 


dt    ~  dpi'       dt  ~        dl'*'^" 

(^he  sono  quelle  di  Hamîllon. 

oj.  Coroll.  Se  le  componenti  ïi.  Y-„  Z,  delle  forze  F,  Bolleciuntî 
il  sislemasono  diff'erensiali  paniali  di  »»«  «'"*«  funsione  U,  pre- 
li  rùpeilo  ad  x: ,  y. .  z; ,  sarà 


E  se  inoltre  le  forzc  non   dipeadono  dalle  velocilà,  ne   perù  la  V 
dalle  })' ,  vate  a  dire  se  sia 

U=U{q,.q qn), 

fatto  H  —  T  —  V, 

V  equazione  dinamiclie  {A)"  si  polranno  scrivere  solto  la  forma  sem- 
plicis^ima 


w 


h).  Se  dcir  equaiioni  dinamiche  précèdent!  si  cercano  gVintegrali, 
qaesii  conterranno  2n  cottanti  arbitrant,  per  determinar  le  tiuali 
convien  ricorrere  ai  valort  tnt^ùili  délie  2n  quanlità 

îi  .     ?»'■■?..     î'i  -     g",  .  -  •  9»  . 

cbe  rispondono  ai  dati  dello  slalo  iniziale  del  sistema,  conststenli 
utile  note  poiizioni  e  velocUà  de'  suoï  punli.  St  veda  un  esempia 
«1  n*.  321. 


d,,  _  iB 

d2,__dH 
dt               dq^  ' 

d,,  _  dH 
dl        dp,  • 

d,                dq. 

dq.        du 
di  -  dp.  • 

dp,  dH 
'V^di. 

S.  4'.  Altra  forma  deW  equazioni  differenitalî  del  moto. 

339.  Pior.  AUorchi  i  legami  del  litlema   sono  etprenî  dalle  h 
equazioni 

L  i  0  ,     L'  =  0  ,     t"  =  0  ,     elc. 

che  debbano  rerificani,  in  ogn'  htanle,   tra  il  tempo  t  e  le  coor- 
dinate  de'  k  punit  del  tiitema,  V  equazioni  differenziali   del  moto 
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l 

-^'--^f- 

1 

».     j 

»Sf=^*'f- 

if 

( 

dV 

dsi 

•■ 

=  0,    =  f ,     =  2,  .  . 

tliminandoM  le  n  indeterminate 

e  ftr  conteguenza  riducendole  a  3&  —  n  . 

DiH.  L'  equazione  délie  velocM  virtuali  applicaU  al    moTimenlo 
del  sistema,  cioè  la  (A)  del  n'.  334,  si  puô  scrivere  sotto  la  Torma 

Le  3k  Telociiâ  virtuali  (at ,  Jy,  ■fz),     (Jx,,  iy,,    iz^)  ,  etc.   deb- 
bono  suddisfare  aile  n  equazioDt 

dL  dL  dL  dl 

-r-Jx  •*•  -j-iu  -*-  -riz  -*-  -, —  ix,  -¥■  etc.  =  0  , 

dx  dy  '       dz  dx, 


onde  n  di  esse  si  polranno  es|)riiiiere  in  funzione  detle  allre  3k — n. 
Se  l'equazioni  précèdent!,  moliiplicale  rispettivamenle  pcr  X,  x, ,  x, , 
etc.,  si  sommano  colla  (I) ,  e  poi  si  fanno  eguali  a  lero  i  coefllciGD- 
ti  di  tutti  le  velocità  virtuali  ^x,  dy,  Jz,  etc. ,  si  avranno  le  (i), 
(333). 
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CAPO  II. 


Princlpio  dcUe  forze  vive  o  «ne  applicaBionl« 


J.  V,  Formula  che  contiene  questo  prin^ipioy  e  condizione  deU 
la  sua  esistenza.  Forza  viva  rispetto  al  centra  di  gravita,  Pro- 
prietà  délia  forza  viva  di  un  sistema  quando  la  funzione  délie  for- 
ze  è  un  differenziale  esatto. 

340.  Prop.  1.  Quando  î  legami  del  sîstema  sono  esplîcilamento 
indipendentî  dal  tempo,  sî  ha  la  seguente  equazîone 

i  d.  rmu"  =  I^Fdf  =  S(Jrfa?  +  rdy  -h  Zdz) 


detta  princlpio  délie  force  vive,  e  significa  che: 

Net  moto  di  un  sistema  i  cui  legami  siano  esplicitamente  tti- 
dipendenti  dal  tempo  ^  il  lavoro  délie  forze  sollecitanti ,  per  ogni 
intervallo  infinitesimo  del  tempo ,  è  uguale  alla  meta  del  cangia- 
mento  che  avviene  nella  forza  viva  del  sistema. 

£  ne  conseguita  che;  Il  lavoro  délie  forze  soUecitanti  in  un 
tempo  qualsivoglia  è  uguale  alla  meta  del  cangiamento  onde  ha  va- 
riato  in  corrispondenza  la  forza  viva  del  sistema:  vale  a  dire 

-irm(u»  —  ti%)  =  /*  ZFdf  —fz{Xdx  -H  Fdy  ^  Zdz)  , 

0  0 

dove  Zmu^^  dinota  la  forza  viva  inizîale  del  sistema. 

DiM.  Quando  i  legami  del  sistema  sono  esplicitamente  îndipen- 
denti  dal  tempo,  è  manifesto  che  tra  gli  spostamenti  vlrtnali,  a  cui 
si  puô  far  soggîacere  il  sistema  in  ogn'  istante  del  moto,  si  dee  con- 
tar  quello  che  il  sistema  sta  per  subire  realmente  nell*  istante  con- 
secntivo  dt;  ed  aliora  1'  equazione  délie  velocità  virtuali  (334): 
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81  mutera  nella  segaeale 

du 
rm— d«  =:  J^Fdf  =  E(l*rfaî  -♦-  Ydx  ^  Zdz)  ; 

perche,  gli  spazii  ds  percorsi  dai  punti  materiali  m  essendo  rîspet- 
tivamente  normali  ai  loro  raggi  osciilatori  r,  si  ba 

«rr  =  0  . 

(Si  è  sostitaita  alla  lettera  à  la  lettera  d  per  significare  cbe  agli 
spostamenti  virtuali  si  sono  sostituiti  gli  spostamenli  effettivi  ds, 
dff  dxy  dy  f  dz)  . 

Ora  essendo 

d$  zz  udt , 

r  equazione  précédente  diviene  Tmudu  n  l^Fdf,  ossia 

4(f.Smu»  =  TFdfy 
che,  integrata  ira  i  limiti  t  z=  0  ,  et  qiialunquc,  si  muta  nella 

fzFdfzz  4rm(w*  — tt%)  . 

0 

à).  Coroll.  Quandoy  nel  sistema  in  moto,  le  forze  sollecitanti  sono 
affatlo  nulle ,  ov?ero  $%  equilibrano  ad  ogn'  istante ,  la  forza  tiva 
del  sistema  si  conservera  inalterata.  Nel  che  consiste  il  princt- 
plo  délia  Coniiervazlou  délie  forze  vive. 

341.  Pbop.    II.    L' equazion  délie  forze  vive   cessa   di    esistere 
quando  i  legami  del  sistema  dipendono  dal  tempo  t  esplicitamente. 
Dm.  Sia  X  =  0  una  qualunque  deir  equazioni  relative   ai   lega- 
mi del  sistema  :   gli    spostamenli    virtuali    debbono  soddisfare    al- 
r  equazione 

dL^         dL^        dL  dL 

dx  dy  ''        dz  dx^ 

anche  quando  la  L  contiene  la  variabilc  t  esplicitamente.  Ma ,  in 
queslo  caso  ,  se  agli  spostamenti  virtuali  si  soslituiscono  gli  sposta- 
menti effettivi  che  si  compiono  da  se  nelf  istante  dt,  invece  del- 
r  equazion  précédente  si  ha 

dL  dL  dL,         dL^         dL^ 

-j-at-^  --r-dx-^-y  dy  -h  -.-dz  -4-    r—dx.  -4-  etc.  =:  0  ; 
"^  dx  dy  -^       dz  dx^     * 
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€  quesie  due  equazionî  non  possono  accordarsi  ira  loro  ponendo 

âx:rz  dx  y    êyzzdy^     ^z  ::z  dz  ^    êx^  ==  dx^  ,     etc.  , 

dT 

salvoohè  non'  riesca  —  :=  0    qnalunqoe    sia    t ,    raie  a  dire    salvo- 

ehè  i  legami  del  sistema  non  siano  esplicitamenle  indipendenti  da  i. 

Scolio,  Nondlmeno,  anche  quando  i  legami  de'  punti  materiali 
Tariano  esplicita mente  col  tempo  t ,  il  principio  délie  forze  vive  si 
pnè  applicare  a  ciascuno  di  essi  pnnti  considéra to  corne  libero,  vale 
a  dire  tcnendo  conto  di  tutte  le  forze  che  gli  vengono  dai  lega- 
mi ;  essendo  manifesto  che  taie  principio  sussiste  cerlamente  per  ogni 
punto  libero  nello  spazio. 

342.  Prop.  III.  Sia  M  =^  T^m  la  massa  totale  del  sistema,  V  la 
Tclocità  del  suo  centro  di  gravita,  Zmu*  il  valore  assoluto  délia  for- 
za  viva  del  sistema  ,  ed  Zmv^  il  suo  valore  relativo  al  centro  di 
gravita ,  vale  a  dire  quale  sarebbe  rispetto  ad  un  Osservatore  che 
si  credesse  immobile  in  taie  centro.  Sarà 

^mu^  =  Af  P  ^  Smt?» , 

cioè  :  La  forza  viva  del  sistema  ,  nel  suo  moto  assoluto  ,  si  com^ 
pone  di  due  parti  di  cui  V  una  è  là  forza  viva  onde  il  sistema 
sarebbe  animato  se  tutta  la  sua  massa  fosse  concentrata  nel  centro 
di  gravita,  e  Valtra  è  la  forza  viva  del  sistema  nel  suo  moto  r0- 
lativo  ad  esso  centro  considerato  corne  immobile, 

DiM .  Siano  x^,  y^  ,  z^  le  courdinate  del  centro  G  di  gravita  ri- 
ferite  a  tre  assi  fissi  rettangolari  Ox  ^  Oy  y  Oz  ;  x,  y  y  z  le  coor- 
dinate  di  un  punto  qualsivoglia  m  ,  aventi  V  origine  in  0  ,  ed 
Ç  ,  ir  ,  Sf  le  coordinate  dello  stesso  punto  traenti  V  origine  dal  cea<' 
tro  G.  Sarà 

Da  qui ,  essendo 


dt         '  dt  dt 


=  0, 


si  raccoglie 


2mtt>  =  Jl/F»  -♦-  Smu* . 


46 
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a).  Corail.  Il  principîo  delle  force  vive  applicata  alcentro  ôi  gra* 
vità,  considerato  corne  un  punto  libero  di  massa  =z  Jf  ed  animato 
dalle  forze  ZX,  SK,  £Z,  somoiinistra 

e  rispetto  ad  esse  centro,  riguardato  corne  immobile ,  la  forza  nta 
del  sistema  si  ha  dall' equazione 

J  d.Zmv^  =  Z(XdH  -H  Tdn  -»•  Zd^) , 
essendochë 

J.rmtt*  =  (f.(JIIP^XmtJ»)  z=z2Z{Xdx^  Tdy^Zdz), 

t  dx  zn  dx^  •+•  rfÇ  ,  dyzzi  dy^  '^  dn,  dzz:i  dz^  •*-  rfT- 

343.  Pftop.  IV.  5e  nelV  equazione  (340) 

rm(u2  — v\)  =  2/'  Z{XdX'^  Ydy^Zdz), 

Ù 

la  funzione  delle  forze 

Y,{Xdx^Ydy^Zdz)r=i^Fdf 

è  un  differenztale  esatto ,  di  oui  V  intégrale  U  sia  una  fanzione  del- 
le coordinate  x  y  z  de'  panli  m  del  sislema ,  si  avrà  evidentemente 

Zm{u^  —  u\)  :=i  2{U  —  U.) , 

denotando  u, ,  U^  i  valori  ûi  u,  U  corrispondenti  a  <  =:  0. 

In  qnesto  caso  V  eqHazlone  delle  forze  rïve  si  puo  scrivere  sotto  la 
forma 

intendendo  per  H  una  costante  : 

a).  Coroll.  J.  Allorchë  il  sistema  ppassa  per  una  medesima  posizio- 
ne,  ivi  la  sua  forza  viva  riprenderà  lo  stesso  valore  insieme  colla 
quantità 

t/=  U(x,  y,  2,  x',  y\  z\  etcj  . 
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E  qnafHii(}iie  sia  la  TÎa  percorsa  dal  sisteina  nel  transitare  da  nna 
posLZÎone  data  ad  un'  altra  pur  data,  il  cangîamento  carrispondente 
délia  forza  viva  avrà  sempre  lo  stesso  valore. 

b),  CorolL  IL  Nel  caso  dl  un  sistema  sollecitato  dalla  sola  gravita 
ffy  supposto  Terticale  Tasse  Oz  e  diretto  air  ingiù,  sari 

U  =z/^Fdf  =  gTms  =  gMZ  , 

segnando  eon  Z  V  ascissa  del  centro  dt  gra?ità. 

Allorchè  adunque  un  sistema  è  soUomesso  aW  azione  délia  sola 
gravita,  la  sua  forza  viva  è  rappresentata  dalV  equazione 

Y:m(u^—u\)  =  2gM(Z  —  ZJ  , 

e  iorna  la  medesima  tutte  le  voile  che  il  centro  di  gravita  del  «t- 
stemn  ripassa  per  lo  stesso  piano  orizzontaie,  qualunque  sia  la  via 
percorsa  in  questo  passaggio. 


S.  2*.  A  quale  condizione  V  equilibrio  di  un 

sistema  è  stabile  ? 


344.  Dair  equazione 

rmK  — 0  =  2(t7— 17J 

apparisce,  che  la  forza  ?îya  del  sistema  toccherà  il  suo  valor  mas- 
simo  ed  il  suo  valor  ininimo  nel  nicdesimo  tempo  che  la  funzio- 
ne  [7;  e  corne  la  condizione  del  massimo  e  del  minimo  è  dU  :=:  0, 
vale  a  dire 


^Xdœ  -f-  Tdg  ^  Zdz)  =  0  , 

ne  conseguita  che  : 

Nel  moto  di  un  sistema  la  forza  viva  è  la  più  grande  o  la  pii^ 
piccola  possibile  allorchè  il  sistema  si  trova  in  quelle  posizioni  in 
cui  le  forze  che  gli  sono  applicate  si  farebbero  equilibrio.  Cosi  la 
ricerca  délie  posizioni  nelle  quali  avvi  equilibrio  tra  le  forze  date  , 
risponde  alla  ricerca  délie  posizioni  ove  la  forza  viva  del  sistema 
tocca  il  suo  valor  massimo  od  il  suo  valor  minimo. 
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345.  L'  eqaîUbrio  di  un  GÎsteina  li  dice  Habile  m,  fer  ogni  pic 
colo  sposiamenio  ,  il  sisiema  si  melle  ad  oscillare  nellc  prossimili 
dello  Btalo  in  cui  era,  come  per  riposarvisi  di  nuoro.  Al  cooinrio, 
r  equilibrio  è  inttabite  se  ,  per  ogni  lieve  spostamento  ,  il  sisieaa 
lende  ad  atlootaiiarBi  dallo  staio  ia  cui  era. 

N.  B-  Quando  il  sistema  riposa  in  cqiiilibrîo,  è  leuilo  di  suppor- 
re  che  ,  rîmosso  aliguanto  dalla  sua  posizione  di  quiète  ,  sta  abban- 
donato  a  se  medesimo  scnza  veiocilà  iniziale,  talcbè  riesca  Tmu\  zzù. 
Nel  moio  che  nascerà  ,  1"  equazion  délie  forie  vive  sarà 

346.  Pbop.  I.  In  un  iùlema  iottometto  atl'azione  délia  tola  gra- 
vita (qtiale  una  bilancia  )  ,  V  equilihrio  è  Habite  te,  per  ogni  pie- 
colo  tpotlamenlo,  il  centra  <ft  gravilà  del  eitlema  non  puà  ehe 
inalxarii  ;  e,  $e  non  puà  che  ahbattarti,  V  equilibrio  i  tnstabile. 

DiH.  Neir  equazion  detle  forze  vive  (343,  b) 

tmu^  =  2glU(Z  —  Z,), 

Eupponiamo  che  1'  origine  délia  Z  sta  nel  punio  ore  riposa  il  ceii' 
iro  di  grafilà  quando  il  sisiema  è  nella  posizion  di  equilibrio.  CiA 
poslo  : 

I.*  La  rnoziaoe 

V  =  3MZ 

corrispondente  a  Z  =  0>  cioè  alla  posizion  di  equilibrio  ;  sia  un 
mattimo.  Nelle  prossimità  di  queslo  œassimo,  di  valore  ^  0,  la 
funiîone  U,  e  pero  ta  Z  sarà  necessariamente  Qiinore  di  lero.  os- 
sia  negatira.  Laonde ,  per  poco  die  il  sisiema  si  rimuova  dalla  quiè- 
te per  abbandonarlo  a  se  medesimo  seaza  velociià  îniiiale,  nascerâ 
la  forza  vira 

rmu"  =  2ffjf  [(  —  Z.)  _  (—  Z}], 

dore  (  —  Z,)  caprime  V  alzamento  iniziale  a  cni  si  porta  il  cenirv 
di  graTÎli.  Esseodo  la  tma?  csseniialmeDie  positiva ,  dovrà  cssere 

(  —  ZJ  —  (—  Z)  >  0 ,     ossia     (—  Z)  <  (—  Zj  , 
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Taie  a  dire.'  il  centro  dî  gravita,  nel  suo  oscHlare,  non  pu6  inal- 
zarsi  al  dî  sopra  dell'altezza  ( —  Z^  relatîva  al  pnnto  di  partenza. 
Dnnque  :  U  tquxHhrio  di  un  $%$tewa  grave  è  stabile  se ,  per  ogni 
ficcolo  spoxtamento,  il  centro  di  gravita  non  puà  the  inaîzarsi. 

2.*  La  funzioîie  U  =  gMZ  corrispondcntc  a\^  =z  0,  cioè  alla 
posizion  dî  equilibrio,  sia  un  minimo.  Nelle  prossîmità  di  questo 
mîainio,  di  yalore  =  0,  la  funzione  Uy  e  perè  la  Z,  sarà  neces- 
sarîamente  maggiore  di  zéro,  ossia  positiva.  Laonde,  per  poco  che 
il  sistema  si  rimuoYa  dalla  quiele  per  abbandonarlo  a  se  medesimo 
senza  velocità  iniziale,  nascerà  la  forza  vira 

iSnu»  =  2gM(Z  —  Z.)  , 

dove  Z^  esprime  V  abbassamento  iniziale  a  coi  si  porta  il  centro  di 
gravita.  Da  questa  formola  si  rileva  che,  dovendo  mantenersi 


A» 


il  centro  di  gravita  dee  continuare  ad  abbassarsî,  e  pero  ad  allonta- 

« 

narsî  dalla  posizion  di  equilibrio.  E  adunque  manifesto  cbe  T  e^ut'/t- 
brio  di  un  sistema  grave  è  instabile  se ,  per  ogni  piccolo  spostamento , 
il  centro  di  gravita  non  puà  che  abbassarsi. 

347.  Prop.  II.  In  un  sistema  qualsivoglia  pel  cui  moto  valga 
V  equazion  délie  forze  vive. 

2mtt*  ==  2{U  —  U^)  , 


V  equilibrio  sfaliile  corrisponde  al  valor  massimo   délia   fun- 
zione U  délie  forze. 

DiM.  A  partire  dallo  stato  di  equilibrio,  tutte  le  posizioni  pos- 
sibili  del  sistema  dipendano  da  un  certo  numéro  di  variabili  indi- 
pendenti,  da  tre  per  csenipio  p,  q,  r.  La  quantità  £7,  funzione  di 
p,  ç,  r,  sia  taie  che,  quando  corrisponde  allo  stato  di  equilibrio, 
riesca  ugnale  a  zéro  insieme  con  ciascuna  délie  p,  g,  r  (il  che  è 
sempre  lecilo  di  ammetiere  introdacendo  all'uopo,  nella  funzione  Uy 
una  0  piii  costanti  arbitrarie).  Inoltre  suppongasi  che  questo  va- 
lore  ^z  0  é'i  U  sia  un  massimo.  • 

Nelle  prossiniità  di  questo  massimo,  i  valori  assoluti  di  p,  ^,  r 
si  potranno  far  variare  tra  zéro  e  certi  limiti  positivi  l ,  m,  n  cosi 
che  la  Uy  nel  suo  mutarsi,  risulti  sempre  minore  di  zéro,  ossia  ne- 
gativa.  Ora  immaginiamo  successivamente  che  mentre  una  délie  quan- 
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tità  p,  q,  r  coïncide,  qnaolo  al  valore  assoluto,  cal  sut»  limite,  le 
allre  ne'  loro  valori  sssoluti  vuriino  tra  zéro  e  i  loro  limitt  corri- 
^oodenli.  £  manifcsto  che,  in  ciascuna  di  qaesle  siipposizioni  suc- 
cessive, Ira  i  divers)  valori  \tcr  oui  [ins^crà  la  fimzione  po»ilica 
( —  U),  ne  sarà  scaipre  uiio  jiiii  piecolo  (legli  Bitri.  Clûamalo  Q  il 
minîmo  di  tuiti  qiicsli  valori,  si  ronce]>i$ca  il  sJstema  rimosso  dalla 
sua  position  di  eqnililirio  in  niodo  clic  i  valnri  iniziati  p,,  j,,  r,, 
niiinericamenie  piii  piccoli  di  l,  m,  n,  sodilisfacciano  alla  condizione 

-  t/(j),.  î,.  rj  <  Q. 

C\b  essendo,  dico  cTie,  in  luiu  la  durara  del  moto,  il  valore 
assoluto  di  ciascuna  délie  tambiii  p,  9,  r  si  manterrà  al  di  solto 
de'  limiti  /,  m,  n. 

InTaiti  se  il  contrario  avesse  luogo,  bisognereltbe  dappriuia  (a  causa 
delta  continuità  délie  varialiili)  «:Iië  ad  un  ccrto  islante  del  tempo  vi 
avesse  iif^uaglianza  ira  uno  0  piii  «le'v.ilori  niimerici  di  p,  ^ ,  r  e  î 
loro  liniiii  rispetiivi  l,  m,  n,  aenza  clie  aicuiio  degli  altri  valori 
avesse  sorpassalo  il  suo  limite.  In  queslo  istante  nell'equazione 

i2mM»  =  (— (T,)  — (— [f), 

il  valore  di  ( —  6')  sarà  siiperiore  o  alineno  e^uale  a  Q,  e  per  con- 
seguente    il   secondo  membro    di    colesta    equazionc,    a    causa    dt 
—  V^)<Q,  sarebbc   negativo:  assurdo,  essendo  2mu*  sempre  po- 
■  To.  >  Inoltre  dovendo  mantenersi 


u  saranno  sempre  conieniile  Ira  limili  determinati.  Ed  è 
'X  che  i  limili  p«r  ciascuna  velocità,  non  che  queiti  di  cla- 
ie p,  q,  r,  possoQo  esser  piccolt  qnanto  si  vorri ,  poi- 
l,m,n  pDSsono  asssgnarsi  piccoie  quanto  si  voglia. 
razione,  qnanto  al  fundo,  si  deve  al  sig.   Dirichlet, 
hématiqites ,  an.  1847) 


{.  3*.  SeU'urto  de' corpi  e  neîV  etphsioni  gual  eangiamento^ 
avviene  netla  forza  vita? 

348.  Pbop.  I  corpi  di  un  sistema  iotati  dî  egnal  graâo  k  di 
elasticilà  te  ,  vettendo  ad  urtarsi  ira  loro  ,  arrivano  tutti  net  mede- 
timo  iitante  atl'uUimo  grado  di  comprenione,  al  Urminar  deW  w- 
to  ti  avrà 


dove  t!  è  la  Telocilà  dî  uno  (lualimque  de'punli  maieriali  m  del  si- 
■lema  nrima  dell'iirlo,  ïelocilà  ctie  si  puo  considerare  corne  compo- 


ConsideraDdo  le  qugntità  ai  moto  prima  detrnrto  corne  equiraleniî 
a  quelle  che  sussîstono  al  cessar  délia  compressioDe,  it  principio  dellc 
TClocîtà  TÎrtuali  darà 

da  cni  si  trae 

Sm  (  ûy^a;  -+-  Ay'.rfy  ■*•  ùJ^.H  )  =  0 , 
ossia 

Et»[{a!'  —  œ)  ix  -t-  (y'  —  y)  Jy  +  {z'  —  z)  jz]  =  0. 

E  poichè  il  mOTÏmento  inflnitesiiDO  che  si  opéra  nel  sistema  tra  il 
ce$sar  délia  compressîone  ed  il  comincîar  délia  restituzione  dod  ne 
allera  i  legami,  sarà  lecilo  di  assumere  queslo  moto  corne  uno  degti 
spostamenli  virluali  posaibili  del  sistema.  Nella  formola  précédente 
possiamo  adunque  porre 

JiE=(a:'  — ûa:')(i(,      iy  =  {y'~e^y')it,      ^x  =  (^  —  ^z')dt, 

ed  allora  essa  diviene 

i:m[(3^  —  i){kx'  -*-i)-i-{y'  —  y){ky'  -*-y)^(z'  —  'z)\kz'-*-  x)]  =  0, 

ossia ,  sTilappando 

(a)      T^m[k{x''+t/*-*-s")—^—y'—k*-t-{t—k)(,x'xi-y'y+!^z)]=0. 


vv  cot.  (cp)  zz  x'x  -t-  y'y  •♦•  z'z. 


Inollre ,  la  vdocità  perduta  dal  punto  m  essendo 

«=  rtf.(o  ,  —  t>), 
si  ba  pure 

vv  coi.(vv)  ^ . 


SostitneDda  nella  (a)  qaeste  relazioni ,  viene 


0  =  £ml  An*  ■ 


=  Jïm[(I  -I-  *)(e»  —  tj»)  —  (I— A)u"J  , 


ed  infine 


CorotJ.  1*.  Pel  caso  limite  di  A  =  I ,  si  ha 
Emc*  —  Emo*  ^  0  , 

Taie  a  dire  :   NeW  urlo  de'  eorjti  perftttamente  ela 
ferdita  di  forza  viva  ; 

2".  Pel  caso  di  A  =  0 ,  si  ha 


rate  a  dire  :  NeW  urto  de'  corpi  perfettamente  ineta\ 
di  forza  cica  è  maaslma,  ed  i  uguale  alla  farzi 
pondtnte  aile  vehcità  perdute  ; 

3*.  In  générale.-  Ogni  urto  tra  i  corpi  naturali  i 
àa  una  perdila  pià  o  mena  grande  di  forza  viva. 

349.  PioF.  11.  La  forza  vira  di  un  sistema,  nel  c; 
ne,  si  accresce,  e  l'aumento  è  uguale  alla  forza  rivi 
te  aile  velocità  acquistau  da  ciascuno  de'  punii  del  ! 
dire  : 

Emu"  —  Emc*  ^  Emu* 

dove  V ,  V  sono  le  velocità  del  pnnto  materiale  m ,  i 
prima  e  îmmediatamenie  dopo  l'esplosione,  ed  u  è  li 
stata  neir  atto  deir  esplosione ,-  talcbè 

ti  =  m.(r,  m),    ed    ti  =  ri>.(tj,  — r' 
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DiM.  Lo  sposiamento  virluale  ne'puntî  de!  sistema  puè  farsi  ugiia- 
le  al  movimeato  che  vi  si  opéra  siiU'  inizîarsi  dell'  esplosione,  valc 
a  dire  neiristante  în  cui  i  legami  sono  ancora  indipendcnti  dal  tem* 
po.  Ne  segue  che  neir  eqnazione 

^m[x'êx  -♦-  yjy  -♦-  z'^z)  =:  Zm{xix  -¥'  y^y  -h  zéz) , 

che  esprime  il  lavoro  virluale  délie  quantità  di  moto  ebe  banno  luo- 
go  neir  iniziarsL   e  neiratto  delT  esplosione,  puè  farsi 

êx  =:  x^dt  ,     iy  =  y'dt  ,     êz  =  sidt  ; 
e  con  ciô  essa  equazione  si  mata  nella  seguente 

r«i(ar'»  -♦-  y»  H-  5'^)  =r  Tm  {x*x  ^  y'y  -+-  js'js)  , 
e  questa,  sostituendo 

ar'>  ^  t.'i  ^  2'»  =  t»  , 


x*x  -•-  t/'y  -^  zz  zz: 


««-♦-«*— tt^ 


diviene 


doDde 


Eiîit?^  =s  Stn 


w  


§.  4*.  In  che  consiste  il  principio  délia  minore  azione^ 
nel  movimento  di  un  sistema  ? 

350.  Nel  mnoversi  de'corpî  Vazion  viva  che  cîascun  punto  ma- 
teriale  m  offre  in  ogn' Estante  dl,  è  manifestamente  proporzionale  al 
prodolto  délia  sua  quantità  di  moto  (ziimu)  per  lo  spazio  ds  de- 
scritto  nel  medesimo  islante,  vale  a  dire  è  rappresentata  dalla  quan- 
tità (  Àpp.  73  ; 

muds. 
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Quindi  r  azron  viva  totale  spesa  da  qiiesto  pun^o  m  nel  passare 
âa  un  sito  ad  nn  altro  délia  sua  traieltoria   sarà   espressa   daU'in-^ 
tegrale 

Jtnuâs  . 

La  somma  1^  délie  azioni  vive,  Consumàla  dal  sistèma  dî  tutti 
i  punli  materiali  m  allorchè  da  una  posizîone  passa  ad  un'altra  del- 
lo  spazio  spontaneamtnte  (cioè  sotto  la  sola  inflaenza  délie  forze  ebe 
lo  aDÎmano),  sarà 

V  r:  tfmuds  . 


)1  principio  délia  minore  azione  consiste  nella  segùente  .' 

351.  Proposizionë.  Sussistendo,  il  principio  délie  forze  vii)e  ,  e 
la  funzione  délit  forze  Zm(J[dx  -»-  Ydy  -+-  Zdz)  esitendo  un  diffè- 
renziale  esatto  "rz  dU  f  corne  snole  accadere  ne'moti  délia  natura), 
a  pasàaggio  spontaneo  di  un  sistema  di  piinti  materiali  m  da  una 
posizione  ad  un'altra  si  suol  fare  col  minot  dispendio  possibile  di 
azion  viva,  va  le  a  dire  le  traieltorie  che  scguono  spontaneamente  i 
punti  materiafi  del  sistema)  tra  le  varie  vie  non  impedîte  dai  loro 
legaml,  soglîono  esscr  precisamente  quelle  per  le  quali  si  ottiene  la 
minore  spesa  possibile  di  azion  vîva. 

DiM.  Per  mettere  in  chiaro  la  verilà  di  quesla  proposizione ,  con- 
Tien  dapprima  dimostrare  che  per  un  cangidmento  infinitesimo  nel- 
le  traietiorie  de'  punti  m ,  comprese  tra  i  loro  estremi  fissi  di  par- 
tenza  e  di  arrivo  f  la  variazione  deirazion  viva  F  è  =  0,  cioè  con- 
Yien  dapprima  dimostrare  la  formola 


^r  =  ^tfniuds  =:  0  ; 

la  qoal   condizione  corrisponde  tanto  al  valor  minimo,    quanto  al 
valor  massimo  di  F. 

I.  Esegoendo  la  differenzîazione  ^  sotto  il  punto  di  vista  del  can- 
giamento  infinitesimo  délie  traiettorie  de'  punti  m  ,  si  ha 

àV  =  Zfmi{uds)  ==  z/m{^ud$  -*-  uids) . 

Cerchiamo  di  trasformare  ciascuna  dclle  due  parti 


:^md\ids  ,     ^mujdê  . 
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1.  Quanto  alla  prima  ,  sostîiiiendo  dt  s:  udt ,  TÎcne 

Xmiudt  =z  idt^mi.u*. 

Qui  si  avverta  che ,  neir  equazioae  délie  forze  vive  (343) 

r  =:  }  Emu'  =:B  -t-  C(x,  y,  z,  «',...  )  , 

la  forma  delta  foniione  U  si  dee  conservare  la  medesima  per  ognî 
cangiamento  inGnitesimo  ne'pnnti  délie  iraiellorie  Domiaaie  ,-  esien- 
dochè  le  forze 

X-iH  Y-^y.  z-^ 

dx  '  dy  '  dz 

si  coDservano  ,  per  sapposizione  ,  le  medesime.  Ne  consegnîla  che 
cotesta  eqiiazione  ,  difTerenziala  per  j,  dîviene 

■rr  =  à2mrf.«'  r:  jC  =  'S.mlXix  •*-  l'/y  -t-  Ziz)  , 

di  cui  r  ultinio  membro  ,  rappreseotando  il  lavoro  virluale  délie  for- 
ze sollecitanti ,  è  ugualc  a 

_    ld*x  d'y  d'z     \ 

ossîa  ,  è  =  al  lavoro  corrispondente  délie  forze  d'  inerzia.  Donque 
/d'x  d'y  d^s,    \ 

2.  Quanto  alla  seconda  parle  "Smuidi,  se  differenziamo  per  i  la 

((,a  —  (fx*  -».  dy*  -t-  dz' , 
e  dÎTidiamo  per  2dl ,  si  ottiene 
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donqiie 


'2muéd8  =  2m  ( -jr  dix 


Éld^  H-  Éli^^)  . 


Riunendo  i  valori  trasformati  deHe  due  parti  ^m^uds,  'S^mmds , 
onde  si  compone  la  éSmuds  , 


ayreioo 


/dx  dy  dz      \ 


e  per  conseguenza  ,  integrando , 


(dx  d\i  dz      \ 

7,m{—4x  -♦-  -^êy  -+-  -j-^^))    ' 

do?e  per  gl'  indicl  0  ,  1  apposti  alla  parentesi  si  tuoI  sîgnificare  , 
che  ail'  espressione  inchisa  deve  darsi  successîvamente  il  valore  che, 
nel  sislema  ,  corrisponde  alla  posizione  di  partenza  ed  alla  posizîo- 
ne  di  arrivo  ,  e  poi  sottrarre  il  valore  iniziale  dal  valore  finale.  Ma 
in  queste  posizioni  estreme,  supposte  /?5«a,  son  nulli  gU  spostamen- 
fi  virtuali  {dx  ,  êy  ,  ix),  Dunque 

cTF  =  ilfmuds  z=,  0  . 

Cosi  è  provato  che ,  per  ogni  cangiamento  infinitesimo  délie  tra* 
iettorie  concilîabile  coi  legami  del  sistema  ,  la  variazîone  deU'azioir 
viva  V  è  nulla  ,  e  che  perô  il  valore  di  F  è  in  générale  un  massi- 
mo  od  un  minimo. 

II.  Dico  ,  in  secondo  luogo  ,  che  a  cfF  zi  0  suol  corrispondere 
il  valor  minimo  délia  funzione  F.  A  questo  fine  osserviamo  che  nel- 
)'  equazion  délie  forze  vive 

jEtntt"  ==  H  +  r, 

la  velocità  u  de'  punli  in  moto  è  compiutaniente  determinaia  dalla 
loro  posizione  (x ,  y ,  z)  ,  senza  dipendere  affatto  dalla  direzione 
del  loro  cammino.  Supponianio,  per  esempio,  che  si  traiti  di  un  sol 
punto  materiale  m,  talchè  si  abbia 

mu^  =r  2[Z7(x,  y,  jj)  h-  F], 


e  consideriamo  la  direrse  snperQcie  successive  rapprcseiltaie  dall'  e^ 
quazioni 

V(x,  y,  z)  =  Ct,    =  C,  ,    —  C,  ,    etc., 

esseDdo  C,  ,  C,  ,  Cj ,  etc.  diverse  costanli  arbUrarie.  Ë  manifesto 
chc  il  punio  m  (qualunque  sia  la  traietioria  clie  gli  è  dato  di  per- 
Gorrcre)  nell'  attraversare  le  dette  superricie  avrà  sempre  le  vélocité 
espresse  dalle  formole 

-2{If-4-C.)  ,  2(ff-t.C.1 


e  d'  altra  parte  coteste  superflcie  C,  ,  C,  ,  etc.,  nel  moto  del  piinio 
m  ,  si  succedono  ad  intervalli  iiifinitesimi,  o  a  dïr  meglio  per  con- 
itnuità. 

Cio  posta,  la  tuiti  quei  casi  in  cui  aile  traietlorîe  segiiite  spoD- 
taneamenie  dut  punti  del  sislema  si  possono  sostitiiire  traiettorie  uon- 
Urmine  e  più  lunghe,  il  valor  dell' intégrale  •sjm»ds  poirà  crescere 
evidentemente,  e  quiadi  non  ammetierâ  un  valor  massitno;  ed  c  ci6 
che  suole  accadere. 

332.  Scolio.  Quaodo  del  sistema  mobile  non  si  suppone  fisso  il 
Inogo  di  parlenza  e  di  arrivo,  allora  nel  prendere  la  variaziooe  ' 
deir  equazione 

T  =  H  H-  U, 

coDvien  Tar  variare  ancbe  H  ;  onde  si  avri 

iT  zz  iH  -^  êV  , 

e  per  conseguenle  (in  vinii  dclla  dimosirazion  che  précède)  si  iroveri 

Da  qji,  integrando  rispctlo  al  tempo  t  a  comiactare  da  t  ^  0, 
si  ricava 


Ora  notiaoïo  che,  qnantto  gli  spostamenti  virluali  del  sistema  dipeD- 
dono  dalla  variazione  dellc  sole  quantilà 


essendosi  irovaia  (338)  : 

dT       ^    l   ,  dx         ,  du         ,dz\ 

se  neir  espressione 

(dx  dv  dz      \ 

si  Gosiiluisce  ' 

.    _  dx  dx  dx , 

Ht  Ha  Hm 

e  lo  stesso  si  fa  per  Jy  ,  jz,  si  raccoglierà 

/dx  dy  dz     \  , 

\li     "^  Tt^  "*"  di     )  ^  ^*  ^'  "**  P»-^» ■■■■■*'P-'^î-  ' 

e  la  (I)  si  mulerà  nella  seguente 

la  <iuale  si  pno  anche  rigiiardare  corne  la  variazione  délia  qaanliiâ 
F,  corrispoDdenle  ad  un  cangiameoto  infinilesimo  nella  posïzione 
iniziale  e  llnale  del  sistema.  Si  avranno  cosi  le  relazioni 


/    rfr  _  dV_ 

1      Jî.-P"  dq. 


scoperte  dal  Sig.  Hamilton  ,  considerando  F  corne  funzione  délie 
quantiià  (ff,  g,,  q^,...  q^,  J*,  .  î*, ,  ...  g*,)  relalÎTC  alla  posizionc 
iniziale  e  finale  del  sistema. 
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CAPO  111. 


Calcote  deU*eflfetio  «elle 


Legge  a  eui  è  soitomcsso  il  moto  délie  Macchine.  Latoro  délia 
Potenza  e  délia  Resistenza.  Condizion  délia  uniformità  e  delV  ac- 
celerazion  del  moto.  Latoro  resistente,  distinto  in  utile  ed  in  pat^ 
êivo.  Rendita  di  una  Macchina.  Jmpo$$ibilità  del  moto  perpetuo. 
Volanti  e  Regolatori.  Utilità  délie  Macchine. 

353.  In  ogni  Macchina  avYi  qaesto  di  proprio,  che  i  legami 
dellc  parti  si  possono  riguardare  corne  esplicita mente  indipendenti 
dal  tempo ,  e  che  il  moto  dell'  una  parte  trae  seco  il  moto  di  cia- 
scnna  délie  altre.  Uoa  sota  eqnazione  basta  quindi  pcr  determinar  la 
legge  di  questo  moto,  e  la  più  acconcia  si  è  tro?ata  esser  quella 
deile  forze  vive 

J(Swu»  —  J^mu\)  =zfzFdf, 

t 

dove  la  somma  s  si  estende  nel  primo  membro  a  tatti  i  pantî  del 
ftistema,  e  nel  secondo  si  riferisce  al  lavoro  di  tutte  le  forze  che  vi 
agiscono. 

N.  B.  In  appresso  snpporremo  che  a  I  =  0  corrisponda  Smu \  z^O, 
cioè  terremo  dietro  al  moto  délia  macchina  a  partir  dalla  quiele,  e 
pero  applicheremo  il  principio  délie  forze  vive  sotto  la  forma 

f  ZFdf  =  iJ:mu^ . 

Nella  macchina  in  moto,  il  lavoro  di  tatte  le  forze  accumulatosi 
nel  tempo  r=  /,  e  che  è  rappresentato  dair espressîone 


/"SW/-. 


si  compone  di  due  parti  diverse,  I' una  positiva  e  l'altra  negativa. 


377 

La  parte  positiva  si  dice  lairoro  motore  •  ed  è  il  latoro  délie 
forze  moventi,  cagîoni  del  moto  deila  macchina ,  che  tendono  ad 
accelerare  le  vélocité  de'  loro  puntî  di  applicazione.  Queste  forze  si 
comprendono  tulte  sotto  il  nome  di  Potenia  :  onde  il  lavoro  mo- 
tore  è  il  lavoro  délia  Potenza, 

La  parte  negaliva  si  dice  lairoro  refllstentet  ed  è  il  lavoro 
délie  forze  resisienti,  cioè  délie  forze  che  si  debbono  vincere ,  e  cbe 
tendono  a  ritardare  le  vélocité  de*  loro  punli  di  applicazione.  Que- 
ste forze  si  comprendono  tutte  sotto  il  nome  di  Renâatenaa:  on- 
de il  lavoro  resistente  è  il  lavoro  délia  Resistenza, 

Il  lavoro  motore  ed  il  lavoro  resistente,  accumulatisi  nel  tempo 
=  t  y  si  dinoteranno  per 


*m  I 


4; 


onde  il  principio  délie  forze  vive,  applicato  aile  macchîne  in  moto, 
sarà  espresso  dall'  equazîone 


M) 


x„  —  r,  =  J  rmu"  , 


la  quale  signiHca  che  : 

À  partir  dalla  quiète,  V  iccesso  del  lavoro  motore  sul  lavoro 
resistente  è  uguale  alla  meta  délia  forza  viva  acquistata  dalla  mac^ 
china.  Questo  eccesso  di  lavoro  motore  si  accumula  quindi  o,  corne 
suoi  dirsi  ,  s'  immagazzina  nel  corpo  délia  macchina  sotto  forma 
di  forza  viva ,  pronto  a  ricomparire  o  a  manifestare  i  suoi  effetti , 
ove  Tazion  délia  Potenza  s*  indebolisca  a  fronte  délia  Resistenza,  e 
massime  se  venga  improvvisamenle  a  mancare. 
a).  Coroll.  /.  Il  moto  délia  macchina  di  venta  e  si  conserva  uniforme 
quando  il  lavoro  attuale  delta  potenza,  espresso  da  dLm  ,  diventa 
e  si  conserva  egoale  al  lavoro  attuale  délia  resistenza;  vale  a  dire 
qvando  arriva  a  stabilirsi  e  a  conservacsi  Teguaglianza 


dL^  =  dLr  . 


In  questo  caso  è  manifesto  che  neir  equazîone  (A)  il  primo  membro 
si  mantiene  inalterabile,  perché,  ad  ogn'  istante,  di  quanto  cresce  il 
lavoro  délia  potenza,  di  tanto  cresce  il  lavoro  délia  resistenza.  Laon- 
de ,  ridotta  la  macchina  a  stato  permanente ,  il  lavoro  motore  che 
si  va  accufflulando  è  uguale  al  lavoro  che  si  efleltua  in  pari  tempo 
dalla  resistenza ,  cioc  L^  =  £^ ,  contando  il  lavoro  a  parlire  dallo 
stato  uniforme. 

4» 
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H  luolo  délia  macchina  diventa  c  si  conserva  aceelerato  o  riiar* 
daio ,  quando  il  lavoro  attuale  délia  potenza  dÎTenta  e  si  inanliene 
siiperiorc  od  inferiore  al  lavoro  atluale  dclla  resisienza. 
b).  Corail.  IL  \\  secondo  menibro  deir  eqiiazione  (A)  cssendo  sem- 
pre  positivo  finchè  dura  il  moto,  il  lavoro  niotore  délia  macchi- 
na ,  a  parlire  dal  suo  aituarsi ,  è  sempre  maggiore  del  lavoro  resi- 
stentc.  Ma,  se  si  considéra  il  moto  in  lutta  la  sua  durata,  cioè  dal 
suo  primo  avviarsi  flno  al  suo  cessare,  in  cui  torna  £m«^  z=  0,  è 
palese  che  si  avrà 

vale  a  dire  :  Nella  intera  durata  del  moto  délia  macchina,  il  lavo- 
ro délia  potenza  é  uguale  al  lavoro  délia  resisienza, 

354.  La  resisienza  si  compone  di  due  parti,  l'una  utile,  e  Tal- 
Ira  passiva. 

La  resistcnza  utile  è  costiluita  da  quelle  forze  che  nasco- 
no  dair  opéra  medesima  che  si  vuot  produrre ,  come  sollevar  pesi , 
modificar  la  forma  di  cerli  corpi,  elc. 

La  resisteiiKa  pasviva  è  costiluita  da  quelle  forze  che  si  svi- 
luppano  nelle  varie  parti  délia  macchina  a  causa  del  suo  moto ,  e 
che  si  dee  cercarc  di  attenuare  e  di  evitare  per  quanto  è  possibile. 
Tali  sono  V attrito,  la  rigidezza  délie  corde,  la  resistenza  de'mez- 
zi ,  la  comunicazion  del  moto ,  le  scosse ,  le  oscillazioni. 

Il  lavoro  délia  resistenza  si  compone  quindi  di  un  lavoro  utile, 
e  di  un  lavoro  passivo ,  lavori  che  denoteremo  rispeuivamente  per 
Lu  ,  Lp,  Cosî  abbiamo 


tir    <-^    Liit 


JLm   • 


Nella  intera  durata  del  moto  délia  macchina  il  lavoro  motore  L^ 
essendo  uguale  al  lavoro  resistente  L^,  sarà  pure 


Lm    — ^  Xit 


e  per  conseguenle 


are 

I)  rapporto  del  lavoro  mile  al  laTOro  molnre  si  dîce  rendila 
délia  aiacoiilBa.  e  la  macchina  è  tanto  più  rantaggiosa,  quan- 
to  più  quesio  rapporte  ,  tempre  inftriore  aU'untlà,  si  arvicina  a 
«laeslo  timite. 

355.  È  adunqne  imiiossibile  per  meizo  Ai  iina  macchina  di  mot- 
tiplicare  il  lavoro  dellit  poicnza,  ed  a  piii  forle  ragionc  di  prodiir- 
re  il  moto  perpttuo,  non  polendo  sosienersi  la  coniinuaiîon  dul  mo- 
to se  non  inUrvenga ,  a  ripararoe  le  pcrdite,  l'azlone  sia  continua, 
sia  periodica,  dclla  poienza. 

356.  Il  niDto  délie  macchine  è  ordtnaria mente  soggelto  a  *ariazioDi 
periodicbe.  Ma  se  calcolianio  quanto  lavoro  utile  si  produce  in  uno 
di  questi  perîodi  dî  tempo,  si  potrà  intender  sosiiiuito  al  moto  pe- 
riodico  un  moto  média  unirorme  che  ofTra  un  medcsimo  lavoro  utile, 
la  générale,  per  la  buona  eaecuzion  délie  op«re  suoi  essere  iodit- 
pensabile  che  il  lavoro  utile  si  awicinl,  il  piii  possibile,  all'uniror- 
mità.  A  ciô  si  provrede  cogli  appareccbi  cbiamati  Yolanli  t  tttgo- 
latori. 

Al  Volaate  si  Ah  la  forma  di  una  riiota  di  cui  la  massa  è 
quasi  lutta  alla  circonrerenia,  acciocchè,  lotio  il  minimo  peto,  of- 
fra  il  matiimo  nwmenio  d'inerzia.  Se  si  dinota  per  S  il  moroento 
d'inerzia  del  v<riante  iitiorno  all'asse  di  rotaiione,  e  per  9  la  sua  ve- 
locità  angolare,  la  sua  forza  viva  sarà  ^=S9*.  L'equazion  délie  for- 
ze  vive  diverrà 

r„  — £,  =  ètm««-t.iStf". 

Da  qui  apparisce  che,  quanto  più  sarà  grande  il  momento  d'iner- 
zia S,  tanto  meno  occorrerà  che  avvenga  mutamento  in  6  allorcbè 
il  divario  de'  due  lavori  Z«.,  L,  divien  massimo.  E  si  rede  inollre 
potersi  deterniinare  il  Votante  in  guisa  che  le  rariaiioni  délia  telo- 
cilà  9  siano  comprese  dentro  limiti  convenevoli. 

I  Kesolnlorl  délie  macchine  sono  apparecchi  di  forma  Taria- 
bile,  destinali  a  modcrnre  la  tropjio  rapida  accclerazione,  o  la  trop- 
po  rapida  diminuzione  di  lelocità,  oOVendo  maggior  resistenza  quan- 
do  il  moto  si  accéléra ,  e  minore  quando  il  moto  si  ratlenta.  Tîpo 
de'Regolalori  è  quello  a  forza  cenirifuga.  In  alcuni  casi  adoprasi  pure 
il  Volante  mnniio  alla  circonferenza  di  alî  che,  batlcndo  l'aria,  in- 
contrano  una  resistenza  maggiore  o  minore  seconjlochf  il  moto  è 
pin  o  meno  rapida. 

N.  B.  Quando  si  è  provveduto  aile  condizioni  di  solidttà ,  importa, 
jier  l'economia  délie  spese  di  costruzione,  e  per  la  diminuzion  de- 
gli  attriii  e  di  altre  resistenzc  passive,  che  la  massa  totale  délia  mac- 
china sia  la  più  piccola  possibile. 
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357.  In  una  maccliiha  si  debboito  dïstinguere  tre  parli  ;  f*.  la 
parte  ilesl'maia  a  ricevere  il  tavoro  molore,  sulla  quale  agiscono  dï- 
rcitamente  le  forze  moTenti,-  2'.  la  psrie  destinau  a  pntdurre  il  la- 
Toro  nlile.sopra  cuî  agiscono  direttamenlc  le  resisicnze  Utiltj  3*.  la 
parle  intermeitii ,  desiinata  a  legare  l'iina  coll'altra  )e  dae  prime. 

La  Hacctalna  si  definUce  un  apparecchio  dalinalo  a  tratmtt- 
tere  e  a  tratformare  il  lavoro  délia  Potenza. 

Nel  trasfomiare  il  lavoro  catia  polenza .  cià  rhe  si  guadagna  m 
forza  ti  perde  in  tempo;  e  viceversa.  Ter  inlender  qiiesfa  massima, 
oaserviamo  che  il  lavoro  attuale  di  una  polenza  è  giustamente  rap- 
presenlalo  dal  prodollo  di  due  faitori ,  il  primo  de'  qtiali  è  la  Tor- 
za  délia  pntenza,  ed  il  secondo  la  velocili  del  punto  di  apptirazion 
délia  potenza,  siimala  nel  senso  délia  sua  direzioDCj  esiendo  evî- 
denle  che  il  lavoro  divien  doppio,  iriplo,  etc.  con  ciascuno  di  que- 
sti  faitori,  rimanendo  1'  allro  cosianle.  Cio  posto,  è  manifesto  che 
il  lavoro  di  una  potenia  non  si  poô  Irasformare,  conservandolo  co- 
Giante,  che  diminuendo  1'  uno  di  que'  fattori ,  ed  in  proporzion  in- 
veriia  accrescendo  l'aliro. 

358.  L'  ulililà  délie  maerhine  consiste  ne'  mezzi  che  presentano, 
non  solo  per  aimare  e  meglio  applicare  le  forze  dell'uoaio,  ma  prin- 
cipalmentc  per  sosliluire  a  qucsie  forze  quelle  degli  animali,  e  so- 
pratntto  quelle  degli  agenii  naiurali,  corne  la  cadnia  de' gravi,  l'ur- 
to  de'  venli,  î  cangiamenii  di  siato  prodotli  dal  calore,  elc. 


LIBRO  IV. 


Principil  fond  a  mentait  délia  neceanlea  de*  flaidi. 


Nozioni  preliminari,  Fîuidi  :  liquidi  ed  aeriformi  ; 
vapori  e  fluidi  permanenti. 


359.  I  corpi ,  considérait  rispetto  alla  coesione  piii  o  meno  gran- 
de délie  loro  parlicelle  o  molecole,  si  distînguono  in  solidi  ed  in 
fluidi.  1  flaidi  si  dilTerenziano  dai  solidi  per  la  propriété  che  han- 
no  le  loro  molccole  di  cedere  e  scorrere  sotto  Vazione  del  più  leg* 
gero  impulso.  A  qiiesta  proprielà  si  dà  il  notne  di  fluidità,  la  qoa- 
le  è  più  0  meno  perfetta  sccondo  le  diverse  specîe  di  fluidi,  corne 
acqua ,  mercurio ,  aria  etc.  Segne  da  questa  dcfinizione  che  i  fluidi 
non  hanno  figura  o  forma  propria,  ma  la  ricevono  dai  vasi  che  1i 
contengono.  I  fluidi  si  distinguono  in  liquidi  ed  in   aeriformi, 

360.  I  liquidi  si  dicono  ancora  fluidi  incojnpresgibili ,  non  per- 
ché siano  tali  assolulamenie,  ma  perché  non  si  comprimono  in  un 
modo  sensibile  che  sotto  pressioni  straordinariamente  grandi. 

361.  I  fluidi  aeriformi  sono  comprcssibili  e  si  riguardano  corne 
dotati  di  una  clasticità  perfetta ,  onde  souo  chiamati  fluidi  elastici, 

I  fluidi  elastici  si  distinguono  in  permanenti,  corne  F  aria  at- 
mosferica  e  i  differcnti  gas,  e  in  non  permanenti,  come    i  vapori. 

362.  I  vapori  sono  fluidi  elastici  che  godono  di  questa  propriété 
singolare,  che  uno  spazio  dato  non  puo  contenere ,  per  una  data 
temperatura ,  se  non  una  quantità  determinata  di  rapore  ,  e  cosiffat- 
tamcnte  che  quando  il  vapore  ha  raggiunto  questo  limite ,  per  poco 
che  venga  a  diminuire  vuoi  lo  spazio ,  vuoi  la  temperatura ,  una  por- 
zion  di  vapore  si  liquefà.  L'esperienza  inoltre  ha  provato  che  questo 
maximum  di  vapore  è  lo  stesso,  ad  egual  temperatura,  o  lo  spazio 
dato  sia  vuolo  affôtto,  o  pieno  d*aria  più  o  meno  dilatala ,  più  o 
meno  compressa. 

La  densità  del  vapore  è,  in  générale,  poco  considerabile  relati- 
vamente  a  quella  del  liquido  da  cni  si  svolge ,  ma  puo  divenir  nota- 
bîlissima  in  alcuni  casi  speciali.  Per  esempio,  si  concepisca  un  liquido 
che  occupi,  per  un  terzo  od  un  quarto,  la  capacità  di  un  vaso  chiusa 
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<la  ogn'intomo;  se  s'inalza  la  temperatura  ad  un  altisstmo  grado, 
il  liqiiido  tutia  intero  si  trasinuierà  in  un  vapor  traspareaU.  Or  qui 
«  chiaro  che  qtiesto  vapore  ha  una   densilà  che   è   un   lerzo  od  un 
quarto  di  quella  che  aveva  allô  slato  liquido, 

363.  L'aria  g  i  gas  sono  cliiamnli  lluidî  permanenti,  SEbbeue 
Bia  molto  verosimile  che  possano  csser  liqueralti  per  una  foriisstma 
compressione,  o  pcr  un  grandissimo  rafTicddamento,  cio  essendosi 
veri6<^to  HspeUo  ad  alcuni  di  essi. 

La  Meccanica  i  Idrosiailca  neircquilibrio  de'fluidi,  e  Idr<»- 
dlnamlcn  ne' loro  iDOvimenli. 
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PARTE  PRIMA 


IDBOSTATICA 


SEZionifi  I* 

Dell'  equilibrio  de'fluidi,  qualunqde  sià  la.  natvrà  delle 

FORZE  CHE  SOLLECITANO  LE  LORO  PARTICELLE. 

CAPO  I.  Pressione  idrostatica  ;  sua  eguaglianza  per  ogni  verto  in  un 
datv  funtOj  e  sua  egual  irasmissione  in  iutta  l'  estensione  del 
fluido.  La  pressions  idrostatica  puà  adoptrarsi  a  modo  di 
ma  échina. 


364.  Proposizionb  I.  La  pressione  di  un  fluido  eontro  una  super- 
ficie infinitesima  dk  ,  puà  aversi  corne  opérante  con  eguale  inten- 
sité p  in  ogni  punto  di  essa  superficie,  ed  è  zn  pdk,  cioè  uguale 
al  prodotto  di  taie  intensità  per  V  estensione  délia  superficie  premuta. 
DiMOSTRAzioNE.  Prioiierainente  osservianio  che,  întendendosi  per 
qnantîtà  infînîlesima  quella  che  è  destinais  a  svanîre  alTatto  neglî  ulti- 
m\  risaîtati  (App.  pag.  41),  se  la  superficie  premuta  dk  si  suppone  in- 
finitesima, si  puo  ammetlere  eyidentemenle  che  la  pressione  opéra  con 
eguafe  întensiià  e  direzione  in  ogni  punto  di  simile  superficie.  In  se- 
condo  luogo,  le  azîoni  p  délia  pressione^  siccome  uguali  e  parallèle, 
si  comporranno  în  una  forza  unica,  applicata  al  centro  di  gravita  dî 
dk,  e  di  più  =zpdk,  essendo  chiaro  che  questa  forza  nnica  si  rad- 
doppia ,  tripfica  etc.  sia  cbe  si  renda  doppia ,  tripla  etc.  la  intensità 
p  delle  azioni  uguali ,  sia  che  si  renda  doppia ,  tripla  etc.  la  super- 
ficie premuta   dk  (App.  73). 

L' intensità  p  della  forza  con  cui  un  fluido  preme  una  superlieie 
in  un  dato  punto,  si  chiama  la  pressione  idrostatica  del  fluido  in 
qoesto  punto. 

N.  B;  Allorchè  nn  fluido  riposa  in  equilibrio  sotto  1*  azione  di 
forze  date,  è  manifesto  potersi  concepire  che  in  itna  parte  qualsivoglîa 
di  esso  tutti  i  punti  maleriali  ond'è  formate  (rimanendo  ciascuno  al  suo 


posto)  vengano  a  cotlegarsi  înTariabi)  mente  Tra  loro,  e  ci6  seazn  che 
in  niilla  scompongasi  l'equilibrio  del  Huido  ;  vale  a  dire,  nienie 
c'  loipedisce  di  concepire  ,  in  equilibrio  deniro  il  fluido,  un  corpo 
Eolido  costUuiio  corne  il  fluido. 

365.  Pbop.  II.  La  pretsione  idrostatira  di  wn  fJuido^in  equili- 
brio, considerata  m  uno  quatunque  M  de' suoi  punti  inlerni ,  è 
vguale  per  ogni  veno,  vale  a  dire:  comunque  si  rivolga  inlorno  al 
punlo  M  la  direzione  délia  super/icie  infinileiima  dk  ,  la  pressions 
coniro  una  faccia  di  qiteila  superficie  si  conserva  sempre  la  mede- 
tima  {llg.  77). 

Diu.  Uenotiamo  per  dm  la  massa  Ai  una  molecola  lliiîda  inflni- 
tesima,  per  dv  il  volume,  e  per  q  la  densilà:  qucsle  ire  quantiti 
sono  vincolaie  dall' equazitne  {App.  73) 

dm  =  qdv. 

Ognt  molecola  Qiiida  dm  sia  solljcitata  da  iina  forza  accélératrice  B 
di  cui  le  componenti  second»  tre  assî  reiiangolarî  Ox,  Oy,  Oz  si 
egprimauo  in  générale  per  F,  Q ,  H .  La  forza  motrice  Fdm  gara 
composta  dclle  tre 

Pdm=:qPdc,      Qdm  =  qQdv.       Rdm^qRdv, 

le  quali  sogliono  cangiar  di  valore  passando  dall' iina  aU'alIra  mo- 
lecola ,  e  pero  le  quantità  q ,  P,  Q,  R  si  debboiio  riguardare  come 
Tunzioni  dclle  coordinatc  x,  y,  z  del  punio  dove  si  irova  ta  mole- 
cola  dm. 

Ciô  slabilito.  separiamo  col  pensicro  ncll'  inlerno  dcl  fluido  un  Tilo 
cilindrico  Mil'ifig.lS) ,  iniînilauiente  soliile,  parallcio  airasse  Ox. 
e  troncato  a  distunza  liniia  ne'punli  M(x,  y,  z)  cd  Aî'(x',  y,  s) 
dalle  duo  basi  «,  x'  înclinaie  comunque  ira  loro.  La  limghezza  fiuiia 
di  questo  tronco  gara  espressa  da  x'  —  x.  Denoiiamo  per  u  1' arca 
délia  sezioiic  Tatta  nel  uiedesimo  pcrpendicolarmcnle  uU' asse  Ox: 
r  area  a  rappresenterà,  nel  piano  dov'è  conienuia ,  la  projczione 
di  ciascuna  dclle  due  basi  »,  s'  sopra  lo  stesso  piano,  e  si  avrà 
dalla  geooietria  analitica  {App.  29) 

a  ■=:  scos.{ia')  z=  —  t'cos.{s'a). 

11  cilindro  MM'  st  concepisca  diviso  in  parlieelic  dv  per  mezzo  4i 
piiini  paralleli  al  piano  yz,  ossta  in  cilindretû  di  base  a  c  di  altcz- 
za  Jx,  cosiccbc  si  abbia 

da  z^adx  ,     dm  ■=  qdc  n  aqdx. 
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Supponiamo  adesso  che,  senza  Ilirbar  l'eqnilibrio,  il  Rio  o  ci- 
lindro  fluido  laiU'  divenga  solido.  Se  tiilte  te  forze  che  lo  tengono 
in  equilibrio  si  proiettano  sopra  una  reita  qiialunqne,  noi  sappiamo 
dalla  Meccanica  che  la  somma  délie  proîezioni  debb'esserc  uguale  a 
zéro.  Cerchiamo  adunque  dî  esprimere  analiiicamenie  (per  cgtiagliar- 
ne  a  zéro  ta  samma)  le  pioiezioni  sull'  asse  Ox  di  tulte  le  forze 
che  agiscono  sul  noslro  citindro,  cioè  tanlo  délie  jirettioni  applica- 
le  alla  sua  supertlcie,  quanto  délie  {orze  molrici  Fdm  die  solleci- 
lano  le  masse  dm  délie  sue  niolecole. 

I.a  proiezione  sull'asse  Ox  di  ciascuna  di  queste  forze  Fdm  es- 
sendo  espressa  per  P.qadx,  ta  somma  délie  proiezioni  dî  tutle  sarà 
daia  dnir  intégrale 

(./"'  qPdx  , 


esteso  da  on  capo  aU'allro  del  cilindro. 

La  superOcie  latérale  del  cilindro  MSI'  essendo  (per  Bupposizio- 
ne)  parallela  ail'  asse  Ox,  le  pression!  del  (luido  coniro  la  medesi- 
nia  ovranno  tutie  una  direzione  perpendicolare  ail'  asse  Ox,  e  per 
consrgitente  le  loro  proiezioni  su  quest'asse  saranno  eguali   a  zéro. 

Le  pressionl  del  fluido  coniro  le  due  basî  (,  s'  del  cilindro,  sia- 
no  iodicate  da  pi,  p't'  ;  le  loro  proiezioni  sull'asse  Ox  saranno 

picoi.fpx)  ,        p't'cot.(p'x)  . 

Ma,  essendo  le  direzioni  dette  pression!  p,  ;>'  e  dell'asse  Ox  ris- 
pettivamenie  perpendicolari  ai  piant  dette  aree  i,  t' ,  a,  si  ha  per 
un  noto  tcorema 


ros.(px)  z=  coi.(ta)  =  —  , 
cos.fp'x)  =  co».(t'a)  = ,-  ■ 


Le  pression!  adanqtie  suite  duc  basi  s,  i  ,   proieiiaïc   suit'  asse  Ox 
direnlano 

picot.fpx)  :z:pa  ,     p's'coi.(p'x)  ^  — p'a  . 
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E  si  concbiailc  che,  se  le  |iressiont  tsercilate  dal  flaido  sopra 
lutta  la  supcriicie  det  cilindro  &i  proiettano  sull'asse  Ox,  la  somma 
délie  loro  pruitzioiii  si  riduce  gemplicemenie  a 

jia  —  p'a  . 

Oriuai  conoscîamo  te  proiez'ioni  snllassc  Ox  dî  tuito  le  Torze  che 
tengono  in  eqiiilibrio  il  ciliodro  MM'.  EguagtiandoDe  a  zéro  la  som- 
ma ,  oiteniamo 

pu  —  p'a  -f  ùf"  gpdx  rr  0  , 

donde,  dividendo  per  a  ed  Uolando  p',  si  Irae 

(1)1  p-  =  p^/"qPâx. 

Quest'  cquazione  Ta  palese  che,  ritenuta  lissa  la  prima  base  s  del 
cilindro  MM',  se  facciamo  girare  inlorno  al  punio  M'(ii^,  g,  z)  il 
piano  dvH'altra  base  «',  il  valore  dclla  pretHone  idrottalica  su  qae- 
sia  base  mobile  si  conservera  sempre  il  medesimo,  perché  queslo 
valore  è  stimpre  rap présenta to  dai  seconda  membro  dclla  (1),  il  quale 
non  varia  colla  direzione  dclla  base  ». 

È  adunque  provato  che  la  pressione  idrosiaiica  di  nn  fluido  in 
ei|uilibrio,  considcrala  in  uno  quulunque  de'suoi  punti  inierni ,  è 
uguale  per  ogni  rersa. 

366.  Coroli  I.  Supponiamo  cbe  le  molecole  del  fluido  non  siano 
sollecitaie  ne  dalla  gravilà,  ne  da  altra  forza  accclcralrice  ,  e  che 
perô  si  abbia  P  =:0,  ï>  =  0,  Jt  =  0.  L'  equaiione  (I)  darà 


la  quale  signiGca  che  : 

Qnando  un  fiitido  imponderaiile  i  drcotcrilto  tttllo  aW  inloritù 
da  una  iuperficie  lolida ,  se  in  una  parle  quatunque  di  etxo  ni 
produce  una  prestione  idroslatif.a  p,  quesia  pregtione  »arà  Irai- 
meeia  con  egaale  intemilà  in  tutla  ta  eslentione  del  fluido. 

Per  esempio,  sulla  superficie  solida  che  circoscrive  siiratlo  Huido 
si  Tacciano  due  aperlure,  chiuse  da  due  diafragmi  mobîli,  di  cui  le 
aree  siaoo  A,  B  (fig.  79).  Una  pressione 
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applicaia  esteriormente  al  primo   de'  due   diafragmî,   trasmelterà  al 
sccando  coll' inlerniezzo  del  tluiilo  una  pressione  =:pU,  e  per  l'e- 
quilibrio  si  richiederà   clie  il    seconde  diafragma  sia  sosleouto  da 
una  resUtenia  R  ef;iiale  ed  opposla  a  pB,  lalcbè  sarâ 

ii  :=  pB, 
G  quindi 

i»       R 

Vale  a  dire  : 

Netl'  eqiiillbrio  dt  un  fluido  circoscrïtlo  da  un»  superficie  solida, 
)a  polenza  P  e  la  resislenza  It  applicaie  a  due  diarragmî  mobilî 
(ove  si  faccia  astrazione  dalls  forze  sollecitanti)  ilanno  ira  loro  co* 
me  le  ampiesze  Â,  B  ai  eiii  diofragmi. 

367.  Corotl.  II.  Quando  un  fluido  in  equilibrio  è  solleciiato  dal- 
la gravita  o  da  altre  Torze  date,  la  pressione  idroslalica,  nel  passare 
da  un  punto  ad  un  allro  del  fluîdo,  si  comporrà  di  due  parti,  délie 
quali  la  prima  (  dappertuKo  la  slessa  )  proviene  dalle  forze  appli- 
cate  alla  superflcie  del  tluido,  e  la  seconda  (variabile  da  pnnio  a 
panio  )  è  dovuta  alla  gravita  o  ad  altre  forze  solleciianli. 

3Ë8.  Scolio.  Un  fluido  qualsivogliu,  per  la  proprieià  che  possiede 
di  trasmcitefe  in  tutti  i  versi  le  pression!  esercitate  alla  sua  superfl- 
cie, é  adoperato  tatvolta  come  una  tera  niaechina,  valevole  a  Iras- 
metlere  e  a  moltiplicare  mirabilniente  1'  elTeiio  di  nna  data  potenza. 
E  taie,  net  lorchio  idrauliro ,  i  V  ulîicio  dell'  aci[ua ,  che  trasmette 
e  moliiplica  in  una  parte  lo  sforzo  délia  potenza  appticalo  ad  un'al- 
ira  parte. 


LAPO  11.  Legge  générale  deW  equiUbrio  de'  /luidi,  etprimenU  come 
varia  da  pnnto  a  jiunto  la  prettione  idroslalica  p  intieme  col- 
la deiuilà  q  e  colla  forza  noUecilanle  F.  Quai  eondizione  dee  ve~ 
ri/icarti  perché  la  pretêione  ,  la  dentilà  e  la  temperatura  tiano 
conlanli  initemt  e  cangino  imieme  neW  interno  del  fluido? 

369.  pRop.  I.  Quando  tut  fluido  i  in  tquilihrio,  la  prettione 
idrotlatica  p,  net  pasuare  da  un  pualo  (x,  y,  s)  ad  un  atlra  Jn- 
finilamenle  virino  (x  -*-  dx  ,  y  -f-  dij,  s  -t-,  dzj  ,  dee  variare  te-t 
condo  la  legge  tspresia  daU'equazione 

{A)  dp  =  q(Pdx  -h  Qdy  -t-  Rd:)  =  qFdf , 
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tquivahnle  aile  tre 


(A). 


dx  ~ 


ilove  P,  Q,   fî-soDO  le  componenli  délia  Toria  solleciianle  F.  E  vice- 
versa  :  Se  que»ta   Itgge  li  vtrifira  per  ogni  punio  del  fluido,  il  flui-   ■ 
do  sarà  l'n  egutlibrio. 

Dm.  k  parlire  (la  un  punio  qiialunque  !U(x,  y,  z)  del  fluido  in 
equilibrio ,  separîamo  col  pensiero  un  parallelepipedo  inDnilesiino 
MM'ifig.  80),  i  cui  spigoli  contigiii  al  Teriicc  M  siano  dx,  dy,  dz, 
parattelî  agti  assi  reltangolari  Ox  ,  Oy  ,  Oz.  Quesli  spigoli  deler- 
tninano  inlorao  ad  SI  le  tre  facce 

A  =  dydz  ,        B  =  dzdx  ,        C  =:  dxdy , 

aile  quali  si  oiipongono  altretianie  fucce  A',  ff,  C  rispeitiva mente 
parallèle  ed  itguali  aile  prime,  e  separate  dalle  prime  per  gl'  inter- 
Talli  intinitesimi  dx,  dy.  dz.  Il  volume  dv  del  parallelepipedo  avrà 
per  espressioni 

dv  =  dxàydz  =  Adx  =  Bi\j  =  Cdz  . 

Fingiamo  adesso  che  ,  senza  turbar  1'  equilibrio,  il  parallelepi- 
pedo (luido  dv  divenga  solido  ,  e  cerchiamo  l'equazionî  che  ne  rap- 
presenlano  l' equilibrio  sotto  l'azione  dt  tutte  te  forze  a  cui  è  sotlo- 
mcsso.  Queste  forze  sono  le  jiregtioni  del  Hiiido  contro  le  sei  facce 
{A  ,  A')  ,  {B  ,  a')  ,  (  C  ,  C  ) ,  e  la  forza  moiriee  Fdm  com- 
po&la  délie  tre  Pdm  ,    Qdm  ,    Hdm  ,  essendo  dm  :^  tjdc  . 

Qui  giova  noiare  che  il  parallelepipedo  de  cssendo  inGnîtesioio 
per  ogni  verso  ,  1'  azione  di  ciascuna  delle  forZe  nominale  si  |>q6 
riguardare  corne  coslante  nclla  intentilà  e  nella  direzione  per  tutti 
i  puntt  deir  eMensione  in  cui  opéra.  Segue  da  questa  considerazione 
che  la  pressione  dvi  (luido  snpra  una  qnalunque  delle  sei  facce 
(.t  ,  A')  ,  (0,  O),  iC,  C  )  si  pnà  riguardare  corne  una  forza  sp- 
plïcala  perpcnitii-olarmenle  at  ccntro  di  gravita  di  quesia  faccia  ,  e 
che  le  tre  forze  l'dm  .  Qdm  ,  Rdm  ,  sollecilanlî  ta  massa  dm  ,  si 
possono  riguardare  comc  applicate  al  cenlro  di  gravita  del  paralle- 
lepipedo dv  . 
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€i6  poslo  ,  se  pÀ  esprime  la  pressione  del  fluido  contro  la  faccia 
A^  la  pressione  del  flaîdo  contro  la  faccia  opposta  A'  sarà  espressa  da 

Queste  due  pressioni  ,  equivalendo  a  due  forze  applicaie  perpendico- 
larmente  e  in  verso  contrario  al  centro  dt  gravita  délie  due  facce 
A  y  A\  si  compongono  evidentemente  in  una  forza  unica 


_       ^V 


dx 


dv  , 


parallela  alKasse  Ox ,  e  che  si  puo  rignardare  corne  applicata  al  cen- 
tro di  gravita  del  parallelepipedo  dv. 

Nel  modo  stesso  si  prova  che  le  pressioni  del  fluido  contro  le 
facce  (By  B'),  (C,  C)  &i  riducono  aile  due  forze 

dp  dp 

parallèle  rispettivamente  agli  assi  Oy,  Oz^  ed  applicate  al  centro  di 
gravita  del  parallelepipedo  dv. 

Possiamo  adunque  conchiudere  che  tutte  le  forze  onde   sta   in 
eqnilibrio  il  parallelepipedo  dv,  equivalgono  a  quelle  de*tre  gruppi 


(îPrft,    -g  d»),  (gOd«,   -^rf»),  (îfid.,   --^^rfr) 


applicate  tutte  al  centro  di  gravita  del  parallelepipedo.  Ma  è  noto 
dalla  meccanica  che:  «  Per  Vequiltbrio  di  pià  forze  applicate  ad 
un  punto  è  necessario  e  sufficiente  che  la  somma  di  qunste  forze  , 
stimate  gecondo  ire  assi  coordinati ,  riesca  eguale  a  zéro  rispetto  a 
ciascuno  di  questi  assi,  »  Nel  caso  nostro  si  avrà  dunque 

-.(,.-4)=.,  ..(,o-|)=o,  ..(,»-|)=o, 
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e  l>er  conse|;iKnza 

Quest'  equazioni,    esprimendo    l'equilibnn    à'i  ognt  molecola  dm  del 
fluido,  assicurnno  l'eqiiililirio  dt  ttiuo  il  niiido. 

Se  si  uoltiplicano  rispellirainenle  pcr  dx ,  dg,  dz ,  c  poi  si  soDi- 
mano,  si  ollicne 

^dx   -t-^dy   -^.  ^dz  =  giPdx  f  Qdy  ■*■  lidx)  , 
dx  dv  as 


ossia 

(A)  àp  =  q{  Pdx  H-  Qây  -t-  Rdz) , 

rormola  eEprimcnle  il  cangiamenlo  dp  onde  varia  la  pressione  îdro- 
statica  p  quand»,  deiitro  il  fluido,  si  passa  da  un  puiito  {x ,  y,  2  ) 
ad  un  altro  punto  iuGnitamente  vicino  (.r  -•-  Jjk,  y  -t-  dxj ,  z  •*•  dz). 
Essa  contiene  inipliuiiaoïcnte  le  Ire  prvcedenli  (A),  ,  perché  dee  verî- 
llcarsi  qualuuquc  sia  il  rapporlo  de' Ire  dilTerenziali  dx ,  dy ,  dz,e 
pero  ancfac  supponcndone  due  ugualî  a  zéro. 

SilRilla  Toroiola  équivale  alla  seguenle 

rfp  =  5  Fdf 

doïc  *'  è  la  forza  coaipcila  délie  Ire  P,  Q,  H,  e  df:^  d»  eo:(tF)  è  , 
Eulla  direzioue  dî  F,  la  proiezione  delta  linea  dx  chc  imisce  i  duc 
\nMHi  (x,  y,  z),  {x -t- dx,  y -t- dij,  s -I- dz).  Inraiii  essendo  df, 
dx,  dij,  dz,  le  proiczioni  delln  linea  dg  sullc  direziuni  délia  forza 
F  ç  délie  suc  cooipoiienli  P,  Q,  R,  l'cquazione 

Fdf  =  Pdx  -*-  Qd'j  ■+■  Rdz 

non  c  allro  che  la  iraduzione  del  nolD  leorema:  La  riiuUante  mol- 
tiplieala  per  la  proiezione  che  rîceee  da  una  relia ,  è  uguale  alla 
nomma  delh  componenli  motliplieaU  ritpellivamenle  per  la  projezio- 
ne  che  ricevono  dalla  medeiima  relia. 

IN.  B.  E'cr  significare  i-he  una  quanliià  ,  per  esempio  u  è  funzio- 
ne  di  allre  quantità,  per  es.  di  tci  v>  '^^  usiamo  la  noiazione 

u~u{x,  y,  z). 


Cosi  In  pressione  p  essendo  uns  funiione  dclle  coordinale  x,  y,  z, 
Y  intégrale  délia  (.1)    sarà 

j>{x.  y,  s)  =fq(Pdx  ^  Qdy  -*-  Itàz)  —  fqVdf , 

cd  in  virtù  délie  {A)^  si  dovranno  veriGcare  le  relaiîoni 

dlqP)  _  dJqQ)      dm  _  %R)      %R)  _  d(qP) 
dy  dx     '       dz  rfy     '       dx  dz 

370.  Prof-  II.  Quando  il  trinomio  Pdx  -*-  Qdy  •*-  Hdz  i  il 
differenzialt  compltlo  ai  wna  gnantilà  u  funzione  di  x,  y,  Z,  cloè 
qnando  si  lia 

rfi*  =  Pdx  ■*■  Qdy  -t-  Rds  , 

saranno  funzioni  delta  tola  quantUà  u  la  presnlone  idrottatica 
p,  la  denalià  <},  e  la  lemperatara ,  cosicchè  quelle  tre  guan- 
iità  saranno  rostanti  insteme  e  varieranno  insieme  nell' ÏDterDO  dcl 
fluido  in  equtlibrio. 

Dix.  Nella  fatta  s(ij>posizione  abbiam» 
dp  ^  qdu  . 
Or.i  r  eijuazioDe 

u{x,  y,  z)  =  ., 

se  diamo  alla  quantita  arbilraria  c  diversi  valori  determinali  r,,  c,,  r, 
etc.,  rappresenterà  una  série  di  superflcie  {fig-Sl)  per  ciascuna  detle 
quali ,  essendo  <fu  =  0  ,  e  pero  dp  =  qdu  :=  0 ,  la  pressione  p  si 
manterrà  invariab'rte  in  ogni  punlo.  Qu«s(a  pre.ssione  adiinqtie  non 
variera  che  passando  dall'una  aM'altra  dt  silTatte  superHcie,  e  perô 
non  variera  vtae  al  solo  variare  délia  quantité  u.  Sarà  dunqae 


per  consegnenza  di  ji  ;  e  poichè  la  densilà  è  di  piii    fuiizionc   délia 


^ 
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lemperatnra ,  convien  concfaindere  che  la  temperatura  eziandio  è  furt- 
ziont  detla  su$ta  qitantiià  u.  Cosî  vediamo  chiarameoie  cbe  le  ire 
quanlilà  <  prutione,  dtmità  t  temperatura  >  saranno  costaoU  insie- 
me  e  varieranno  în$iem«  nell'  inlerno  det  flaido. 


CAPO  111.  8aperllcl«  di  llvello.  Oltre  la  proprielà  dt  paitare 
pet  punit  di  egval  pretÊtone  ,  una  tuper/icic  di  livello  pottit- 
de  guttla  di  ester  dapperlutto  normale  alla  direzione  délie  forze 
lotlecitanti,  e  quella  di  non  aver  netettn  punto  in  comune  eolle 
allre  superficie  di  litello ,  e  d'ordinario  anche  guella  di  offrir» 
in  tutti  i  punti  egual  denailà  e  temperatura.  Se  le  forze  toile- 
eilanti  tono  dirttle  ad  un  punto  fiito,  le  àuperfieie  di  litello 
$ono  ifericke. 

371.  In  un  Quido  equilibrato,  iina  superficie  si  chiama  dl  II- 
vello  se  la  pressJODe  idroslaltca  risulli  eosianle  in  ciascano  de'  snoi 
punti.  Cosi  la  superficie  libéra  di  un  ttuido  stagnante  nel  vuolo  o 
Dell' aria  quicla,  è  una  superticic  di  livello. 

Nelle  superiicie  di  lîvello  esscndo  costanle  la  pressione  p  in  ogni 
punto,  sari  dp  ;=  0.  Quindi  l'equazione 

(fl)  Vax  ■+■  Qdy  -t-  Rdz  =  0, 

«Tvcro  r  equivalenle 

Fdf=0, 

sarà  V  equazion  differenziate  di  lutte  le  tuperfieie  di  liveilo,  e  il 
Talore  délia  densità  q  sarà  nn  fattorc  proprio  a  renderla  inlegrabile 
ogni  quai  voUa  non  lo  sïa  per  se  nedcsima. 

N.  B.  Si  arverta  in  générale  che  se  due  pnntt  (x,  y,  z), 
(x  +  dx ,  y  -*•  dy,  z  •*■  dz)  di  una  snperQcie  sono  infinitamenle 
Ticini,  la  linea  retta  de  che  li  uaisce  si  pui  riguardare  corne  gîa- 
cente  sulla  superOcie. 


393 
372.  Piop.  1.  Ogni  superficie  di  litello ,  oUre  la  proprietà  di 
pasêar  pei  punit  di  egual  pressione  idrostatica,  posfiede  quella 
di  esêer  dappertutto  normale  alla  direzione  délie  forze  sollecitanti  ^ 
e  guella  di  non  aver  ne$sun  punto  in  comune  colle  altre  superficie 
di  livello ,  e  d*  ordinario  anche  quella  di  offrire  in  tutti  i  punti 
egual  densità  e  temperatura, 

DiH.  1.  Ognî  superficie  di  livello  essendo  rappreseotata  daire- 
qnazione  Fdf  zzz  0,  e  non  supponendosi  ==  0  la  forza  sollecitante  F, 
dovrà  essere  =  0  il  fattore  df  =  dscos.(s¥).  Or  ciô  non  puè  ac- 
cadere  senza  che  la  direzione  deila  forza  F  in  un  punto  qualsivoglia 
(Xy  y  y  z)  délia  superficie  di  liTello  sia  îvi  normale  ad  ogni  linea 
ds  cbe  unisce  il  detto  punto  con  un  altro  punto  qualsivoglia 

(x  -^  dx,  y  -f>  (fi/,  JT  -fr-  dz) 

infinitamente  vicino  di  essa  superficie ,  e  pero  senza  che  la  direzio- 
ne délia  forza  F  sia  ivi  normale  alla  superficie  di  livello. 

2.  Ogni  superficie  di  livello  essendo  anche  rappresentata  (per 
definizione)  dnll'equazion  dilferenziale  efp  =  0 ,  questa  integrata  che 
sia  dara ,  per  deierminare  individualroente  tutte  le  superficie  di  li- 
vello ,  r  equazione 

p{x,  y,  z)  =  c, 

ove  la  costantQ  c  dell'  integrazione  varia  solo  da   una  superficie  al- 
r  altra.  Cosi  V  equazioni 

p{x,  y,  z)  =  c.,      p(x,  y,  z)  =  r, 

rappresentano  due  superficie  diverse  di  livello.  Ora  è  manifesto  che 
i  medesimi  valori  fioîli  e  determinati  ûi  x,  y,  z  non  possono  sod- 
disfare  a  coteste  equazioni  salvochè  non  sia  c^  =  c,.  Dunque  cole- 
sle  due  superficie  non  possono  avère  in  comune  alcun  punto  {x,  y,  z), 
(In  questa  dimostrazione  si  ammette  che  1*  equazione  p  (x,  y,  z)  zzc 
non  rappresenti ,  per  ogni  valore  di  c,  cbe  una  sola  superficie  rea- 
le,  o  che,  quando  ne  rappresenti  più,  si  tenga  conto  soltanto  delle 
superficie  délia  stessa  specie  nel  passare  dall'  uno  air  altro  valore  di  c. 

3.  Si  è  più  sopra  dimoslrato  (370)  che  se  il  trinomio 

Pdx  H-  Qdy  -».  Rdz 
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è  lin  ditTerenziale  comiileto  (  =  dv) ,  siccome  *ccadc  ncl  csso  deik 
forze  nalarali,  le  Ire  quantilà  •  preitione,  denâità  e  lemperalura  > 
debbono  esier  costaniï  insieme  e  variare  insîeme  neirinUrno  del 
fluido  in  equilibrio.  DuDque,  ognî  volta  che  si  TeriOchi  l'aniidelta 
condizionc,  in  ciascuna  superQcîe  di  lirello  dovrà  esser  codante  in- 
siemc  colla  pressione  la  dentità  e  ia  temperatnra. 

373.  Paor.  II.  in  un  fiuido  equilibrato  te  le  forxe  $olUnianti  F 
lono  lutte  direlte  veno  un  ptinto  fitto,  le  tttperficie  di  litello  taranno 
tuperfitie  di  *fere  che  avranno  in  comune  il  centra  nel  punto  fiteo. 

Div.  Si  prends  il  piinto  llsso  a  cui  sono  dirctte  le  forze  solle- 
citanli  F,  per  origine  di  tre  assi  rellangolari  Ox,  Oy,  Oz,  t  sia  ^la 
retta  che  dal  ponto  0  ra  al  punto  {x,  y,  z)  délie  giiperQcie  di  lÏTet- 
lo,  e  che  quivi  rappresenteri  la  direzione  délia  (orza  F.  Sari 

da  cui  difl^rcnzianda  sî  trae 

xdx  -t-  ydy  -^  »dz  =  fdf. 

Ma  essendo  df  =  0  a  cagione  dell' equazione  délie  superficie  di  li- 
Tcllo  (Fdf  =:  0} ,  cotesta  equazione  si  ridiice  alla 

xdx  -*-  ydy  -t-  zdz  =  0 , 

ed  iniegrata  si  converle  nella 

X*  M-  y'  -*•  Z*  =:  collante, 

che  rapprcsenta  iina  superficie  qualunqiie  di  livtllo,  e  moslra  che 
lotte  sono  giiperllcie  di  sferc  concentriche  iotorno  al  punto  6sso  O 
a  cui  sono  dirette  le  forze  solleclianti  F. 

ScoLio  I.  Taie  è  il  caso  de'lluidi  le  coi  malecole  yrarifano  ter- 
sa  il  ceniro  del  nostro  globo.  IVondimeno,  a  cagione  délia  gran  lun- 
gheiza  del  raggio  terrestre,  le  direzioni  délia  graïiià  per  un  dato 
Inogo  délia  terra  si  riguardano  corac  parallèle,  e  per  conseguente  le 
superQcie  di  lirello  corne  piani  orizionlaii. 

ScoLio  II.  Si  noti  ancora  rbe  la  nosira  almosfera ,  considerata 
nella  sua  (oUlità,  non  fait  trovarsi  mai  in  uua  calma  perfetia.  Im- 
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peroiftehè,  mesâe  dat  parte  tntte  le  àllre  cause»  la  solâ  preseiiza  del 
soie  fa  si  che  la  temperatura  non  possa  rîsultare  uguale  (corne  pur  do- 
vrebbe  accadere  (372)  nel  easo  di  equîlibrio)  in  tutti  i  punti  situati 
ad  egnal  distanza  dal  centro  délia  terra,  ossia  in  una  medesima  su- 
perficie di  lifello. 
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CAPO  IV.  Conàiziont  delV  equitibrio  de'  fluidi  quando  si  trovano 
allô  stato  di  moto  uniforme  di  rotazione ,  e  loro  superficie  di  /t- 
vello,   Rotaisione  uniforme  di  un  cilindro  pieno  in  parte   di   un 
.  fluido  grave. 


374.  Ooando  Un  fluido,  ridotto  a  figura  permanente  ed  inva Ha- 
bile, trovast  in  istato  di  moto  uniforme  sia  di  traslazione  în  linea 
retta  »  sia  di  rotazione  intorno  ad  un  asse  fisso,  le  diverse  forze  con- 
tinue che  agiscono  snl  fluido  debbono  equilibrarsi  tra  loro;  perché 
qucste  forze  soddisfanno  alla  condizione  per  cui  si  definisce  V  equiti- 
brio, di  non  punto  alterare  lo  stato  del  corpo  sia  di  quiète,  sia  di 
moto. 

Nella  rotazione  di  un  fluido  intorno  ad  un  asse  fisso  le  forze 
sollecitanti  le  particelle  fluide  sono  di  due  specie:  1*.  quelle  chia- 
mate  centrifughe  ,  ché  nascono ,  creScono ,  diminuiscono  e  cessano 
colla  rotazione  medesima;  2*.  e  quelle  chiamate  acceleratrici ,  che 
non  cessano  mai  di  agire  sul  fluido  in  quaiunque  stato  si  trovi ,  co- 
rne le  forze  délia  gravita. 

37Ô.  PaOBLEMA»  Determinare  le  condizioni  delV  equilibrio  di  un 
fluido  dopo  che,  girando  con  moto  uniforme  intorno  ad  un  asse 
fisso  y  ha  preso  una  figura  permanente  ed  intariabiley  ossia  taie  che 
i  suoi  punti  materiali  non  si  spostino  pià  gli  uni  rispetto  agit  altri. 

SoLuziONE.  Immaginiamo  coordinati  in  0  tre  assi  rettangolari 
Ox,  Oy,  Oz  cosi  che  Oz  sia  l' asse  fisso  di  rotazione ,  e  cerchiamo 
le  condizioni  deir  equilibrio  di  una  molecola  dm  situata  nel  panlo 
(  j?»  y,  z  ),  e  descrivente  intorno  ad  Oz  un  circolo  del  raggio  r.  Le 
proiezioni  di  questo  raggio  r  sugli  assi  Ox,  Oy,  Oz,  essendo  or,  y,  c, 
sarà 


cos.{xr)  =  —  ,       co«.(t/r)=z-^ 

r  r 


cos.(zr)  =:  0  ; 


c  quando  dal  circolo 


r=*  =  X' 


y' 


si  Toglia  passarc  ad  an  altro  cîrcol«  iDAnitamente  Tieino  di  ra^9 
r  •*-  dr,  avreniD  dineremiando 

rir  =  xdx  -*-  ydy. 

Sia  S  ta  velocilâ  DDiforme  d!  rotazione.  La  malecola  dm,  oUre 
di  cssere  sottomessa  aile  forze  acceleratricî  P,  Q,  R,  sarà  animau 

dalla  forza  cenLrifuga  =:rtf*,  e  qnesta  essendo  direlta  secondo  ît 

raggio  r  si  decoopoDe  nelle  dae 

r0^.coi.{xr)  =  x0* ,    râ:cot.(yr)  ==  y#». 

La  molecola  dm  è  adunqne  in  eqnilibrio  sollo  l'aiione  délia   pre^ 
sione  idrosUtica  p,  e  délie  Ire  farze  GOllecîlanli 

P  -t-  artf»,      Q  -t-  y0\      B. 

Applicando  ad  essa    l'equaiione  (A)  deli'equîlibrio  de' fluidi,  si  ot- 
liene 

dp  =  ^(P  +  xâ'ida;  •*■  (Q  -t-  yâ'^d'j  -*-  Rdz] 
=  q[(Pdx  -t-  Qdy  -i-  Rds)  ■*■  S^^xdx  -+-  yrfi/)] 
=  q{Fdf  •*■  e^rdr)  . 

Ter  aver  l'eqaazîone  délie  tuperQcie  di  lirello,  basia  întegrare  l'uoa 
0  l'altra  délie  due  scgaenti 

Pdx  H-  Qdy  -H  Rds  ■*■  6\xdx  ■*■  ydy)  =  0 , 
Fdf  ^  ff'rdr  =  0. 

376.  Âpplicazione  ai  fîuidi  gravi.  Se  il  fluido  sia  graie  cd  o- 
Diogeneo,  e  l'asse  Oz  ai  rolazione  sia  verticale,  diretto  di  basso  in 
alto  ossia  in  senso  conlrario  délia  gravita  g,  conrerrà  fare 
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Quanio  air  alleiza  Oe ,  si  poirii   facilmeitle  deterOiinarc  allorchè  sia 
4tau>  il  TolUQie  dcl  liqaido  e  la  Bgura  del  vaso  ch«  lo  contîene. 

EsEHPio.  Fingiama  che  il  vaso  sia  iin  ciltndro  di  cui  il  raggio 
dctia  base  sia  OA  :=  a  (Qg.  82),  e  chc  il  liquide  nello  siato  di  ri- 
poso  segni  1' altezza  Ak  ^  h,  e  nello  slato  di  rotazionc  segni  tiilla 
parete  l'aliezia  Aa  (fig.  83.)  c  net  mezzo  r  altezza  Oe.  Il  volume 
V  dcl  liquido,  nel  passare  dallo  staio  di  rîposo  (Dg.  82.)  allô  stato 
di  moto  (Og.  83)  ,  non  fa  chc  cangiare  di  forma  conservando  la 
slegsa  grandezza.  Nel  primo  siaio  è  tiguale  ad  ud  citindro  di  ba- 
se ^  a'x ,  e  di  altezza  =:  A,  e  perô 

V  =  aVA  . 

Net  secoodo  stalA  il  volume  F  s!  ollienc  evidenlemenie  soUracndo 
dal  cilindro  a^,Aa  la  parle  acb  {fig.  83)  che  è  rapprescnlala  dal- 
l' intégrale 

/r'ar.rfî  , 
oTvero,  s  causa  di  di  =  — .rdr  ,  dali' intégrale 


csteodendo   l' întcgraiionc  da  r  =  0  sino  ad  r  =  n.   Nel   Mcondo 
Rialo  di  V  si  avrà  quindi 

y  =  a'jt.Aa  —  ^-^f'i^dr  =r  a*3f.Àa  —  -,--n*. 
g    •  *S 

cd  in  conciusione 

Eguagliando  le  due  esprcssJoni  di  V,  si  ricava 


h 


Il  Talore  (It  Or  si  avrà  dall'  eqiiaiione  r^^{z  — e  )    puncndovi 
r  =  o  ,     x  =  Aa  ,     c  =  Oc  ,  e  si  troTeri 

Oe=k  —  -—.a'. 
Ag 

Qnesti  valori  di  Aa  e  dî  Oc  fanno  palese  che  quando  il  liquido, 
fwnilosi  dalla  qtiieie  e  postosî  a  girare  ,  è  perreniito  alla  sua  nuo- 
va  posizion  di  equilibrio,  il  punto  délia  superficie  libcra  che  cra  int- 
Tasse  Oi  di  rotazionc  si  sarà  abbassaio  di  lanlo,  di  quant»  i  punti 
in  coDtBtto  col  cilindro  si  saranno  eleTati . 


CArO.  V.  A  quai  tittema  di  forzt  équivale  il  titlema  delh  pretiioni 
di  un  fivido  rontro  la  tuptrfeie  di  «n  corpo  imtntno?  FormoU 
di  relazione  tra  que»te  prettioni  t  ie  forze  loUecitanli  il  fluido 
I  dat  corpo. 


377.  Prof.  Bnendo  un  corpo  immerào  denlro  un  fluido  in  tqui- 
librio ,  it  titUma  dette  pretiioni  del  fluido  conlro  ta  tuperflcie  del 
corpo  è  uguale  td  ùppotto  al  tiitcma  délie  forze  eotlecilanti  le 
molecole  délia  matea  fluida  rimotia  dal  corpo;  ond'  è  che,  te 
l'uno  de'due  titlemi  ti  riduce  ad  una  forza  utitca ,  anche  i  attro 
dotrà  ridurti  ad  una  forza  vniea ,  eguale  ed  oppoita  alla  prima. 
Dm.  Le  pressioni  del  fluido  contro  la  superficie  del  corpo  im- 
merso  rimangono  cTidenUmente  le  medesîme  comunque  varii  la  co- 
slituzione  interna  del  corpo,  e  per  conseguente  rimangono  le  mede- 
sinic  anche  nel  caso  che  il  corpo  ioimerso  Tenga  cosilluiio  da  nna 
poriione  del  fluido  slesso  direnuta  solida  senza  torbar  1'  equilibrio. 
Ma  in  quesla  supposlzione,  il  solido  (nato  cos'i  dal  (luido)  conserTan- 
dosi  nel  riposo  tn  cui  era  dapprima ,  k  maniresto  che  le  diverse  for- 
ze che  agiscono  su  di  esso  debbono  equilibrarsi  ira  loro ,  ed  è  ma- 
nifcsto  ancora  che  queste  forze  consislono  nel  sisiema  délie  pressioni 
conlro  la  superflcie  di  tal  sotldo,  e  nel  sisiema  délie  forze  che  solle- 
cilano  le  sue  molecole.  Or  qaando  due  sisiemi  di  forze  si  cquilîbra- 
no,  l'uno  si  dice  ugaaie  ed  opposto  aU'allro. 
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378.  Coroll.  Sta  dS  un  elemcnto  délia  stipcrDcic  S  del  corpo  im- 
mcrso;  m,  y,  z  ]e  coordinaïc  del  ceniro  di  gravjiâ  di  dS,  e  p  \a 
pressiooe  idroslalica  corns|ioiidente.  Per  l'cquivalenza  de'  sopraddel- 
li  due  fiistemi  di  forze  sussisleranno  te  sei  cquazioai  (Idecc.  85) 

,     ^pcos.(a:p}dS=:—^Pdm, 

J:pcos.(yp)dS^~^Qdm. 

\      tp  COI.  (zp)dS  =  —  r  nrfm  ; 

,•  ï[ycot.(ztO  ~zcoi.(yp)]pdS  =  —  ^(Ry  -  Qz)dm  , 
J  '^[xco$.(xp)  —  xcot.(zp)]pdS  =  —  -Z(Pz  —  1tx)âm  , 
^     t\xfos.(yp)  —  ycos-(.Tp)]pdS  =  —  ^(Qx  —  Py}dm  ; 

doT'  c  da  notnre  che  il  simbolo  £  si  esicnde  ne'  iiriini  rocmbri  a 
iiilii  gli  elemeiiii  dS  dclla  superficie  dut  corpo  iminerso,  e  ne'secon- 
di  membri  si  rsicnde  a  luue  le  molecole  dm  délia  massa  fluida  rt- 
roossa  dal  corpo  ,  essendovî  x  ,  y  ,  z  le  coordtnate  del  centro  di 
gravilà  délia  molecola  dm 

8EZIOIVE    II. 

DELL'  EQCILIBSIO   DE*  FLViDI   GtlVI,    SU  LIQUIDI  ,    SU   lEBIFOSHl. 


CAPO  1.  L'  azion  délia  gravita,  denlro  i  limili  délie  diitanzc  or- 
dinarie  ,  ti  puà  riguardare  corne  cottanU  nella  dtrezione  e 
nella  inlentilà. 

370.  La  forza  délia  gravita  sopra  unpunto  materiale,  preso  fuo- 
ri  del  globo  terrestre  ,  varia  in  ragion  inversa  del  quadrato  delta 
distanza  Ira  lo  stesso  punto  ed  il  ceniro  délia  terra.  Quindi  se  g 
cd  f  rapprescnlano  leazioni  délia  gravita  su  quel  punto  siluaio  suc- 
cessivamcnlc  aile  di.stanzc  r  e^  r  -*-  z  dal  centro  dclla  terra,  si  avrà 

F.(r -^  zy  =  g.r' 
csscndochè,  le  due  ijuantilà  variano  in  ragiane  inversa  l'ana  det- 
f  altra  (qnali  .npiiunto  sono  F  ed  (s-t-z)'  )    il  loro  prodotto  ri  Con~ 
serva  cottante  (App.  72.  coroll.). 
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Dair  equazion  che  preeede  si  rîcava 


P-g 


(r -».«)» 


"('-t)' 


Sapponiamo  che  r  sia  il   raggio  terrestre,  e  z  on'altezza  ordinaria 

e  perô  piccolissima  a  fronte  di  r ,-  la  frazione  —  sarà  trascurabiie , 

r 

cd  in   questa  supposizione  avremo  .- 

vale  a  dire:  U azion  délia  gravita ^  dentro  i  limiti  délie  distanze 
ordinarie ,  si  pttà  riguardar  come  costante  non  solo  t^ella  direzio- 
ne  ma  eziandlo  nella  intensité. 


CAPO  II.  Le  pressioni  di  un  fluido  grave  contro  la  superficie  di  un 
corpo  immerso  equivalgono  ad  una  forza  unica,  che  consiste  in 
una  spinta  continua  alVinsù:  valore  e  punto  di  applicazione  di 
questa  forza.  Principio  idrostatico  di  Architnede.  Condizioni  re- 
lative aW  equilibrio  di  un  corpo  immerso ,  e  aW  equilibrio  di  li- 
quidi  riposanti  V  uno  sulV  altro. 


380.  Prop.  I.  Essendo  un  corpo  immerso  in  un  fluido  grave  ed 
in  equilibrio ,  il  sistema  délie  pressioni  del  fluido  contro  la  super- 
ficie del  corpo  équivale  ad  una  spinta  continua  alV  insu ,  eguale  in 
valore  al  peso  délia  massa  fluida  rimossa  dal  corpo,  ed  il  punto  di 
applicazione  di  taie  spinta  puà  supporsi  quellg  che  fa  il  centra  di 
gravita  di  esso  fluido  rimosso. 

I^iM.  Per  ci5  che  si  è  dimostralo  superiormente ,  il  sistema  dél- 
ie pressioni  è  uguale  ed  opposto  al  sistema  délie  forze  di  gravita 
délia  massa  fluida  rimossa  dal  corpo.  Or  qaesto  sistema  di  forze  par 
rallele  équivale  ad  una  forza  unica  applicata  al  centro  di  gravita  di 
tal  massa,  e  clie  ne  rappresenta  il  peso. 

Ba  qufslo  teorema  discende  come  coroljario  immediato  il  prin- 
cipio idrostatico  di  Àrchimede ,  cosi  chiamalo  dal  nome  del  gran 
geometra  che  primo  lo  scopri.  Esso  consiste  nella  segoente: 

381?  Trop.  II.  Un  corpo  immerso  in  un  fluido  in  equilibrio  per- 
de una  parte  del  suo  peso  ,  eguale  al  peso  del  fluido  spostato. 

51   . 
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382.  CoBOLi,.  I.  Quiodi   per  conoscere  eittttametUe  il  peso  di  an 
corpo,  convieDe  o  pesarlo  nel  vuolo,  o  se  si  pesa   nell'aria  od   in  . 
aliro  fluiJo ,  conviene  aggiungere  al  peso  cosi  oUenuto  quello  di  un 
egual  volume  di  fluido.  NondîmeDO  quest'  ultimo  peso  si  suol   tra- 
scurare,  essendo  d'  ordinario  assai  piccolo  a  fronte  del  primo. 

383.  CoioLL.  11.  Per  l' eqtiilibrio  di  un  corpo  immerao  in.tin  dui- 
do  si  ricercano  due  condizioni: 

I*.  Che  il  eorpo  ed  il  fiuido  tpottato  abbiano  tgualitloro peti P,  p. 
2*.  E  che  tengano  i  loro  ctniri  di  gravita  topra  una  jjewa   fi- 
nes verticale. 

384.  CoToU.  III.  Quando  i  due  centri  di  gravita  cadono  sulla  stes- 
sa  linea  verticale ,  ma  sono  difTercnti  î  pesi  P ,  p,  il  corpo  animaio 

da  una  fona  accélératrice  {f= — --^  leguale alla  diflTerenza de' pe- 
si divisa  per  la  massa  M  del  con>o ,  prenderi  on  moio  dî  trasiazio- 
ne  verticale,'  e  andrà  in  basso  od  in  alto  secondochè  pesa  più,  o 
pesa  meno  del  fluido  sposlato.  Se  pesa  mcno,  sale  a  galta  del  liqui- 
de (ove  taie  sia  il  fluido)  e  quivi  si  solleva  e  sporge  di  t^nto,  di 
quanto  è  oecessario  perché  il  suo  peso  divenga  precisamente  Uguale 
a  quello  del  liquido  spostato. 

Quando  i  pesi  sono  egual! ,  ma  non  in  linea  verticale  i  due  cen- 
Iri  di  gravita ,  il  corpo  immerso  si  mette  a  girare  intorno  al  suo  cen- 
tra di  gravilà ,  ne  pn6  aver  posa  fino  a  che  qncslo  centra  ed  il  cen- 
tra di  gravita  del  fluido  non  cadono  sulla  stessa  verticale. 

Finalmente,  quando  avvenga  che  ne  i  due  centri  di  gravita  ca- 
dano  in  linea  verticale,  ne  i  due  pesi  P,  p  liano  eguali ,  il  corpo 
prenderà  un  moto  composto  di  traslazione  e  dî  ratazione. 

38fi.  CoroU.  IV.  In  générale:  un  corpo  immerso  in  un  fluido, 
secondochè  ba  densità  minore  o  maggiore  del  llitido,  andrà  in  alto 
od  in  basso.  Cosi  vediamo  satire  nell'aria  il  fumo  e  i  vapori.eca- 
dere  la  pioggia,  la  neve  etc.;  venire  a  galla  suM'acqua  i  carpi  leggeri 
(o  men  densi  dell'acqua),  ed  affoodarst  i  pesanti. 

386-  pBor.  Ilf.  Quando  due  liguidi  di  divena  demità  (corne  a- 
cqua  ed  olio)  riposano  l'uno  gull'altro,  la  nuperficie  che  li  tepara 
narà  una  sezione  oriszontate ,  ed  i!  lora  equilibrio  êarà  ttabile  od 
inttabile  lecondochè  il  liquido  che  sovratta  è  il  pià  leggero ,  od  il 
più  denio. 

DiH.  1*.  Se  in  ogni  superficie  dî  livcllo  (  e  taie  è  ogni  sciione 
orizzontale)'  dev'  esser  costantc  la  densità  insicine  colla  pressione  ,  la 
superflcie  di  separazione  de'  due  fluidî  non  puô  non  esscre  una  sezio- 
ne orizzoniale,  scnza  di  che  si  potrcbbe  segnarc  una  superjcic  dî 
livcllo  in  cui  fosse  incguale  la  densità. 
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2*.  Snppohiaiii0  che  reqfttilibrio  ptt  lieve  scodsa  si  tûrbi,  cosic- 
chc  alcune  particelle  del  liqiiido  superiore  s'  introiB«ttano  e  scendano 
neir  inferiore^  Se  il  liqiiide  diseeso  è  îl  men  denso  ,  sarà  subito  re- 
spinto  indktro  (384) ,  ed  in  brève  si  rieomporrJT  l' equîlibrio.  Ma  se 
îl  liquido  diseeso  sia  il  più  denso,  continuera  a  discendere  mentre  sa- 
lira il  più  leggero,  ne  cesseranno  i  moti  contrarii  tra  le  particelle 
de' due  liquidi,  finchè  il  liquido  più  leggero  non  sia  tulto  salito  a 
galleggiar  snl  più  denso. 


CAPO  IIL  Délie  diverse  staztoni  di  equilihrxo  di  un  galleggiante, 
Bsempio  di  un  prisma  a  base  tviangolare. 

387.  PnoBLEMÀ.  Determinare  in  un  gatleggiante  a  quali  condizioni 
dee  soddisfare  la  seslone  ^  flor  d'acqaa* 

SoLuziONB.  Un  corpo  di  Yolume  F  e  di  gravita  specifica  Ç  gal- 
leggi  equjlibrato  sopra  un  liquido  di  gravita  specifica  G^ ,  tenendo 
immersa  la  parte  V^  del  suo  volume.  11  peso  del  corpo  (==  VG)  do- 
vendo  essere  uguale  al  peso  del  fluido  spostato  (=  V^G^)j  la  sezione 
a  fior  d'acqua  dividerè  il  volume  del  corpo  cosi  che  ne  risulti  (383). 

VG=:r^G^. 

Inoltre  la  retta  che  unîsce  i  centri  di  gravita  del  corpo  e  del  fluido 
spostato ,  dovendo  essere  verticale ,  sarà  perpendicolare  alla  sezione 
a  fior  d*  acqua. 

Dunque  per  determinate  le  stazioni  di  equilibrio  di  un  galleggian- 
te  sulla  superficie  di  un  dato  liquido,  conviene  ricercare  nel  corpo 
tutte  le  sezioni  piane  che  soddisfacciano  aile  due  seguenti  condizioni  : 

1*.  Che  il  prodotto  del  volume  di  tulto  il  corpo  per  la  sua  gra- 
vita specifica  sia  uguale  al  volume  délia  parte  immersa  moltiplicato 
per  la  gravita  specifica  del  liquido  (GV  ^=  G^V^); 

2*.  E  che  la  retta  che  unîsce  i  centri  di  graritè  délia  parte  im- 
mersa e  del  volume  intero ,  risulti  perpendicolare  alla  sezione  a  fior 
d' acqua. 

Per   ben  intendere    l' uso  di  questa    regola ,    applichiamola  al 
seguente  : 

388.  EsBMPio.  Vn  prisma  retto^  di  base  triangolare  ÀBCy  galleggia 
suW acqua  tenendo  gli  spigoli  stesi  orizzonialmente.  Determinare  la 
sezione  a  fior  d'  acqua. 

SoLuzioNE.  Osserviamo  dapprima  che  la  lunghezza  del  prisma  npn 
puo  avère  alcuna  infliienza  sulla  stazione  di  equilibrio  ,  e  che    ogni 
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piano  paraltclo  agli  spigoti  di*idé  il  voluDue  nella  medesima  ragio- 
ne  in  che  dmde  la  base.  Potsiamo  dnnque  linilarei  a  considcrare  ta 
base  ABC  (flg.84)  la  ciascuno  de'dne  easi  in  cui  essa  li  pnô  tro- 
vare,  o  di  un  solo  Veitice  fioU'scqua,  o  di  dne  rertici. 

1*.  Sia  C  il  rertice  immerso,  ^y  la  lînea  a  flor  d'acqna,  f  ti 
m  i  ponti  di  mena  di  ÀB  e  di  :cy ;  a,  b,  c,  1  tre  lati  opposti  agli 
angoli  A,  B ,  C;  t  poniamo 

Cf  =  f,       Cx  =  x,       Cy  =  y. 

Ifldicando  per  F  e  F,  le  aree  de'  dne  triangolî  ABC ,  xCy ,  sarà 

F=  Y  «en.(o6),     F,='^  ten.{ab)  , 
e  la  itriina  condizione  dell'  e<|uilibrio  del  prtsina  C  FG  =  F^fî,^ ,  ove 


(1)  x.y  =  ab.r  . 

Per  la  seconda  conditione,  la  retla  fm  (la  qnale  è  parallela  a 
qaella  che  passa  per  i  ceolri  di  graTÏlà  de'  duc  trianglî  ABC,  xCy, 
e  perd  anche  del  quadiilatero  ABxy)  dee  risaltare  perpendicolare 
alla  sezione  a  fior  d'acqua  xy;  t  cio  richiede  che  H  punto  f  sia 
eqaidisunte  dai  due  punli  x  ei  y  {{xz=.{y).  Ma 

fx^  =  r-t-x*-2fxcot.{af), 
fy'  =  f=-t-y'  —  2fycoi.(fb). 

Dal  paragonc  di  queste  quanlilà  egualî  si  deduce 

(2)  x'~y'-  2f[xcot.(an  -  ycoi.(/6)]  =  0 . 

la  quale ,  se  si  sostituisce  y  =  —  ,  si  con*erte  nella 
(3)       X*  —  2fx^coi.  (a{)  -H  2  x.ahrf  fot.[fh)  —  o»6»  r*  =  0  - 
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Qnest'  equiiione ,  essendo  dî  grado  pari  e  coli'  ultime  lennine  negati- 
vo ,  «vrà  ccrtamente  due  radict  realî,  l' nna  posîtira,  e  r  allra  ncga- 
liTfl  che  non  «ï  riferisce  alla  nostra  quealione.  Se  le  altre  due  radici 
fosiero  reali,  la  regola  carlesiana  de'Mgnî  moatra  che  debbono  es- 
se r  itosilîve. 

Le  stazioni  adanque  dt  equilibrio ,  allorehè  rimane  tott*  acqna  un 
solo  Tcriîce  C  del  trtangolo  ABC ,  sono  tre ,  tutto  al  più  ;  e  cib  avrà 
luogo  realmente  se  il  maggiorc  de' tre  va lori  reali  di  a;  risniti  mino- 
re di  a,  ed  il  maggiore  dc'Talori  dî  y  minore  di  b. 

2*.  Allorehè  slanno  lott'  acqna  î  due  vertici  A  e  B,  \a  parle  im- 

mersa  ¥,  sari  il  qnadrilatcro  ABxy[=  V  ~~-ten.(ttb)],  raie  a 
dire  sarà 

r,  =  i{ab  —  xy)ten.(ab), 

e  dalla  prima  condizion  dell'  eqailibrio  (  F(/  =  V,G,  )  si  raccoglierà 

(1)'  xy  =  H—r)ab . 

La  seconda  condizion  dell'  equilibrîo  si  nduce  evidentemente  alla  (2). 
Se  adanque  nella  (3)  si  muta  r  in  (I  — r),  avremo  l' equazione  in 
X  reiativa  al  nuoro  caso: 

(3)'    x*~2x*fcot.(af)-h2x(t—r)abfcoi.{fb)—a'b*H—ry=0. 

CoToUario.  Sia  a  =  6 ,  yalc  a  dire  il  triangolo  ABC  sia  isoscelc. 
Sarà 

cot.(af)  =  co,.(fb)  =  -^  ,     r  =  o'— Ç  . 
e  l'equazioni  (I)  e  (2)  direntano 


x'—y'—  l-(a;  —  y)  =  (x—y)[x-fy  —  -Ç]=iO 


Si  ha  dapprima  la  solnzione 

x  =  y  =  al/'r. 


L 
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«  sopprinendo  il  faltore  (oe  —  y)  nella  àectnda  eqaatiotte ,  ireslano 
a  trovare  le  soliuioni  délie  due  segiienti 

Di  qui  si  vede  che  i  ?a1ori  di  j?  ed  9  sono  k  due  radici  deir  equa^ 
zione 


a 


cîoè  sono  —  ' 


=^*^^(&— •) 


Per  la  realîtà  délie  due  corrispondenti  slazioni  di  equilibrio  dovendo 
queste  due  radici  risultare  non  solo  reali  ma  la  maggiore  dî  esse 
minore  di  a>  sarà  necessario  che  il  Talore  dî  r  sia  taie  che  soddisfac^ 
cia  aile  due  condizîoni 

~  —  ra*  >0  ,      donde  r  <  V  > 
(        -f^-^-l/i^  —  raA  <a,     donde  r>  ?Ç-î, 

vale  a  dire:  il  Yalore  dl  r  (rapporto  délia  gravita  specifica  G  del 
corpo  a  quella  G«  del  liquîdo)  dovrà  esser  compreso  ira  i  lîmîti 

Il  caso  in  cuî  sono  immersi  l  due  verlici  A^B^  si  ridnce  al  précé- 
dente sol  che  si  cangi  r  \vl  (\  —  r^ ,  e  si  trova  ebe ,  oitre  U  sta* 
zîone  di  equilibrio  determînata  dalla  relazione 

xz=.%^  =  a\/(\  —  r;  , 
ve  ne  sono  due  altre  determinate  dair  equazioni 


^=Ç*'^(S-(*-->''*)' 
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per  la  €uî  reaitti  si  richiede  che  W  valore  di  r  sîa  costenute  ira  i 

liœill  • 


'-&<^<'{'-&)- 


3 

Per  esempio,  se  il  triangolo  ACB  sia  eqiiilatero,  e  péri  /'>  =  ~a^  » 

4 

nel  primo  caso  dovrà  Terificarsi  la  relazione  : 


9  1 

l6  ^^^^T^' 


e  nel  seconde  caso  la  relazione 

7  I 

£  chiaro  che  qoando  è  soddisfatta  la  prima  relazione  ,  noi  sa- 
rà  la  seconda ,  e  viceversa  . 


CAPO  IV.  Vormola  générale  deW  equilibrio  de'  fluidi  gravi 

tanto  liquidi  che  aeriformi. 


389.  Quando  la  forza  F  onde  sono  animale  la  molecole  di  un 
fiuido  è  r  azion  costante  g  délia  gravita ,  allora  »  se  le  profondttà 
c  le  altezze  s'  intendano  mîsiirate  sopra  un  asse  verticale  z ,  Tequa- 
zion  générale  deir  equilibrio  de'  fluidi 

dp  =  qPdf 

assume  la  forma  semplicissima 

(B)  dp  zz  de  gqdz 

esscndo    df  ziz  dz  ,    ed    F  zn  dtz  g  secondochè    V  assc  z  si  conla 
positiva  nel  verso  délia  gravita  od  in  verso  contrario. 


.39(.  Srolio.  Qiialnn<|He  gïa  la  causi  che  produce  la  pressione 
îdroRtatica  p,  sul  piano  di  livello,  questa  pressione  si  pno  sempre 
concepir  soslituila  da  im'stira  pressione  ngaaie 

r.  =  «A 

prodotta  dalla  soTrapposîzione  di  nna  colonna  dello  siesso  liquido  drl- 
rallezza  A . 

In  appresso  noi  faremo  î  calcolî  nella  supposizione  che  sia  nul- 
la  la  pressione  esierna  p, .  ed  invece  délia  (I)  scmeremo  semplice- 
mente 

(€)  p  =  gqt  ; 

e  ciô  tanto  pîù  che,  se  neglî  ultimi  risultali  si  vnol  lener  coato  dél- 
ia stessa  pressione,  non  si  dee  far  altro  cfae  scrivere  {x  -t-  h)  invece 
di  2 ,  essendo  h  V  allezza  délia  colonna  liquida  da  sorrapporsi  al  pia- 
no di  livello  per  produrre  la  pressione  esterna  =  p, . 

392.  Prop.  II.  Itiponno  gli  uni  tuglt  altri  più  liquidi:  liano 
h ,  h' ,  h"  etc.  le  altezze  de'  $HC€ei»ivi  tirait  fiuidi  caminciando  dal 
tupremo  livelto  ;  g,  q' ,  q"  etc.  le  loro  dentilà.  La  presiione  pin 
«n  punto  potto  nello  ilrato  9'")  alla  profonâilà  y  tolio  il  livello  di 
etio  ttrato ,  tara  eipregia  rôti: 

p  =  giqh  -t-  ^h'  -t-  q"h"  .       ^-'jl-ty). 

Dm.  Per  la  proprietà  che  hanno  i  fluidi  di  trasmelter  la  pressione 
per  ogni  verso,  è  chiaro  cbe  la  pressione  di  ogni  strato  si  trasmetle 
a  tuiti  f;1i  strati  inleriori,  e  cbe  per  coasegiiente  la  pressione  sul  pia- 
no di  livello  dl  ogni  sirato  è  uguale  alla  somma  dellc  pressioni  dî 
tatti  gli  slrati  sovrapposti.  Per  entro  pot  ad  ogni  strato  l'aumento  di 
pressione  è  proporzionale  alla  profondili  sotto  il  livello  di  esso 
strato  (390). 

393.  Piop.  m.  Un  liquida  omogeneo,  $tagnante  in  un  tifone , 
»i  libra  allô  ileiso  livello  ne' due  rami  del  tifone. 

Dm.  Per  l'equilibrio  del  liquida  nella  parte  inflma  del  sirone.si 
ricbiede  che  le  pressioni  idrostatiche,  provenieati  dalle  colonne  liqui- 
de de' due  rami,  si  combatiauo  ivi  con  cgual  forza;  e  cio  non  puo 
awenire  se  quelle  due  colonne  non  sorgano  ad  eguale  altezza. 

394.  pBor.  IV.  Eqitilibrandoti  in  un  sifone  due  liquidi  diversi , 
le  altezze  h ,  h!  de'  loro  tivelli  topra  la  tezion  comune  tono  m  ra~ 
giott  reeiproca  dette  loro  deniità  q,  i  ;  valc  a  dire   ti  ha  qk^q'h'. 


Dm.  Le  pressioni  idrogiaiiche  de' due  liquidi  nells  tezion  c«miine 
sono  esprease  ri  go  rasa  m  en  te  da  (390)  p,  -*-  gqh  ,  p,  ■*■  g<fh'  (p,  de- 
nota  la  pressione  dell'aria).  Or  qoeste  pressioni  TacendoM  equîlibrio 
debbono  essere  uguali',  e  pcrcio  dee  rUuItare  qh  :=  ifk'. 


CAPO  11.  Preaione  idrotlatita  ne'divertt  punti  di  un  piano,  eiprei- 
ta  in  funzione  délie  loro  coordinale  x,  y.  Risutlante  di  tutle 
te  pressioni  elementari  tut  piano ,  e  «uo  punto  di  applicazione 
ckiamalo  centro  di  pressione.  Eiempii. 

395.  Pftop.  I.  /»  un  piano  S  prtmuto  da  un  liquida ,  eiprimere 
la  prenione  idroêtatiea  nlativa  ad  un  punto  gualunque  Jf  del  pia- 
no, per  le  coordinale  x,  y  di  queilo  punto. 

RisFOSTi.  Siano  coordinati  nel  piano  S  sotto  un  angolo  arbiirario 
i  due  assi  Ox,  Oy  (flg.  85);  I  sia  la  prafonditâ  del  punto  O  sotlo 
il  liTello  AB  del  liquido,  e  z  la  profondità  del  punto  M{x,   y). 

Le  pressioni  idrostaliche  ne'punti  0  eA  M  saranno^çt,  gqx  ;  ed 
il  Talore  di  x  si  avrà  dalla  formola 


dove  m  =  eot.{zx) ,         n  —  rM.(îy)  . 

Dm.  Pel  punto  0  conduciamo  l'asse  Tettîcale  Oz  che  incontri  in 
C  il  piano  di  livello  AB,  ed  m  rappresenti  aopra  Oi:  la  proieiione 
del  punto  Jf  :  sarà  CO  =  l .  La  proiezione  délia  retta  OM  sull'  as- 
se  Oz  dovendo  essere  uguale  alla  somma  délie  proiezioni  omologhe 
délie  sue  componenti,  cioè  délie  coordinale  x,  y,  arremo 

Om  =  a:  cot.(  zx)  -t-  y  cos,{  zy)  ^  wx  -t- ny  ■ 

Ma  è  chiaro  cbe  la  prorondità  z  del  punto  M  solto  il  iitello  AB  c 

Cm  =  CO  -+.  Om  =  (  -*-  Om  ; 

Dunqoe ,  sostitucndo  > 


r 


'i99.Cor'oll.  Pel  puota  O  s'immagini  coadotto  un  piano  parallela 
air  orizzonte  :  ((uesto  piano  inciderà  nel  piano  S  una  retia  orizzon- 
Mle.  Se  qaeita  retia  si  prende  per  Oy ,  &arà 

»  r:  co*  {^t/)  =0,  e  qilindi  5  =  1-»-  ma;. 

N.  B.  Allorcbè  in  appresso  si  dira  piano  S  premulo  tla  un  Uquido  , 
per  S  s' intenda  V  area  piana  su  cui  si  applica  la  pressione  del  liquide).. 

397.  Pbo?.  II.  Se  un  piano  S  è  premulo  da  un  Uquido,  la  ri- 
iullante  P  délie  prtitioni  elementari  è  vguale,  nella  inteasità,  al 
peto  di  una  colonna  âello  ttetto  liquida  cke  aveste  la  bâte  e  l'  al~ 
lexza  egnali  rtipettivamenle  al  piano  premulo  S  ed  alla  profondtlà 
Z  del  centro  di  graailà  di  S  sotlo  il  Uvello  del  liquida  ;  vale  a 
dire .-  P  =  gqS2 . 

Dm.  Si  coQcepisca  decomposta  la  saperflcie  S  ïn  elementi  dS  in- 
flnilcsimi  per  ogai  verso,  onde  sia 

S  =  ^dS. 

La  pressione  del  liqnido  contro  un  eiemento  (jualtinque  dS  situato  al- 
la profondilà  z,  sarà  espressa  da 


pdS  =  gqs 


dS. 


Ora  tuue  queste  pressioni  elementari  pdS,  essendo  perpendicolarî  at 
piano  premuto  S,  formano  uq  sistema  di  forze  parallèle  che  si  com- 
pongono  in  nna  forza  unica  P  eguale  alla  somma  délie  componenti. 
Avrcmo  dunqne 

P  =  tpdS  =  gti  EïfiS. 

Qui  il  Urmioe  TzdS  contiene  in  se  tulte  le  parti  délia  superficie  S 
moltiplicate  rigpetliramente  per  la  loro  distanza  z  dal  piano  di  Uvello 
AB,  e  queitt  prodotti  zdS  si  dicono  i  momenti  di  eue  parti  ritpet- 
to  al  piano  AB.  Ma  la  Meccanica  insegna  che  la  somma  de' momen- 
ti délie  parii  di  un  tutto  è  sempre  uguale  al  momento  del  tutto, 
«giiaglianza  che  nel  nostro  caso  è  espressa  da  SZ  =  tzdS.  Dunque 
è  certo  che  la  risultanie  delte  pressioni  elementari  pdS  è  =  jg  SZ. 
398.  Coroll.  Per  qjesta  proposizione,  s' intende  corne  una  sottile 
colonna  flaida  dilatandosi  io  ampia  falda  sopra  una  base  molto  este- 
sa  possa  esercitare  on'enorme  pressione,  di  gran  lunga  soperîore  al 
suo  peso;  e  lî  spiegano  i  maravigliost  efretti  de)  mantice  idroslatîco. 
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399.  Paop.  m.  In  un  piano  S  premuto  da  un  liquido  in  equi- 
librio ,  determinare  il  cemlro  di  presslone  •  vale  a  dire  il  pun- 
to  di  applicazione  délia  risultante  P  di  lutte  le  pressioni  elemen^ 
tûri  pdS . 

RisposTA.  Sono  a  dislinguere  due  casl,  secondochè  il  piano  S  h 
parallelo  od  obliqua  ail' orizzonte. 

I.  Se  il  piano  premuto  è  orizzontalcy  il  centro  di  pressione  si  con- 
fonde col  centro  di  gravita  del  piano.  Imperoechè  il  centro  di  gra- 
vita di  un' area  è  precisamente ,  in  vîrtii  delta  sua  definizione,  il 
punto  di  applicazione  délia  risultante  «di  un  sistema  di  forze  paral- 
lèle che  agiscano  in  ogni  punto  deir  area  con  eguale  intensité.  Talî 
sono  le  forze  délia  gravitazion  terrestre,  e  tali  nel  caso  nostro  so- 
no le  pressioni  idrostatiche. 

II.  Se  il  piano  premuto  dal  liquido  è  obliquo  alVorizzonte^  il  cen- 
tro i^tfi)  di  pressione  è  determinato  dalle  coordinate 

^""^  •  -  YidS~  '      ^  ^  "zzls'  ' 

e  cade  al  di  sotto  del  centro  di  gravita  del  piano  S, 

Qui  X,  y  sono  le  coordinate,  nel  piano  5,  deirelemenlo  (iS  infî- 
nitesimo  per  ogni  verso,  e  zzzl  h-  mx  -t-  ny  ë  la  sua  profondità. 
DiMosTRAziONE.  1*.  Le  pressionl  elementari  pdS^  e  la  loro  risultan- 
te P,  essendo  forze  parallèle  che  hanno  i  punti  di  applicazione  sul 
piano  S,  possiamo  prenderne  i  momenti  rispetto  agli  assi  Ox,  Oy, 
coordinati  nello  stesso  piano.  I  momenti  di  queste  forze  rispetto  al- 
Tasse  Oy  sono  xpdSy  aP,  e  rispetto  all'asse  Ox  sono  ypdS,  fi  P. 
E  poichè  il  momento  délia  risultante  dev'esser  uguale  alla  somma 
de'  momenti  omologhi  délie  componenti ,  si  avranno  V  equazioni 

ff 

Pa  =  ZxpdS  y     Pfi  =  ZypdS , 

dalle  quali ,  sostituendo  P  zz  ZpdS,  e  p  =r  gqz,  si  ricavano  le  pr<H 
poste  (a). 

2*.  La  profondità  del  centro  di  pressione  sarà 

Z  =:  Z  -4-  Wla  -4-  nfi. 

Per  provare  che  quesia  profondità  è  maggiore  di  quella  del  centro  di 
gravita ,  cerchiamo  di  ridur  tutto  allô  stato  più  semplice.  Si  prenda 
l'origine  0  nel  centro  stesso  di  gravita,  onde  l  rappresentt  la  |K*ofondità 
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di  questo  panto,  e  sapponiamo  Tasse  Oy  orizzontale  (396).  L' angolo 
{yz)  divenendo  retto ,  avremo 

n  =:  co8.{yz)  =  0 ,    c  quindi    z  =  2  -h  fno  . 

Inoltre,  per  la  proprietà  del  momento  dî  un  tutto  relaUvamente  a'  mo- 
menti  omologhi  délie  parti,  sarà 

ZxdS  =  0 ,       %zdS  =  SI  ; 

con  che  il  valore  deir  ascissa  n ,  dato  dalla  prima  délie  (a),  rimane 
espresso  da 


La  profondità  del  cenlro  di  pressione  sarà  dunque 


evidentemente  più  grande  délia  profondità  l  del  centro  di   gravita , 

essendoehè  il  termine  —  "Zx^dS     è  di  sua  natura  positi?o. 

400.  CorolL  I.  Se  Tarea  5  si  concepisee  divisa  in  parallelogram- 
œi  infinitesimi  dS,  di  lati  dx ,  dy  paralleli  agli  assi  Ox,  Oy,talchè  sia 

dS  zz  dxdy  8en.{xy) , 

e  se  nella   (a)  si  sostiiuisce  al  simbolo  S  l' intégrale  doppiojT*,  e  se 
di  più  si  noti  essere 


js  =:  /  -4-  mx 


ny 


si  otterranno  le  segnenti  formole  generalî  per  determinare   il  centro 
di  pressione: 


(p) 


(  ff^Q'  -*-  mx  -*•  ny  )dxdy 

I  Jf{l'¥'mx-^ny)dxdy    ' 

_  ffyi^  -4-  ma?  -H  ny)dxdy 
//{l'^  w-o?  H-  ny  )dxdy 
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dove  l  è  la  profondîti  detrorlgine  0,  m  :!±  co8,{œl),  n  ^  cùt.(y[) ,  e 
r iotegrazione  si  deve  estendere  a  tatti  i  |>untl  {x^y)  dell'area  S 
sopra  cui  si  esercita  la  pressione  de!  liquide. 

401.  Corotl,  11.  Supponiamo  che  nelV  area  S  si  possano  coordina- 
re  due  assi  Ox,  Oy  in  modo  che  Tasse  Ox  divida  per  melà  lutte 
\t  corde  firate  in  S  parallelamente  ad  Oy  (  ci6  che  avviene  nel  tra- 
pezio  e  nelle  sezioni  coniche),  ed  eseguiamo  celle  formole  (P)  Tin- 
tegrazione  rispetto  ad  y  tra  i  limiti  egoali  ed  opposti  y  e  —  y ,  rap- 
presentanti  le  erdinate  de!  contorno  di  S.  Le  (P)  si  muteranno  nelle 


m. 


^^fx{l  -H  vnx  )ydx 
f{^^  ^^  )  y^^ 

nfy^dx 
*■  3f{l^mx)ydx  ' 


e  qneste,  se  si  denoU  per  h  il  segmento  AO  dell'asse  OxlTi%.  85) 
compreso  tra  O  e  il  piano  di  livello,  onde  sia 

l  ^=.  hcoM.(xl)  ^  mh  , 

diventano 

fx  (A  -4-  x)  ydx        ,     ,      ,                fih-^  ^)*  ydx 
-L—- -L^—  ,     donde    A  ^  <t  =  l^ (-^  , 

(py  1  ^    "*"  ^^  ^    "^ 

n  fy^àx 


/3r= 


3  m  '  /(A  H-  x)ydx 


Se  di  più  le  corde  2y  fossero  orizzontali ,  sarebbe  n  =:  0,  $zz:0  y 
vale  a  dire  il  centro  di  pressione  cadrebbe  sulTasSe  Ox ,  e  per  de- 
termînarlo  basterebbe  la  sola  ascissa  a  . 

402.  EssHPiO  1.  Il  piano  S  sia  un  triangolo,  e  Tasse  Ox  par- 
la da  uno  0  de'  suoi  vertici  e  vada  al  mezzo  delT  opposto  lato  2b. 
Sia  2i/  una  sezione  qualunqne  del  triangolo  parallela  a  26  e  conris- 
pondente  alTascissa  a;,  ed  il  lato  26  corrisponda  alTascissa  =  o.  Sarà 
(denotando  per  c  un'  indeterminata  ) 

y  zzz  ex,        dy  zz  cdx  , 

ed  inoUre 

6  r:  f c    donde    c  =  —  • 

a 


4^15 
Se  ora  soslituiamo  neila  prima  deUe  (Py  y  ^=  ex ,  e  neUa  seconda 

.rr:-^  ,  ed  eseguiamo  l' integrazîone  ,  olterremo 
c 

t 

/.(A  H-  x)xdx'        ^^3^  _^  2a)  ' 


ne 
/8= 


Smf^(hc^y)ydy        ^i,.^^kc^2b) 


ossia,  riducendo, 


a    4h  -^  3a  «  b'^ 

fi  z^ 


2  '3A  -H  2a  '  2m  *   3A  -I-  2a  * 

Se  il  t?6ra'ce  del  triangolo  è  a  fior  d*  acqua,  sarà  A  r:  0 ,  e 
qnindi 

"  ""    4  ^  *  "~  4w  •    a   ' 

Se  trovisi  a  fior  d'  acqua  il  lato  2b ,   sarà  h  =  —  a ,  ed  inoltre 
n  =r  co««(6Q  =:  0  supponendosi  orizzontale  il  lato  2b,  Quindi 

«  =  -2.     '3  =  0. 

EsBXPio  If.  11  piano  S  sia  un  parallelofframiiio  di  lali 
Gonligui  2a  f  2b,  e  Tasse  Ox  divida  in  mezzo  i  due  lati  opposti  2b 
partendo  dair  udo  di  essi.  Sarà  =:  y  ::r  6,  e  Tequazioni  (P)'  (so- 
slitaendo  y  z:z  b  ta  integrando)  somministrano 

_  /,(h  •*.  x)xdx        T  <^*  ^  ^"^ 
--     J^'ik^xXlx    ^   a     ,^^^' 


nb'^    ftdx  nb^,a 


/8  = 


T"2A-.-<.     '  3ffl"2A-t.a" 


Se  trovisi  a  fior  d'  aeqna  uno  de'  lati  %b,  fallo  A  =  0 ,  n  = 
sarà 


«  =  —0,       $=(i. 


403.  ScOLio.  Qaando  la  superficie  premuta  non  è  piana  ma  cur- 
va,  le  pression!  elemeniari  fdS  non  sono  pîù  parallèle,  eil  il  loro 
sistema  non  equivarrà  in  générale  ad  una  forza  unica.  AfHnchè  si 
realizzi  una  (aie  equiralenza,  richîedesi  chc  rimanga  saddisratta  la 
seguenle  condizione  (Vedi  Mecc.) 

LX  -t-  MT  -f-  NZ  :=:  0  , 


f  X  =  ■Epcot.(xp)dS  , 

}  r  =  '^pcot.(yp)dS, 

(  Z  =  Xpcoi.(sp)dS; 

/  L   =z[ycot.(zp)~zco».(yp)\pdS, 

/  J/  =  %lzroi.{xp)  —  xcoi.{zp)\pdS, 

(  N  =  z[œcos.lyp)  —  yco$.[xp)^pdS. 

La  Torza  P  a  cui  ne)  supposlo  caso  équivale  il  sistema  delle  près- 
sioni  eleoentari  pdS,  agira  secondo  la  reUa  rappresentata  dall' e- 
quazioni  '■ 


nelle  quali 

jvr  —  Mz 


Il  punto  dove  la  direzione  di  qnesta   relia  incontra  la  superficie  S, 
potrà  rignardarsi  conie  il  centra  di  pressione  di  S. 


allro,  rht,  te  »'  indica  riêpetlivamente  per  k,,  k  cii  ehe  etto  diven- 
ta  per  le  température  di  gradi  sero  e  di  gradi  0  ,  tara 

A  =  A,  (1  -H  "#), 

dove  <■  =  0,00336  è  il  coeffieiente  délia  dilatazione  del  fliiido  per 
ogni  grado  del  termometro  ccntigrado. 

DiM.  Dalla    relatJone  p  =  k^g  ,  eb<  sassiste  alla  lemperaiura 
»ro,  si  trac 

Ora  la  deonlà  di  ud  corpo  omogeoeo  essendo  uguale  alla  massa  del 
corpo  diTÙa  pel  volDme,  nieme  impedUce  che  il  qaoïienle  —    che 

dà  la  dentilà  q,  sia  riguardato  conte  rappresentanle  col  nmueratore 
una  matta  p  dx  fluido  compreia  tolto  un  volume  eipreno  dal  de- 
nominalore  k, .  Ciô  posto ,  ge  per  ogni  grado  di  lemperaiura  il  vo- 
lume A,  cresce  di  «A,,  per  0  gradi  cresceri  di  0.ak,,  e  la  massa 
fluida  p  sarà  compresa,  non  pin  sotlo  il  Tolume  A,,  ma  soUo  il  to- 
Inme 

A,  -+.  *■*,  =  A,  (1  -H  «â)  ; 

lalchè  la  nuova  dengità  g  del  flnido  alla  temperatura  0,  rimanendo 
cosUnte  la  pressione  p ,  sarà  espressa  da 


p  =  A,(l  -I-  '•9).q. 

Dnnque,  nell' equaiione  p  :=  kg  relatira  alla  lemperaiura  0,  si  ha 
k  =  A,(l   -K  «»). 

d06.  ScoLio.  Il  ooefflciente 


è  a  un  dipresso  il  medesimo  per  tnili  î  gas,  non  che  pe'Tapori.  Non- 
dimeno,  siccome  il  vapore  difTIiso  nell'  aria  diTJen  più  abbondante 
crescendo  la  lemperaiura,  ed   è   (soiio    un' egual    pressione)   men 


denso  dell'aHa,  cAsi  quando  la  temperatnra  s' itiaha ,  la  denstU  del- 
l'aria  dee  diminuïre  un  po'  più  rapidamente  di  quelto  che  venga  in- 
dicato  dal  valore  attribailo  al  coefficiente  a.  Neir  altimetrîa  birome- 
irîca  si  ba  riguardo  a  qnesta  circostanza ,  accrescendo  alqoanlo  sif- 
fatlo  ralore,  e  ë'ordinario  si  Ta 


4ot.  GoaoLLiiiOi  L' eqiiazion  dï  equilibrio  di  un  fiuido  grave  si 
i  trorata  in  générale 

dp  =  —  gqdz 

allorchè  le  aîteztè  s  st  contâiio  poiitive  di  basso  itt  a1l<t.  Tratundosi 
di  fluidi  aeriformi,  a  qucst' equazione  conviene  aggîungere  le  due 
seguenci 

p  i^  kqy       k  =  k,  {t  -*•■  aâ)  , 

in  ent  le  quantiti  variabili  p,  q,  k,  0  corrispondono  ali'altelza  z. 
Cosî  le  lenl  statlcbe  di  un   fluido   aeriforme  sontt  rappre- 
sentate  dalle   Ire  eqiiaiioni 


,      dp  ^  —  gqdx  , 

^     A  =  *,  (1  H-  •*). 

408.  Piop.  m.  Jn  vna  colonna  di  fluido  aeriforme  a  Umpera- 
twa  co$lanU,  cretcendo  It  altezx»  ïn  progreiiion»  aritmetica,  le  dtn- 
»ità  e  la  prutioni  tcemano  tn  progreË*ione  geometrica. 

DiHOSTaiiiOKE.  Se  dalle  due  eqoazioni  relative  ail' equilibrio  del 
finido  aerirorme 

dp  ^  —  gqdz  ,      p  tz  kq  , 

elimintanlo  q,  si  otlielic 
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dove ,  per  la  condizion  deir  enanciato  »  il  coeflitîente  k  si   dee  ri- 
guardar  come  costante.  Per  eseguirne  V  integrazioae  compléta ,  sap- 
poniamo  che  aU'  altezza  zzzO  corrisponda  la  pressione 


Avremo 


p^  :r  kço  ,     donde     —  =r  — 


g  p 

log.  p  —  log.pQ  =:  — r-^  »     ossia  log.  ^^-- 

k  Po 

£  passando  dal  logaritmo  al  numéro 


k 


h  k 

p  z=:z  p^e        ,    e    perô     g  z:z  g^e      , 


indicando  al  solîto  per  e  la  base  de'  logaritmi  neperiant.  Pertanlo  , 
o?e  per  abbrevîare  si  faccia 


bzze^  ' 


sarà 


P=/^o*   %      ^  =  Ç.^""*- 


Da  queste  uguaglîanze  rendesl  manifesto  che,  se  le  altezze  z  sona 
espresse  dalla  progressione  aritmetica  crescente 

f  1  :  2  :  3  :  4  :  etc.  , 

le  corrlspondenti  pressîoni  p  e  densità  q  saranno  proporzîonafî   al 
termini  della  progression  geonietriea  descrescente 


~-L  ±  ±  ±     , 


N.  B.  Per  l' esattezza  di  qaesta  proposizione  richiedesi  che  le  al- 
tezze a  cui  c*  inaiziamo  nel  fluido,   non  eccedano  i  limîli  dentro  i 

9 


quali  l'azione  della  gravita  (f= 


^        r 


f  si  puo  ri  guardar  come 


costante. 
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409.  Prop.  IV.  Quando  pià  gas ,  $enz'Qzion  ehimica  degli  uni 
sugli  altri ,  si  trovano  rinehiusi  in  uno  stegso  spazio,  V  esperienza 
ha  provato  che  essi  non  si  sovrappongono  già  per  ordine  di  densità 
a  quel  modo  che  fanno  i  liquidi,  ma  ciascuno  si  diipone  corne  se 
fosse  assolutamente  solo  nello  spazio  dato  ;  e  la  pressione  p  e  la 
densità  q ,  in  ogni  punto  del  loro  miscuglio ,  sono  le  somme  délie 
pressioni  (p* ,  p*\  p"*  ctcj  e  dette  densità  (q',  ç",  ç"',  elc.^  che 
si  osserverebbero  neWequHibrio  di  ciascuno  di  questi  gasy  conside- 
rato  isolatamente  e  ad  egunl  temperatura  :  vale  a  dire 


p  —  p 


Jt 


Jt 


V 

Jfff 


nt 


etc.  , 
etc. 


410.  Corollario.  Nella  legge  di  Mariotte  {p  :=  kq)  applicata  ad 
un  miscuglio  di  gas,  il  Talor  del  coefliciente  k  è  intermedio  tra  i 
Talori  de'  coefficientî  k\  k'\  k"'  etc.  relativi  ai  gas  mescolati.  Infat- 
tî  »  essendo  per  ipotesi 

p  =z  kq  y      p   z=:  K  q   ,      p     =:  K  q    ,     etc., 

si  avrà  in  ?irtù  della  proposizioD  che  précède 


0) 


Q 


jit  jin  ' 


k'q'^k"q"-^k"'q 


etc. 


jt 


jn 


etc. 


Da  questa  relazione  è  messa  in  aperto  la  verità  del  corollario;  perché, 
se  immaginiamo  che  i  coefficient!  k\  k'\  k'"  etc.  crescano  o  dimi- 
nniscano  per  di  ventre  ciascuno  egaale  al  massimo  M  di  essi,  od  al 
minimo  m  ,  è  manifesto  che  il  secondo  membro  del  rapporto  (I)  cre- 
scerà  o  diminoirà,  divenendo  in  corrispondenza  =  A/,  od  =:m.  Danqne 


k  <  M  ,      k 


m. 


411.  Phop.  V.  Allorchè  pià  gas  dimorano  insieme  ad  uniforme 
temperatura,  la  proporzione  in  che  sono  mescolati  non  è  uguale 
dappertutto ,  ma  varia  (sebbene  assai  lentamente)  da  altezza  ad  al- 
tezza  :  vale  a  dire  ,  la  proporzione  che  è  tra  le  loro  densità 
(V»  y    4\  »    i*\  »  etc.  )  corrispondenti  aWaltezza  «  r:  0 ,  non  è  pià 
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la  medttima  Ira  le'deiuità  (^,  tf\  f,  tic.)  eorrùpondenli  ad  uH'al- 
tra  aitezza  z  ,  ossii  non  puo  suuhter  [a  praponione 

~r  =  -Tr-  =  e>C- 
7.         î. 

Infaiti  nella  PropoiUione  III  fMSJ  »i  è  irovato 


e  qaeni  rapporli  noD  possono  essere  ugaali   salfochè   non   si  abbia 
*'  =  k"  =  etc. 

Scolio.  Tultaria  questî  coefflcieali  esseodo  generalmente  grandb- 

numeri,  il  cangiamenlo  nella  proporzione  de' gas  non  puô  <li*e- 

ir  sensîbîle  che  ad  altezze    siraordinarie.  £d  è  clo  uhe  si  ammetie 

ispelto  all'aria  atmosferica ,  sapendosi  per  esperienia  che  la  propor- 

ione  de' sas  che  la  compongono  è  sensibilmenle  la  medesima,  dalla 

superficie  della  lerra  flno  aile  piii  grandi  alteize  a  cnl  l' uomo  siasî 

inaliato    . 


CAPO  II.  DaUe  oturtaiioni  dtl  barometro  i  o  no  potiibile  di  riw- 
vare  le  allezze  de'  luoghi  lopra  il  livello  del  mare  ?  E  quaV  i  la 
formata  a  ci6  pià  opportuna  nctl*  lafitudini  medie? 

412.  L'allezza  h  delU  colonna  di  mercurio  nel  baromelro,  es- 
sendo  un  elTetio  della  pressione  p  dcU'aria,  diminoiMe  con  quesU 
pressione  a  misura  che  c'  iaalziamo  Tertical mente  nell'  atmosfera ,  -di- 
modochè,  daia  l' aitezza  x  di  un  luogo  lul  lîvello  del  mare  coll« 
condizioni  in  cui  si  trora  r atmosfera,  è  in  neceuarlameote  deler- 
minata  l' altezia  k  del  barometro  ;  e  per  consegnente  l' nna  dt  que- 
lle due  qaantilà  z,  A  è  fttnztom  deU'altra:  zszfunz.ih).  Di  qui 
la  verità  della  segnente: 

Psor.  I.  Dali' onenare  le  alUzze  del  barometro  i  pouibiU  di 
icoprire  a  quai  altexxa  ci  troviamo  lopra  U  Uvello  del  mare. 

413.  Pkop.  II.  Per  eonoecere  l'altezza  z  onde  una  staiîone  s' inal- 
za  sopra  un'altra,  sotte  le  latitudini  medie,  conriene  osierrare  nel- 
le  due  stazioni,  inferiore  c  tuperiore,  t  contemporaneamente  per 
qiianlo  è  possibile: 
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i*.  le  aliezze  H^ ,  H  del  barometro  ; 

2*.  Le  température  T, ,  T  del  mercurio  per  mezzo  di  un  termo-- 
métro  particolare  annesso  al  baromelro; 

3*.  le  température  /« ,  t  deW  aria, 
Raccolti  questi  datî,  relevazione  cercata  z  si  avrà  prossimamente 
dalla   formola: 


(«) 


^  =  ^^^^K^*^wKl' 


dove 


log.p  =  hg.^  —  log.u 


T. 
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^- 


BiMosTRÀziONE.  AbbiaiDO  trovato  che  le  tre  eqoazionî  dell*  eqiii- 
librio  de'flnidi  elastîci,  se  si  elîmini  la  densità  g,  si  riducono  aile 
due  seguenti 


^zz-j^dz,       k^kAt-^^O), 


nelle  quali  il  cofficiente  k  siccome  espresso  per  la  temperatura  & 
deiraria,  che  Yaria  însensibilmente  cairaltezza  Zy  ë  una  funzione 
incognita  di  z,  Per  determioarla  nel  liiodo  il  più  semplice,  si  è  spe* 
rimentato  che  non  si  devia  gran  fatto  dall' esattezza  se  si  prende 
per  $  un  valor  medio  tra  i  gradi  estremi  t^,  t  ûi  temperatura  re* 
latÎYi  aile  due  stazioni,  ponendo 


0  = 


2      ' 


e  che  inoltre ,  per  avère  un  compenso  nelle  variazioni  deir  umidità 
deiraria,  è  utile  di  fare 


1000 


Ritenendo  adunque  il  coefficientc  k  corne  costante,  integriamo 
l'eqnazione  —  = —  -r(2js  cosi  che  a  js=0  corrisponda  po- Âvremo 


log.p  —  log.  p^=:  —  '^-  5 , 
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c  qiiîndi 


(1) 


r    \  1000  /      ^  I> 


Bimane  ora  a  Tcdere  corne  dalle  osserrazioiii  barometriche,  reiliflca- 
te     per    quelle  del  lermometro ,   si   |h»soiio    ricavare    i    ralori     di 

/otf.  -S-  ,    e  di     — =-  . 

A  ci5  sono  dirette  le  Ire  proposiziooi  che  seguono. 

1.  Le  pression!  p,,  p  dell'alinosfera  in  due  siazîoni  diverse  sono 
proporzionali  aile  allezze  A, ,  A  del  barometro  ridotte  alla  medesima 

A, 

'  '' 

ni  p.,  p  deiralDiosfera  siil  ramo  aperlo  del  baroinetro  equivalgono 
a  quelle  esercilale  dal  mercurio  aTla  profandttà  A«,  A,  ove  si  cbiami 
q  la  densità  del  mercurio,  si  avrà  (390) 

p,  =  gqht  1     p  =  gqh ,     donde*^*  =  -yî  - 
p        h 

2.  Essendo  H, ,  II  le  altexze  baroœetricbe  osservatc  in  due  siaiio- 
ni  aile  température  T*,  J,  ed  A*,  A  cio  a  che  si  riducono  siOiitte 
altezze  alla  lemperatura  =  0,  si  avri 


dove  fi  =  -rrr  é  >l  coefficiente  délia  dilalazion  del  mercurio  per  ognï 

grado  del  lermometro  centlgrado  a  parttre  da  zéro. 

InTatti  se  per  ogni  grado  di  temperatura  le  altezze  A,,  A  crcsco- 
no  di  fihf,  fih,  ed  aile  température  r, ,  rdirentano  rispettl  vu  mente 
//, ,  H,  è  manifesto  cbe  sarâ 


n,  =  h,(l-f0T,),        Hzzh{tf0T), 


if  AT   \' 
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Se  qui  trascurasî  il  termine  moliiplicato  per  ^*,  siccome  piccolissî- 
mo,  si  ottiene  la  relazione  proposta.  Banque 


log.^^zzlog,  j=:  log.  —  —  /o^|l 


ôôôO 


] 


3.  A  Hyello  del  mare  e  alla  temperàtara  =  0  essendo  l' altezza  del 
barometro  di  nietri  h^  =?  0,  760,  se  c'  inaiziamo  da  terra  per  metri 
X  =:  10,485,  r altezza  h^  del  barometro  discenderi  di  un  mitlimetro 
(corne  or  vedremo)  e  di?errà  A  =  0,759.  Onde  se  nella  formola  ba- 
rometrica  (1)  si  soslituiscano  questi  yalori,  e  di  più  si  faccia 
0  =z  Ig  =  r,  la  formola  (f)  si  ridace  a 

*o,       760 
10,485  =  -^log.  , 

da  cui  si  ricafa 


A.   _  10,485 

g  /o^.760  —  to^.769 


=  18336  . 


Per  intender  poi  corne  per  una  salita  di  metri  z  zz,  10,485  1'  al- 
tezza barometrica  debba  scender  di  un  miliimetro,  con?iene  a??erti- 
re  che,  alla  temperatura  =0,  il  fapporto  délia  densità  q  del  mercu- 
rio  a  quella  ^  dell'  aria  è 

A  =  ^0485 , 


prendendo  un  medio  tra  la  densità  deir  aria  perfettamente  asciutta  e 
la  densità  dell*  aria  umidissima.  Gio  posto,  immaginiamo  due  colon- 
ne vçrticali  ed  omogenee  l'una  d'aria  e  l'altra  di  mercurio,  le  cui 
altezze  rispettive  z  ed  A  siano  tali  ehe  ne  risuiti  una  medesima  près- 
sione  p  aile  loro  basi.  Sarà 

p  z=  g^z,     p  =  gqk ,      donde    z  =:  10485.A. 


E  da  qui  apparisce  che  ad  A  =: 


iOOO 


eorrisponde  z  =  10,485  . 


Per  Tesposte  coasiderazioni  la  formola  (1)  di?iene  finalmente 


%  =  18336  11 


( 


(. 


1000 


r)  '^^• 
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Scotio  I.  Nella  costruzion  di  questa  formola  non  si  è  tenuio  con- 
to  de)  cangiamento  insensibile  che  si  opéra  nella  gravita,  sia  a  cau- 
sa délia  eslensione  dell'altezza  £,  sia  a  causa  délia  rotazion  della 
lerra  ,  sia  a  causa  della  diversLià  di  latitudine.  Moliissioie  osserva- 
zioni  perô  hanno  mostrato  al  Sig.  Ramond  che,  nelle  latitudini  me- 
die,  la  formola  barometrica  or  trovata  di«iene  assai  pros&ima  al 
vero  ,  solcliè  al  numéro  18336  si    sosliluisca  il  numéro  18393. 

5co/io  //.  L'uso  del  barometra  per  la  determinaiion  délie  allezze 
è  di  taie  facilita  e  speditezza  che  si  adopera  con  vaniaggio  tutle  le 
votte  che  non  si  richied^  una  grandissîma  precisione;  chè  altrimen* 
ti  convien  ricçrrere  -aile  misure  irigODometricbe  ed  alla  livellazione 
ordinaria. 

PARTE  ir. 

IDBODINAinCA. 


SEZIOXK    l> 

Del  hoto  de'  flkidi  in  GEnziB. 

CAPO  1.  Sel  moto  di  un  fluiio  le  quattro  quantità  •  pressione  p,  den- 
sità  q,  forza  sollecitante  F,  velocità  U  >  «ono  funztoni  délie  gual- 
tro  variabili  indipendenti  x,  y,  z,  t;  e  net  molo  di  una  moleco- 
la  dm  le  coordinate  x,  y,  z  tono  fumioni  del  lempo  t.  Doppla 
etprenione  délie  derirate  tolali  di  p,  q,  F,  U. 

Ati.  Le  quanlità  da  considerarsî  nel  movimenlo  di  un  lluido  sono: 
la  pregsione  p,  la  densità  q,  la  forza  sollecitante  F  come  Dell'  Idro- 
siatica,  e  di  ptù  la  velocilà  U.  Quesle  qnatlro  quanlità  p,  q,  F,  U 
sogliono  variare  col  tempo  1  in  un  medesimo  luogo  ,  e  col  Inogo 
{x,  y,  z)  nel  medesimo  tempo;  onde  ciascuna  di  esse  dee  riguardarsi 
come  funzione  delle  qualtro  tariabili  •  tempo  t,  e  coordinate  x,y,z  '  -■ 
il  che  s' indica  simbolicamentc  cosi  : 

(     p=pU.x,y,i},  i     F=nt,x,y,z), 

{     q  =  q(l,  x,y,  s),  \      U=zU[l,  x,  y,  z)  . 


n 
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415.  Quaindo  DD  fluido  è  în  movîmenlo,  cîascuna  delle  sae  par- 
lîcelle  dm  segue  la  sua  via ,  percorrendo  una  linea  o  traiettoria  par- 
ticolare.  Siano  x^^  y^,  z^  le  coordinate  del  luogo  ove  trovasi  la  mo- 
lecola  dm  ail*  epoca  donde  si  comincia  a  contare  il  tempo  :  per 
ogn'islante  saccessivo  dt  sarà  pur  determinato  il  punto  a  cui  essa 
perviene,  cosicchè  le  coordinate  Xt  y,  z,  correnli  insieme  colla 
molecola,  saranno  funzioni  del  tempo  t  e  délie  coordinate  x^y  y^,  z^ 
ût\  punto  di  partenzaj  coordinate  che  diversificano  da  molecola  a 
molecola. 

Supponiamo  che  la  molecola  dm  y  arrivata  dopo  il  tempo  t  al 
punto  {x,  y,  z)  colla  velocità  {/,  descriva  neir  istante  dt  T  archet- 
to  ds  che  unisce  i  due  punti  (x,  y,  2)  ,  {x-^-dx^  y-^dy,  z-^dz) 
iofinita mente  vicini  délia  sua  traiettoria.  Sapendosi  che  ogni  moto 
infinitesimo  pu6  considerarsi  corne  uniforme,  avremo 


j  ^^  ds    dx  dy  dz 

U  u  V  to  * 


dove  per  II,  t,  w  sMntendono  le  componenti  délia  velocità  U  pa^ 
rallele  ai  tre  assi  Ox,   Oy,  Oz, 

416.  Essendo  le  coordinate  x,  y,  z  délia  molecola  dm  funzio- 
ni del  tempo  t,  se  delle  quattro  quantité  {U y  F,  p ,  q,)  riguardanti 
la  stessa  molecola,  si  prendano  le  derivate  totali  U' ,  V  ^  p\  9'  rispet- 
to  a  f,  ciascnna  di  tali.  derivate  si  comporrà  di  quattro  termini,  e 
si  avrà  per  esempio: 


irzzi 


du      du 

It  "^  dx 


u 


du 
dy 


du 
dz 


w, 


a  cagione  di  t*=r-r-,t?  =  -^,tc=j-.  Cotesta  derivata  sipuomet- 

dt  dt  dt 

tere  sotto  la  forma  più  semplice 


du 

"^  =  -dt 


W'"^' 


purchè  la  differenziazione  indicata  dal  simbolo  (d.)   si  riferisca  aile 
sole  coordinate  x,  y,  Zj  e  ad  operazione  eseguita  si  faccia 

dx  r:  udt ,      dy  =  vdt ,      dz  =  u?dt. 


1  sve»*» 


eo»*- 


««'"f.  Te""" 


jO' 


due 


c 


.11'"" 


«11 


■,  »«»»  "','  r»"''  '"'«M  »   '""',,  el 


la»»' 


de\- 


e»»' 


„i*»  »  ' 


«eW 


ïid*' 


d» 

«'^"dT 


V«1.1V(" 


JMOfff»' 


,  4««« 


qoaU 


^r'-'»-' 


te* 
,e»«  ' 


^.V»"' 
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risulta 

(fr)    u*dx  •+•  v'dy 


w  dz  :=a.'-r 
dt 


i  '  [(è)' *  {^y*  (S)-} 


DiM.  Il  primo  membro   délia  (a)  dovendo  essere  identîco  al  se» 
condo,  cioè  a 

dx  dy  ^       dz 


ri  avra'nno  le  relazioni 


^_^  dp         ««.^^  dp 

do?*  <ii/  '  dz 


Prendlamo  di  quesle  le  derîvate  totali  rispetto  a  t ,.  considerando 
le  a:,  t/,  z  corne  funzîonl  di  ^  Otterremo 


V  = 


lu' 


dydt 

d^<P 
dzdt 


d^P  d^p  d^P 

dx^        dxdy  dxdz 

d*p  d^P  d^ 


«, 


dydx 

d^P 
dzdx 


u 


P 


df 


d^P 


dydz 
d^P 


w  , 


dzdy 


dz' 


fJD  . 


Moltîplichiamo  rispettivamente  (Jaeslc  tre  equazioni  per  dx,  dy,   dz 
e  sommiamole.  Se  nel  sommarle  si  ponga  mente  dappriroa  alla  identita 


d^P  ,  d*P  ^         d^P  .         ,  dp 

dx  -H  —r—rdy  -♦-  -r— î-«Z  =  O. 


dxdl 


dydt 


dzdt 


dt  ' 


e  poi  a  quest'  altra  identita 


•( 


d^P  ^  d^p  ^ 

dx^  dxdy 


l^P  ^  \  ^  ^  ^  .^  —  i  (i  ^^  V 
Tcdz     f  ^  dx    *'dx       ^      \dx} 


dxdz 


ed  aile  sue  ànaloghe,  si  troverà  subito  la  (6). 


Due  Itggi  fondamentati  nel  moto  de"^  (tuidi. 


Se  te  molecole  di  un  flaido  in  moto  non  si  separano  le  une  dalle 
iriire,  ma  scorrono  insieme  formando  una  massa  continua,  sîflàtlo 
^uiVe  è  In  générale  &oggetlo  a  due  leggî  che,  tradotte  analitica- 
mente,  sî  dicono  equazione  delta  conlinvità,  ta  equazione  dette  for- 
se  tolteeilanti. 


CAPO  m.  Eqaaziom  detta  continuité  ptr  la  quate  ti  eiprimecomc 
varia  in  ogni  punlo  la  tetocilà  e  ta  demità  attorckè  il  fiuido  li 
comerva  continua. 


431.  Proposuioui  I.  Net  movimento  di  un  fluido  continuo ,   le 
variazioni  delta  tetocilà  e  delta  denittà  debbono  todditfare  all'eqva- 


(f) 

dt 

0 

diqw) 
dz 

identica  alla 

tegntnie 

(2) 

i 
1 

du 

4-  3-   -t-    -p-  =  0, 

dore  ^  è  la  dcri?ata  totale  di  q  rispelto  al  tempo  t. 

Dm.  Per  entro  al  fluido  concepiamo  uno  spazio  inOnitcsimo 
5,  sotto  l'immagine  di  vuoia  cameretta  di  forma  parallelcpipeda,  i  cui 
spigoli  coDligui  al  punto  M  siano  dx ,  dy;dz  (Qg.  80).  Questi  spi- 
goli  determinano  le  tre  facce 

À  =:  dgdz ,      B  :=  dzdœ ,      C  ^  dxdy , 

slle  qnali  si  oppoogono  parallèle  ed  eqaaii  le  Tacce   À' ,  0 ,  C.   La 
rapacilà  dello  spazio  S  sarà 

S  zz  dxdydz  =  Adx  =  Bdy  =  Cdz  . 


Â32 

Le  tel  facce  (À,  A'),  [8,  0),  {C,  C)  che  lo  circoscrÎToDo  si  rigoardï- 
Do  corne  altretliRte  porte  Asie  ed  ioTariabili,  per  le  quali  il  Ouido 
entra  ed  esce  libframcnte  senz'  alcuna  rottura  di  coDlinaiii.  Il  fluido 
nell'auraTersar  cosl  il  rano  dello  spatio  S,  subiace  ivi  o  almeao  puè 
subire  ad  ogn'îstante  dt  on  cangiamento  di  massa,  il  quale  si  espri- 
me  in  due  modi  diversi. 

Se  la  massa  fiuida  che  riempie  S  k  espressa  allô  spirar  del  tempo 
t    da    ^5 ,    allô    spirar    del    tempo    (  l  +  dt)    sarà    espressa    da 

{g-*--^  <'')$>  cosiccbè  nell'istaDte  dt  il  flaido  compreso  nello  spa- 

zio  S  avrà  subito  il  cangiamento  di  massa  :  • 

S.  ^.  dr 
dt 

Ma  è  chiaro  cbe  questo  cangiamento  è  pure  uguale  air  eceesso  délia 
quantilà  di  fluido  che  neU'istante  dt  entra  pcr  le  porte  A,B,  C 
sopra  qudia  cbe ,  ne)  medesimo  isiante ,  esce  datle  porte  opposle 
A' ,  0 ,  C,  «eparate  dalle  prime  per  grinterialli  dx,  dy,  dz.  Or  la 
'  prima  di  queste  due  quantità  di  fluido  è  espressa  da 

Aqudt  •*■  Bqtdt  -f-  Cqvodt, 

e  la  seconda  da  (•) 

L'  eccesio  délia  prima  sulla  seconda  sarà  diinque 


-Sdt[ 


digu)  _^  dlqa)  _^  %»)!  . 
àx  dy  dz   J' 


nuova  espressione  del  cangiamento  di  massa.  Egitaglîandola  alla  pré- 
cédente, e  dividendole  ambedue  pel  fattor  comtinc  Sdt,  si  ottiene 


=  -t 


djqn)        d(qv)  _^  d(qu))l 
dy  dz  J 


e  quindi  la  (I). 


(*)  Si  tïVsrU  cbe  petto  ii  =  f(x),  dtUti  idenlità  generiU  y*'i!f^fix' 
>i  derivi 


\ 
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Se  si  sviluppa  quest'  equazîone  (1)  ,  risulta    * 


dq       dq 
dt       dx 


u 


«y 


dq 
dz 


( 


du       dff      dw\  _  Q    ' 
dx       dy      dzf 


die  diylsa  per  q  dtviene  Identica  alla  (2). 

422.  Paop.  II.  Nel  moto  di  un  liquido ,  sia  omogeneo^  sia 
eterogeneo ,  V  equazione  délia  continuità  riducesi  a 


(3) 


du        dv        dw 

—  -4-   -  -   -f.  —   =0 

dx        dy        dz 


Dm.  La  densità  q  snpponendosi  cogtante  per  un  Hquldo  omo- 
geneo,  basterà  provare  che  la  sua  derivata  q'  dee  risulta re  =  0  an- 
che per  un  liquido  eterogeneo.  A  questo  fine  osserviamo  che  la  d^n- 
silà  qy  se  si  considéra  neir  insieme  del  liquido  eierogtueo ,  è  certa- 
mente  funzione  délie  quatiro  variabili  f,  x,  y,  z,  potendo  le  no- 
lecole  di  densità  différente  passare  per  un  medesimo  luogo  (x,y,z) 
in  lempi  successi?i,  ed  in  luoghi  divers!  nel  medesimo  tempo;  ma 
se  la  densità  q  si  considéra  in  una  stessa  molecola ,  dee  riguardarsi 
corne  Costa nte ,  e  si  dee  fare 

q{t,  Xy  y,  z)  =  c, 

denotando  c  una  costante  chc  cangia  di  valore  nel  passare  da  una 
molecola  di  una  specie  ad  una  molecola  di  un'  altra  specie.  Si  avrà 
dunque  nel  moto  di  ciascuna  molecola  particolare 


dq         dq 


«=  Il 


dx 


u 


dq 
dy 


V 


dz 


£  si  puo  conchiudere  che  nel  moto  di  un  liquido ,  sia  omogeneo , 
sia  eterogeneo,  la  (3)  sussiste  ugualmente. 

423.  CoROLL.  Quando  il  trinomio  udx  h-  vdy  -«-  wdz  è  il  dif- 
ferenziale  esatto  di  una  funzione  (p(ty  x y  y  ,  s)  rispetto  ad  j; ,  i/,  z, 
sarà 


d^ 
""  dx  ' 


""  dy 


w==. 


d^ 


az 


65 


-  ^ 


e  per  consegu^nza   l'equazion   délia   conliniiilà   sarà   espressa  dalla 
formola 

q  rf'f  d'f  d*9 


37-- 5?=°' 


e  nel  cas»  de'  liquidi  dalla  formola 


d'9        d'v        d'» 
dx'        dy"        ds*  ' 


CAPO  IV.  Eguazione  dtlle  forze  solhcitatiti  per  la  guale  ti  espri- 
me  corne  varia  da  punto  a  punto  la  prcssiODe  p  tn  fumione 
délie  tre  quantità:  densili  g,  forza  solleciiante  F,  e  Torza  d'i- 


(^.^') 


424.  l'BOPOSiziONE.  In  un  fiuido  l'n  tnofo,  la  prrisione  idroêta-  ' 
tica  p  ,  guando  ti  pasta  da  un  punio  {  x,  y,  z)  ad  un  altro  punto 
infinitamente  vieino  (x  +  dx,  y  -t-  dy ,  z  -t-  dz) ,  taria  tef.on~ 
do  la  legge  tspresia  dalV  eguazione  :  , 

(1)  d.p  =:  g[Pdx  -t-  Qdy  ■*■  Rds  —  u'dx  —  v'dy  —w'dz] 
eke  è  idenlica  (US)  alla 

(2)  dp  =  q(Fdf  —  V'dt  —  —  rfr), 
«  fAe  eguitale  aile  tre  leguenli 

DiHOeTBiztONE.  Tn  un  pnnio  qualunqiie  {x,  y,  z)  del  fluido  sia- 
no ,  alla  spirar  del  tempo  I ,  ?  la  densità ,  p  la  pressione  idroslatica , 
P,  Q,  n  le  Torze  soilecitanli  parallèle  agli  assi  Ox,  Oy,  Oz,  e  si 
concepisca  un  parallelepipedo  S  di  spigolî  dx,  dy,  dz ,  e  pero  di 
volume 

S  =  dxdijdz  =  ,l(/j-  =  Bdy  =  Cdz , 
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c  pieno  delta  massa  fiiitda 


dm  zz  qS. 


La  molccola   dm  sarà  sollccitata   nel   senso   delfassc    Ox  dalla 
forztt  motrice  =  PqS,  c  dalle  due  pressioni  opposle 


p4,  —  (; 


dx      ) 


t  qiieste  irc  forzc  cqiiWalgono  insieme  alla  forza  unica  motrice 


={'^-'Ly 


Nel  modo  slesso  si  prova  che  la  molecola  dm  è  soUecîtala  nel  senso 
degli  assi  Oy,  Oz  dalle  forze  motrioi 

Ma  si  ha  dalla  dinamica  (163)  che,  nel  moto  di  un  punto  materiale, 
r  azion  totale  délia  forza  motrice  è  uguale  in  ogn' istante  alla  for- 
za d' inerzia  del  punto.  Eguagliando  adunque  le  componenti  dclla 
forza  motrice  délia  nostra  molecola  aile  componenti  omologhe  délia 
forza  d*  inerzia ,  cioè  aile  u'qS ,  v'qS ,  fx/qS,  c  dividendo  tutlo  pcr 
S,  otterremo 

Pq  _  $.  =  «V  ,      Oq  -  l?-  =  f'?  ,      Rq-%=^'q, 


dx 


dy 


dz 


donde  le 


Se  quest'  eqnazioni  si  moltiplicano  rispettivamcnte  per  <te,  dy ,  dz, 
e  poi  si  sommano ,  nasce  la  segnente 


Étdx 
dx 


dy  dz 
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chè  équivale  a  quelle  tre,  dovendosi  verificare  qnalunque  siano  i  dîf- 
ferenziali  dxj  dy,  dz,  e  pero  anche  supponendone  due  uguali  a  zéro. 
11  primo  membro  si  puo  indicare,  secondo  la  fatta  convrnzione  (416), 
per  d.p,  e  quindi  si  avrà  la  (1),  la  quale  si  è  più  sopra  dimostrato 
(418)  essere  identica  alla  (2). 

425.  CoBOLL.  I.  Se  nella  corrente  di  un  fluido  si  vogliono  se- 
guire  le  varie  pressioni  per  cuî  passa  una  stessa  molecola  dm  ,  il 
cangiamento  di  pressione  d,p  da  un  pnnto  ail'  altro  délia  trajettoria 
si  avrà  dalla  formola 

d.p  =  q(Fdf  -  ^  d,  -  d.  Ç) 

* 

alla  quale  sappiamo  (419)  che  nella  fatta  snpposizione  si  riduce  la  (2). 

426.  CoROLL.  II.  E  quando  il  trinomio  udx  h-  vdy  h-  Modz  ri- 
sulta  un  differenziale  esatto  =  d.ç»,  V  cquazione  (1)  assume  la  for- 
ma (420): 


CAPO  V.  Corne  determinare  la  velocità  e  la  pressione  idrostatica  in 
ogni  punto   di  una   corrente  fluida  ?  Difficoltà.  Criterio  di  La^ 
grange  per  iscoprire  quando  il  trinomio  udx  -♦-  vdy  -♦-  wdz  i 
un  differenziale  esatto  =  d.^.  L*  integrazione  puà  talvolta  eie- 
guirsi  senza  che  abhia  luogo  questa  condizione, 

• 

427.  Nella  corrente  di  un  fluido  la  determinazione  délia  velocità 
U  e  délia  pressione  p  in  ogni  punto ,  dipende  dair  integrazione  com- 
pléta délie  due  equazioni  délia  continuità  e  délie  forze  soUecitanti  , 
la  quale  d'ordinario  présenta  difiicoltà  insuperabili.  Ne'  casi  parli- 
colari  in  cui  riesce  la  detta  integrazione,  s' incontrano  piii  funzioRÎ 
arbitrarie  di  ty  x,  y,  z,  per  determinar  le  quali  fa  mestieri  aver  ri- 
guardo  non  solamente  allô  slato  iniziale,  ma  ezîandio  aile  condU 
zioni  relative  aile  superficie  in  contatto  Col  fluido. 

428.  Esempio.  Sia 


S(t,x,y,z)z=o 
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r  eqaaiioD  di  una  sopcrflcie  variabile  col  tempo  (,  golla  qualfrdeb- 
bano  rimanere  coDlinuamenli;  i  punii  fluidi  che  già  *i  sono.  Se  pren- 
diamo  la  deriraia  totale  S'  di  cotesta  eqnazione  rispelto  a  t ,  consi- 
derando  le  x,  y,  z  corne  coordioale  correnti  di  udo  de'puntï  nomî- 
nati,  avremo: 

dS        dS  dS  dS 

dt        dx  dy  dz 

Se  la  superficie  5  è  quella  dî  una  parete  flwa ,  talchè  sia  't—  ^  0 , 
si  avrà  semplicemente 


La  superiicîe  libéra  di  un  liquido  è  d'ordinario  sottoposta  ad  una 
pression  nota  P,  eguale  in  tutti  i  suoi  punli,  ma  ctae  puù  yariare 
col  tempo.  L'equazion  di  taie  superficie  sarâ 

p(t,x,y,z)  =  P(t), 

doude  nasce  la  condîziou  seguente  pe'punli  liquîdi  che  vî  si  trOTano 

dp        dp  dp  dp     __  dP 

di         dx  dy  dz      ~  dt  ' 

429.  Per  facilitare  iu  alcunî  casl  l' integrazion  dcU'equazioni  fon> 
dameniali  deir  idrodinamîca,,  Lagraoge  propose  il  criterio  coutenuto 
nclla  seguente: 

PaOFOSiziONB.  Poila  la  condizione  che  V  etprenione 


a.p 


F.df 


tia  un  differenziale  etatto  ritpetto  ad  x,  y,  z,  te  a  qualche  ùtante 
del  tempo  ti  troci  ester  taie  anche  il  irinomto 

(i)  udx  -t-  vdy  -t-wdz, 

ti  eonchiuda  che  etto  tara  Halo  taie  per  lo  innanzi,  e  che  taie  it 
manterrà  per  tutto  il  tempo  del  molo. 
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Dm.  Osserfiamo  dapprima  che  aveodosi  in  ogni  caso  (424); 

^  —  Fdf  =  —  {u'dx  ■*■  t'dy  -t-  %v'âz) , 

quando  il  primo  membro  di  quest' equazionc  mulli  un  difTerenziak 
esatlo,  laie  dovrà  ritenersî  anche  il  .seconde.  Ora  snpponiamo  clie 
allô  spirar  di  un  certo -tempo  t,  il  trinomia  (l)  sia  un  diflbrenziale 
esnlto;  un  istante  prima  od  un  istante  dopo  (se  a  l  si  sostituî- 
sca  t  m  dt)  esso  è 

(u  T  M'rf()  dx  -*-(v^  v'dO  dy  ■*•(»>  ^  w'dt)  dz 

=  udx  -*-  vdy  •*-  iPrfi  :^  (u'das  -*•  v'dy  -t-  tc'dz)  dt , 

espressione  evidentemenU  integrabile ,  essendo  inlegrabile  ciascnno 
de'  due  trinomi  per  le  Tatte  stipposizioni.  Cosî  trascorrenda  coniinna- 
mente  da  un  isianie  ail'  altro,  sia  del  tempo  passato,  sia  del  tempo  a<r- 
venire,  si  acquisterà  la  ceriezza  dell'enuncîata  proposizione. 

Cùroll.  !•.  Il  trinomio  (I)  si  dom  quiudi  considerare  corne  diC- 
fcrenziale  esalto  di  uua  certa  funzione  incognita  da  deUrminani 
9  (t,  x,  y,  z),  allorchè  î  valori  tni'zi'alt  délie  Telocilà  u,  d,  u  sîaoo 
stati  costanti  in  tutti  î  punti  del  lluido,  o*rero  nuUi,  o  presso  che 
nullî. 

CoroU.  2*.  E  se  ad  un' epoca  qualunque  del  moto  si  veda  aper- 
tamente  che  il  trinomio  (I)  non  è  un  dilTerenziale  esaito,  si  potri 
afl^rmare  che  taie  nou  fu  mai,  ne  mai  sarà. 

430.  TalvDlia  arviene  che,  qjantunque  non  si  veriflcfai  l' esposto 
criterio  di  Lagraoge,  r  integrazione  di  cui  si  traita  si  possa  eUfet- 
tnare  completamente. 

EsEHpio.  Giri  equabttmente  un  liquîdo  grave  intorno  atl'asse  Os 
colla  Tclocità  angolere  =  0.  Menrre  il  sistema  fa  la  rotazione  do 
ncir  istante  dl,  la  molecola  dm  silnaia  nel  pnnlo  {x,y,  z)  t  alla 
dislanza  r  dall'asse  Oz  descriverà  lo  spazio 

dâ  =  rda,  colla  velocitâ  U  ^  t  ^f"  —  zzr9, 
dt  dl 

di  cui  le  componenti  u ,  o ,  to  (ove  si  denoti  per  »  l' angolo  «r , 
e  si  aTtrerls  che  nel  circolo  descritlo  dal  punto  dm,  si  ha 
X  =  rro3.a,  y  =  r  len.e)  saranno 

.  =  4î=-„».    »=■!»=«».  „=^J.=o. 


,     '''y 


E  ravricinando  si  conchiude  che  r  La  uiolecola   dm  ia   in   giro  cou 
uaa  Tcloctlà  composta  délie  due 

ed  è  animaia  da  iina  Torza  d'inerzia  composta  délie  due 

u    =~x»'^ ,      »'  =  —  y$*  . 

Cio  posto,  il  Irinomîo  (I)  si  ridiicc  a 

udx  ■*■  vdy  =  ff  (xdy  —  ydx)  , 

dOTC  non  si  Terilica  la  condizlon  dell'  inlegrabililà,  cioè  la 

du        dv 
dy  ~  dx 


T.  nondimeno  délie  due  equaiîoni   fondameoiali   dcH' idrodinaaiica, 
che  qui  si  riduGono  aile 

du        rfr    _ 
dx  '*'   dy   —  "' 

dv 

—  =  jdz -I- (arttr  •*- t/df/Jp-*, 

la  prima  é  un' identîià,  e  la  seconda  c  intégra  bile  immediatanicnie. 
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SEZIOMK    II. 


Dél  moto  lineare  de*  fluidi. 


CAPO.  I.  Definizione  del  moto  lineare.  Velocità  média  di  una  gezio- 
ne  o  del  fluido.  Nel  moto  lineare  non  si  considéra  ^he  il  moto 
medio  del  fluido,  Riduzione  di  questo  moto  al  moto  s  di  una 
molecola  idéale  sulla  linea  direttrice ,  essendo  s  =z  8{t),  0  =  0  («). 
Le  quantità  F^  p  y  q,  u  sono  funzioni  di  s ,  K 

Mirando  ad  ona  corrente  J'acqua  0  d'altro  Uquldo,  ciascun  pu& 
notare  che ,  sebbeae  le  varie  particelle  tluide  si  avanzino  con  veloci- 
tà e  dîrezioni  assai  diverse  ira  luro,  tiiltavia  il  corpo  del  liquide  cam- 
mina  con  una  certa  velocità  d*insieme  secondo  tfna  linea  che  è,  a 
un  di  presso,  indîcata  daU'andamento  stesso  délia  corrente. 

431.  Il  moto  di  un  fluido  si  dice  lineare  quando  il  corpo  del  flui- 
do cammina  con  una  certa  velocità  d' insieme,  seguendo  randamento 
di  una  linea  (or  più,  or  meno  determinata  )  che  si  pud  chiamar  (it- 
rettrice  del  moto. 

432.  Prop.  1.  Intendiamo  diviso  il  fluido  fier  sezioni  normali  agit 
elementi  successivi  ds  délia  direttrice  :  la  quantità  di  fluido  dm  che 
ad  ogn'iêtante  dt  passa  per  ciascuna  sezione  o  ,  pub  sempre  farti 
ugunle  a  quella  che  passerebbe  se  tutti  i  punti  fluidi  délia  sezione 
camminassero  con  una  certa  velocltÀ  mcdta  u,  perpendicolare  al 
piano  di  essa  sezione. 

DiM.  Infatti  chamata  q  la  densità  média  del  fluido  nella  sezione 
0,  basta  determinare  la  velocità  u  per  mezzo  délia  formola 


i-j 


—  =  o.udty 

1 


..    dm 
dove  il  secondo  membro  rappresenta  il  volume  fluido  — ,  passato  per 

la  sezione  o  nel  tempo  dty  sotto  la  forma  di  un  cilindro  che  ha  per 
base  o  e  per  altezza  lo  spazio  udt  percorso  colla  velocità  média  u. 
Cosi  la  velocità  média  u  ë  definita  dall'  equazione 


_.  dmiq 
n  —M  — 

odt 
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N.  B.  Quando  il  corso  del  fluido  è  permanente ,  cîoè  quando  si 
fa  sempre  ad  un  modo  per  ogni  sezione  o,  è  per  se  mantfesto  che 
alla  formola  che  précède  si  puo  sostituir  la  segnente 


m:q 


▼aie  a  dire  :  Per  otteniere    la  velocità  média  basta  tener  conto  del 

▼olume  fluido  — passato  per  g  in  un  tempo  finito  t  dato  ad  arbi- 

trio,  e  poi  divider  taie  volume  pel  tempo  t  e  per  Tarea  o  délia 
sezione. 

433.  Peop.  h.  Nel  moto  lîneare  non  si  considéra  cbe  il  moto 
medio  del  fluido,  lunghesso  la  linea  direttrice.  Per  rappresentar  que- 
sto  moto  s'  immagina  una  molecola  dm  cbe ,  camminando  sulla  di- 
rettrice, abbia  in  ogni  pnnto  del  soo  corso  i  valori  medii  délie  quat- 
tro  quaotità  (F,  p,  q,  t»)  ,  corrispondenti  alla  sezione  a  cbe  ë  nor- 
male in  tal  punto  ad  essa  direttrice. 

Se  si  considéra  s  come  dinotante  il  cammino  fatto  dalla  nostra 
molecola  idéale  nel  tempo  f,  sarà  $  funzione  di  f,  il  che  è  indica^ 
to  dal  simbolo 


$  zz  sU)  ;   e  quindi      ^  zz  u. 

dt 


E  ad  ogni  spazio  $  percorso  dalla  stessa  molecola  corrispondendo 
nel  corpo  del  fluido  una  sezione  o  normale  alla  direttrice,  l'area  di 
questa  sezione  sarà  nna  funzionfi  di  «  ;  o  =:  o{s), 

434.  Peop.  111.  Le  quattro  quantité  :  forza  sollecitante  F,  pressio- 
ne  p  ,  densità  q ,  velocità  u,  si  debbono  considerare  come  funzioni 
délie  due  variabili  indipendenti  t,  s,  tempo  e  spazio. 

Dm.  Imperoccbè  ciascuna  di  esse  puo  variare  col  tempo  t  in  un 
medesimo  punlo  délia  direttrice ,  e  da  punlo  a  punto  délia  direttrice 
nel  medesimo  tempo. 

435.  Coroll.  Donde  segue  cbe,  se  di  cotesle  qnantità  si  prendono 
le  derivate  totali  rispetto  al  tempo  (  e  si  designano  per  u\  q',  p\  F\ 
ciascuna  derivata  sarà  composta  di  due  termini.  Cosi 


t       du         du            du 
u  ^  —    -f-  tt  i^    

dt  d$  dt 


de    '  2    ' 


m 
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E  quindi 


purcliè  la  difTerenziazîone  indïcata  dat  simbolo  (d.)    s'  intenda  rife- 
rita  alla  sola  variabilc  i. 


CAPO  H.  Equaxiotie  delta  conlitiuUà.'per  la  quale  si  esprime  coma 
varia  da  «estons  a  teztane  «  da  un  istante  aW  allro  la  vehct- 
ta  it  e  la  denaità  q.  Cke  divtene  questa  legge  quando  la  dentilà 
q  è  indipendente  dal  tempo  f?  e  quando  i  roitante  tn  tutta  la 
lunjhezza  délia  eorrentef 


436.  PitopOsiziORE.  Sel  moto  lineare  dî  un  fiuidole  Tùriasioni 
délia  velocità  u  e  délia  denittà  q  d^bbono  toddinfare  aW  equaziona 

(.)  .  ?  *  ■'-'^•^  =  0. 

dt  de 

Du.  Siano  «,  «,  due  seztoni  guccessive  Del  corpo  del  fluido  (lîg.86), 
normali  alla  ilireltrice  e,  e  dislantî  1'  una  dall'  alm  dell'  inUrrallo 
ds.  Sarà 


'  'dt 

Lo  spazio  S  compreso  ira  qoeste  doe  sezioni  inrinitamente  ticine, 
potendosi  considerar  corne  cilindrico,  avrà  per  ntisara  odt,  cioè 
sarà  S  =  odt. 

Le  due  seziont  o,  »,  si  riguardîno  corne  due  porte  per  le  qnali 
il  fluido  enUa  ta  esce  liberamenle  senz'  alcuna  rottura  di  continuiti. 
Il  Huido  neH'aUrarenar  cosi  lo  spazio  S,  siibisce  od  almeno  puô  su- 
bire  ad  ogn' istante  dt  qd  eangiamento  di  matea ,  il  quale  si  espri- 
me in  due  modi  diversi. 

Se  la  massa  fluida  cbe  rierapie  S  è  espressa  allô  spirar  del  lem- 
po  1  da  q.S ,  allô  spirar  del  tempo  (t  -»■  dt)  sarà  espressa  da 

d^ 


(an    \ 


1 
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cosicchè  neir  istante  dt  il  fluido  compreso  nello  spazio  S  avrà  subito 
il  cangramento  di  massa 


^dtS^o'^A  dtds. 
dt  dt 


Ma  è  chiaro  che  questo  cangiamento  è  pnre  uguale  ail'  eccesso  délia 
quaotità  di  flaido  cbe  neir  istante  dt  entra  per  la  porta  o,  sa  quel- 
la  che  nel  medesimo  istante  esce  dalla  porta  oppo$ta  o^ ,  separata 
da  o  per  r  intervallo  ds.  Ora  la  prima  di  queste  due  quantità  è  espres- 
sa  da  (qêudt),  e  la  seconda  da 


rq^u^i^dsUt. 


e  r  eccesso  delln  prima  sulla  seconda  è 


ds 


nuova  espressione  del  caifgiamento  di  massa.  Eguagliandola  alla  pré- 
cédente «  e  dividendole  ambedue  pel  faltore  comune  didt^  si  oltiene 


dq 

dt 


d.(qou) 


donde  la  (a)  che  si  doYeva  dimostrare. 

437.  CoroUario,  Se  nel  moto  lineare  la  densità  del  fluido  è  indi- 


.    .    dq 
le  sia  -r-  ^= 
dt 

rà  secondo  la  legge  espressa  dall*  equazione 


pendente  dal  tempo  ty  talchè  sia  -^  cr  0,  la  velocità  mediau  ?arie- 


d-iqou^)  _ 


ds 


=:  0 ,    ossia  da    d,(qou )  =:  0 ; 


la  quale  integrata  somministra 


(û)t 


u,o  q  :=  costante , 
q,Qudt  zz  dt.costante , 
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dove  la  costante  deir  integrazione  dee  rîtenersî  corne  una  fttoziooe 
del  tempo,  ed  il  primo  membro  délia  (a),  rappresenta  eyideiUemente 
la  massa  fluida  che  neiristante  dt  passa  per  la  sezione  0.  La  legge 
délia  continuilà,  rappresentata  da  ciascuna  di  coteste  equazioni,  paè 
esser  espressa  sotto  due  forme  nolabili  ncl  modo  che  segue: 

Quando  nel  moto  lineare  la  densità  del  fluido  e  in  ogni  luogo 
indipendente  dal  tempo  : 

i^.  La  velocità  média,  considerata  nel  medesimo  istante  in  di-- 
vene  sezioni  trasversali,  varia  da  una  sezione  alV  altra  in  ragio' 
ne  inversa  délia  densità  e  delV  area  délia  sezione  ; 

2*.  La  qtMntità  di  fluido  che  passa  contemporaneamente  per  le 
diverse  sezioni ,  si  mantiene  invariabile  da  una  sezione  alV  alir^. 

N.B.  La  legge  délia  conlinuità  sotlo  quest*  ultima  forma  è  quasi 
eyidente  per  se  medesîma:  perché  se  la  qnaniità  di  fluido  che  passa 
per  una  sezione  fosse  maggiore  di  quella  che  passa  nel  medesimo 
tempo  per  un' altra  sezione  che  vien  dopo,  il  fluido  nello  sp^^io  in- 
terposto  ira  le  due  sezioni  dovrebbe  comprimersi  od  addensarsi  ;  e  se 
avvenîsse  il  contrario,  dovrebbe  dilatarsi  0  dividersi:  il  che  ripugna 
alla  supposizione,  sia  délia  continuità,  sia  délia  densità  sempre  ugua- 
le  nel  medesimo  luogo. 

438.  Scolio  I.  Se  la  densità  q  del  fluido  è  indipendente  non  solo 
dal  tempo  ma  pur  anche  dal  luogo ,  cosiccjiè  si  conser?i  costante  in 
tulta  la  lunghezza  del  moto  lineare,  è  palese  che  non  dovrà  piu  far- 
sene  menzione  nel  primo  degli  enunciati  précèdent!  délia  legge  del- 
ta conlinuità. 

Ciô  essendo  (corne  appunto  suole  accadere  nel  molo  lineare  de'lî- 
quidi  e  talyolta  de' fluidi  aeriformi),  sia  c  la  celerità  média  di  una 
data  sezione  fissa  f,  quai  sarebbe  quella  da  cui  esce  il  fluido,  e  che 
secondo  le  circostanze  prende  il  nome  or  di  luce,  or  di  sbocco^  or 
d'emissarioy  or  di  foce  etc.  Sarà 

f 
u.o  =  c.f,    donde      u  zz  ^.c  . 

'  o 

Per  questa  formola ,  data  la  celerità  c  délia  sezione  fissa  fy  si  fari 
subito  nota  la  velocità  u  di  un'  altra  sezione  qnalsivoglia  di  cui  l' a- 
rea  o  sia  pur  data. 

439.  Scolio  IL  E  qui  è  da  notare  che  la  velocità  c,  appartenendo' 
ad  una  sezione  fissa  f,  si  dee  riguardare  come  funzione  del  solo  teor- 
po  t,  Laonde ,  essendo  la  sezione  0  funzione  del  solo  $ ,  ove  nella 
relazione  (435) 

uds::z  -rr  ds  -^  d.—T 
dt  2 


445 


si  sostUuisca  il  précédente  valore  di  u,  si  avrà  la  formola 


'  dt    o 


2     «» 


CAPO  III.  Equazione  délie  forze  sollecitanti  nel  moto  lineare  ^  per 
la  quale  si  esprime  il  cangiamento  di  pressione  da  sezione  a 
sezione,  in  funzione  délia  densità  q,  forza  sollecitante  F,  e 
forza  d*  inerzia  u\ 

440.  Proposizionb.  Il  cangiamento  d.p,  che  «u&ùce  la  pre$sione 
nel  senso  délia  dii^ttrice  quùndo  si  passa  da  una  sezione  alV  altra , 
è  dato  dalla  formola 


(b) 


— ^  =  Fdf  —  —  (ff  —  d.  --  , 
q  '         dt  2 


do?e  è  da  notare  che  i  differenziali  ds,  df=:  ds  cos.{sF)  sono  îndi- 
peodenti  dal  tempo  ^ 

Dimostrazione.  Siano  corne  piii  sopra  (fig.  86) 


do 
o ,    ed      o-  =  o  H-  -7-  dâ  , 

as 


due  sezîoni  successive  del  corpo  lluido,  normali  alla  direttrice  «  e  se* 
parate  dair  interyallo  ds.  Lo  spazio  Sz=ods,  compreso  tra  queste 
due  sezîoni ,  sia  occupato  allô  spirar  del  tempo  t  dalla  massa  tlulda 

dm  =  q.S  zz  q.odsy 

e  nel  medesimo  istanle  sia  p  la  pressione  idrostatica  relativa  alla  se- 
zione Oy  ed  ¥dm  la  forza  motrice  composta  di  tatte  le  forze,  sia 
acceleratrici,  sia  ritardatrici ,  che  agisconp  sui  divers!  punti  dello 
strato  dm  zn  qods. 

Questo  strato  qads  sarà  sollecitato  nel  senso  délia  direttrice  dal- 
la forza 


Fqo  ds  ,<os  (sF)  ==  aqFdfy 


e  dalle  due  pressioni  oppoRle  contro  te  facce  c 


e  queste  tre  forze  [equilibrandosi  (366)  le  due  pressLoni  po,  —  po,  ] 
si  compongooo  nella  Torza  unica  motrice 


c(çFJf-Ai,^  =  ,^,Fif-i.f) 


diretia  nel  senso  délia  diretlrice.  Ma  l'azion  éi  questa  forza  dee  ad 
ogn'isunte  riiiscire  iigoale  alla  componente  tangenziale  délia  Toria 
d'iDeriia  (  163),  cioè  a  (435) 


'-^•ï) 


Eguagliando  quîndi  tra  loro  qaeste  due  quaatità,   e  diridendo  per 


donde  la  (£}. 


N.B.  Qjesl'equazione  (b)  è  ideotica  ait' équation  générale  gii  iro- 
vala  relattra  mente  al  moto  di  uoa  sola  molecola  fluida  dm  ïnQnite- 
sima  per  ogni  verso  (424).  Ed  inraiti  iovece  dello  straio  fluido  q.Bdt, 
compreso  tra  le  due  seziuDÎ  b,  «, ,' avremmo  poluto  coosiderare  la 
molecola  idéale  (433)  che  si  muore  sulla  direttriee  sotto  t'influenza 
de'valori  medii  délie  quantité  F,  p,  q,  u,  relatÏTi  a  ciascuoa  délie  se- 
zioDÏ  a  per  le  quali  va  passando  la  detta  molecola. 


CAPO  IV.  Squazione  detU  forze  toUôcilanti  nel  moto  Hneare  de'  (lui- 
di  gravi  ;  tua  unione  con  quella  delta  continuilà  quando  la  d^n- 
silà  q  i  Foilanle  ;  e  tua  forma  quando  tt  fa  attrazione  dalle 
reiiilenie. 


441.  Ne'  tluidi  gravi  la  Torza  F  si  piiô  riguardare  couie  compotia 
Ai  due  altre  Torze  g,  gR,  délie  quali  la  prima,  diretta  in  basso>  è  /'  a- 
zione  accélératrice  délia  gravita,  e  la  seconda,  direita  in  senso  oppo- 
sio  al  moto  lineare,  é  l'  aztone  rilardatrice  ctie  nasce  dalle  resisien- 
ze.  Ciô  posto,  si  am  per  la  noia  propnetà   délia   rigulianle 

Fdf—gdx  —  gnài  =  g  {du  —  Rdi) , 

dOTe  df,  dx,  de  denotano  al  solito  le  proiezioni  dcU'elemento  ds  dél- 
ia traieiLoria  sulle  direzîonî  délie  Ire  forze  P,  g,  gR,  risulianle  e 
componeoli,  e  t'  asse  verlicale  z  si  suppone  diretlo  in  giîi  corne  la 
graviia. 

D'  ora  innanzi  la  Toria  F,  composu  di  ^  e  di  gR,  verra  denouta 
per  gF,  e  quindi  la  (b)  si  scrÏTcrà  sotto  la  forma 


4i'2.  Quando  la  densîlà  q  è  costante  in  lutta  1h  lungliezza  del  mo- 
10  lineare,  invece  di  rappreseniare  la  pressione  idrostatiua  per  p,  si 
Buole  rappreseniare  per  ggp,  iniendendo  per  p  l'  allezza  a  ctti  do- 
vrtbbe  inalsarti  «no  colonna  detlo  tteino  (luido,  per  prodarre  alla 
stta  baie  la  medetimo  pretsione  idrostatica  che  ti  eontidera  nelfa 
corrente.  In  qiiesta  siipposiztone ,  sostîtnendo  nell' eqiiazîone  (&)'  il 
prodoito  gqp  alla  Icltera  p  ,  si  oUiene 

(oy  d.p  =  Fdf  —  -^^j' di  —  d.  "-. 

gdt  2a 
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443.  la  qaesU  formola  si  sostUuisea  il  valor  medio  délia  velocità 
u,  dato  dair  eqoazion  délia  continuità  (438) ,  cioè 


fc 


risaltera 


(A)  d.p^Fif-^..±-ii.îL 


gdt    «  2g 


«» 


444.  Ne'  Tarii  casi  in  cui  è  permesso  di  fare  astrazione  dalla  re- 
sistenza  A,  basta  porre  li(  =  0,  ed  Fdf^  dz  (441),  ed  avremo 


(B)  d.p  =  dz—  '-J. rf.  J. 

'^  gdt    «»  2g      •»* 


donde 


fdc  ds         c»  .    f" 
(C)  '^''  =  ''!'-»-5rfTT*   2^<'iâ- 


445.  £  qui  è  da  notare  che  lo  spazio  $  che  va  percorrendo  la  mo- 
lecola  idéale  sulla  direttrice  (433),  variando  insieme  colla  profondîtà 
Zy  si  dee  rigaardare  corne  funzione  di  js,  e  d'altra  parte  si  ba 

dz  =  d8C08.(Zs), 

Cio  posto,  se  si  voglia  indicare  1*  integrazione  deir  equazione  (C)  ri- 
spetto  a  jc  0  ad  «,  senza  fissarne  i  limili,  basterà  scriyere 


(0,  ya,=/,.p^g^/^^|/,.g. 


perche  la  velocità  c,  sebbene  possa  variare  col  tempo  ^  è  afHiUo  in- 
dipendente  da  js  e  da  s. 
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BVI   PBIMCIPII   FOIIDAMEWTALI   DBLIiB 


DellM  daalitA  ncl  modo  dl  eascre 
délie  quanlIlA. 


Le  proposîzioni  che  serrono  di  fondamento  corne  aile  rormole  délia 
GeooiElria  analhica  cosî  a  quelle  délia  Meccanica ,  si  derivano  tutle 
da  tre  pHncipii:  t.*  Dal  pritieipio  délia  dualità  Tondato  sulta  dU 
atinzione  delle  quantîlâ  in  posilire  e  in  négative  :  2.*  Dal  principio 
di  proporxione;  3.*  E  dal  principio  de'  liniili.  Coiainciaaio  dall'es- 
porre  ordinatamentee  colla  maggiore  accuraiezza  possibile  il  primo 
de'  nominali  principii,  il  quale,  in  unione  cogli  allri  due,  si  appIL- 
et  di  coDiinuo  e  domina  in  tutte  le  scienze  il  cui  obbietto  si  gossa 
rappreSentare  per  mezzo  dell'  esteusione. 

1.  Nelta  quaniilà,  od  in  ciô  che  puô  crescere  o  diminuire,  è 
necessario  distinguere  i  gradi  (ossia  le  parti)  imde  si  fa  l'accresci- 
menlo,  da'  gradi  onde  si  fa  la  diminuzione.  I  primi,  aggiingendo- 
ti  BuccesBivamente  alla  quaniità,  «i  dicono  poiitivi;  ed  i  secondi, 
Mttraendogi  guceeisiramenle  dalla  quantità,  si  dicono  negativi.  Una 
quantiU  si  dere  riguardare  corne  posiliva  o  corne  negativa  secondo- 
chè  sia  composta  di  gradi  posiUn  o  di  gradi  negativi. 

Ogni  quaniilà  st  pua  rappresenlare  numericamente  per  mezzo  di 
una  linea.  Immaginiamo  uns  linea  che  varii  per  gradi:  se  co' gradi 
positivi  si  va  in  un  senso,  co' negativi  si  anderà  in  senso  contrario. 
Dunque  una  linea  se  generata  da  un  punto  uioventesi  in  un  senso 
si  rignarda  come  potitiva ,  generata  da  un  punto  nioventesi  in  sen- 
so contrario  si  dovrï  riguardare  come  negativa. 

Neir  indicare  una  linea  per  mezzo  di  due  letlere,  per  esenipio 
AB,  noi  conTerremo  che  la  prima  delle  due  letlere  indichi  Vorigine 
délia  linea,  e  la  seconda  il  termine  ;  co&icctiè  l' ordine  di  successio- 
ne  delle  due  lettere  mostri  il  sens»  del  moto  sccondo  cui  si  suppone 


generata  la  liaea.  Da  ci6  stgiie  neatgmriatntnt»  cbe  se,  nella  misii- 
ra  délia  Itnea ,  la  lunghexza  AB  bî  rappresenta  con  un  numéro  po- 
sUiro,  la  lunghezza  BA  si  dovrà  rappresentare  con  lo  stesso  numé- 
ro, ma  negatiro;   oade  si  avri 

BA  =  —  AB; 

cioè  :  Per  mutare  it  segno  di  una  linea  bmla  tnvtrtert  l'  ordine  di 
tvcceêiione  délie  due  Itttere  the  la  rapprttentano. 

Oa  queste  nozioni  si  raccoglie  il  seguente: 

2.  Principlo.  >  Se  le  parti  di  una  \iattnlia  (AB,BC,CD,DE) 
sono  cosi  disposte  che  ciascuoa  cominci  dore  termina  quella  che 
précède ,  la  tomma  di  quelle  parti  sarà  eguale  alla  linea  che  dalla 
origine  délia  prima  parte  va  al  termine  dell'  ultima  •  : 

ÂB  •*■  BC  ■*-  CD  •*■  DE  :=  AE. 

Dimostrazione.  Supponiamo  che  le  parti  da  sommarsi  siano  duo 
AB,  BC:  io  dico  cbe  la  retta  AC  rappresenterà  la  lors  somma . - 

AC  =  AB  -t-  BC. 

COD^en  disiinguere  tre  casi:  poichè  il  pnnlo  B  o  è  dentro  l'inter- 
Tatlo  compreso  fra  i  due  punii  A,  C  (fig.  i);  o,  essendo  fuori  dt 
quest'  intervallo ,  rimane  più  Ticino  al  pnnto  A ,  oTvero  al  punto  C. 

Nel  primo  caso,  l'equazioDe  (AC  =.  AB  -*•  BC)  è  eridente  per 
se  roedesima,  csprimendo  cbe  il  lutto  è  uguale  alla  somma  dellc 
sue  parti. 

Nel  secondo  caso,  se  la  retu  AC  sî  riguarda  conte  poshiTa,  sari 
posîtira  la  BC,  e  negatira  la  AB,  e  si  avrà  cTidentemente : 

AB  ZZ~  BA,     BC  =  BA  -¥■  AC; 

donde,  sommando,  AB  •*-  BC  -=  AC. 

Nel  terzo  caso ,  se  la  AC  si  riguarda  corne  positiva ,  sarà  positi- 
va  la  AB  e  negatira  la  BC;  e  si  avrâ  eridentemente : 

AB  =z  AC  -*-  CB,    BC  =z—  CB, 

donde,  «mmando,  AB  -t-  BC  zs  AC. 


E  adunqne  prorato  in  ogDÏ  caso  cbe ,  se  le  doe  parti  di  nna  rel- 
ia sono  coti  disposie  cbe  la  seconda  cominci  dote  tennina  la  pri- 
ma ,  la  somma  delle  due  parti  sari  eguale  alla  retia  che  ra  dalla 
origine  della  prima  al  termine  délia  seconda. 

Snpponiamo  adesso  che  le  parti  cbe  si  considerano  sbpra  una 
retta  siano  in  qualsiroglia  numéro:  quattro  per  cscmpto 

(ÀB,  BC,  CD,  DE). 

Se  sommiamo  te  prime  due  parti  ÀB,  BC,  la  somma  sarà  la  retta 
AC  cbe  va  dalla  origine  della  prima  parte  al  termine  della  secon- 
da ,-  e  se  sommiamo  questa  retu  AC  colla  terza  parte  CD.,  la  somma 
sarà  la  retta  AD  che  ra  dalla  origine  della  prima  parte  al  termine 
della  terza.  Continuando  cosi  a  sommare  con  ciatcuna  delle  parti 
tucceitiv«  la  retta  che  rappresenta  la  tamma  delle  parti  che  pre~ 
cedono,  si  arrirerà  neccssariamente  alla  retta  (=:  AÈ)  che  va  dal- 
la origine  della  prima  parte  al  termine  dell'  ullima,  e  che  rappre- 
senta la  somma  di  tatte  te  parti  (ÀB,  BC,  CD,  DE). 

Sfoîio  La  regnia  del  sommare  cootenuta  nella  proposizione  or 
dimostrata  si  applîca  endentemente  non  solo  aile  parti  di  una  retta  , 
ma  di  una  linea  qualsivoglia ,  ed  anche  aile  parti  di  un  angolo,  ed 
in  génère  aile  parti  di  ogoî  eslensione  le  qualï  siano  cosiUïlte  che 
«î  possano  collocare  l'una  dopo  l'altra  per  apposizione  continua,  si< 
Del  medesimo  senso ,  sîa  in  senso  contrario. 

Questa  proposizione  costituisce  un  principio  quanto  semplice  al- 
trcttanto  fecondo  il  quale,  fondandosî  sulla  dualttàiegli  stati  oppo- 
«li  in  cui  puô  troTarsi  la  quantità  estesa ,  or  potitiva  ed  or  negati- 
va,  verra  da  noi  richiamato  col  litolo  di  prlDclplo  «lella  dua- 
lité l  e  ciô  lanto  più  cbe,  quando  si  passa  dalla  geometria  alla 
meccanica ,  la  diialità  dell'  estensione  rappresenta  la  dualità  delle 
forze  che  regnano  nella  natura,  attrattive  e  ripultive. 

Per  eseupio:  Date  più  forze  applicate  ad  nn  punto  A  ed  agenli 
secondo  una  medesima  retta ,  per  comporte  in  una  sola  (  giusu  U 
nota  legge ,  Mec.  23  ) ,  basta  rappresenta  rie  in  grandeiia  e  in  dire- 
zione  con  parti  successive  {AB ,  BC ,  CD,  DE)  della  slessa  retta, 
cosî  disposte  cbe  ciascuna  cominci  dove  termina  qnella  che  précède  : 
la  Torza  risullanle  sarâ  rappresentata  dalla  relu  che  va  dalla  origi- 
ne della  prima  parte  al  termine  dell'  ultima. 

Il  jirincipio  della  dualità  spiega  principalmente  la  sua  fecondilà 
nella  teoria  della  composizione  delle  linee  e  delle  superficie. 
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7.  Scotio.  Date  due  linee  a,  6  di  nota  direzione,  qiiando  il  loro 
angolo  sarâ  iodicato  da  uoo  de'simboli 

per  un  (al  simbolo  si  dere  intender  l' angolo  cUe  si  forma  condii- 
cendo  per  un  punto  arbitrario  O  (fig.  0)  due  linee  Oa,  Ob  parallè- 
le aile  reite  date  a,  b,  e  dirette  nel  medesimo  senso:  cosi 

ang.{ab)  :^  ang.aOb. 

Inoltre  i  due  simboli  (16),  (6a)  indicheranno  due  angoli  uguali 
ma  di  segno  contrario,  raie  a  dire,  se  l' angolo  {ab)  si  concepîsce 
corne  descritto  da  un  raggio  che  dalla  posizione  Oa  (fig.  6)  passa 
alla  posizione  Ob  girando  in  un  sento  conrenuto,  l' angolo  (ba)  si 
dorrà  concepire  corne  descrillo  dallo  stesso  raggio  clie ,  girando  ■'» 
cefuo  contrario,  lorna  dalla  posizione  Ob  alla  posizione  Oa. 

Similmente,  se  X  rapprcsenta  un  piano,  il  simbolo  (.Ta)  rappre- 
senterà  l' angolo  comprcso  tra  il  piano  T  e  la  relia  a,  0  piii  preci- 
sanenie  (fig.  7.)  l'angalo  pOa,  compreso  Ira  la  retta  Oa  e  la  li- 
nea  Oji  clic,  sul  piano  X,  rappresenta  la  proiezione  orioganale  di  Oa. 

8.  Seconde  qiiesli  simboli,  la  proiezione  orlogonale  iIL  una  rel- 
ia a,  sia  sopra  un  asse  x,  sia  sopra  un  piano  A',  sarà  espressa 
non  solo  nella  grandezza  ma  eziandio  nclla  direzione  dalle  formole 


Bapporîo  tra  hrette  e  le  hro  proiezioni  oblique. 


•  La  proieziona  obliqua  di  una  retia  iz  a  tojira  un 
atie  X  {fig.  8)  è  ugwile  al  prodotlo  délia  relia  pel  rapporta  de'ee- 
nt  dtgli  angoli  cke  il  piano  dlrlsente  D  fa  colla  relia  0 
colV  a«»e  1  cîpè 

D       _„   ien.(Da) 
"'   -"   «».(Dx)    ■ 

■Mm.  OV  rapprescnii  in  profllo  il  piano  dirigenie  A,  e  per  O 
conduciatno  un  asse  Od  perpendicolare  a  questo  piano.  Consideriamo 
i  duc  piani  che  proiettaao  i  punti  inîziale  e  finale  délia  relia  a  pa- 
rallelamente  al  piano  dirigente  D,  ed  i  segmenli  a,  e  b  intercelti 
da  quesli  piani  sopra  i  due  assi  Ox ,  Od.  Sarà 


Ma  sull'asse  Od  il  segmento  b  si  puô  riguardare  corne  la  proiezîo- 
ne  ortogonale ,  sia  délia  retla  a ,  sia  délia  retia  a, ,  e  perà  si  ha 


a,  cot.(a'd) , 


a    -  a    'î^^i'^- 
'co».[ctd)    • 

ed  essendo  complemenlani  gli  angoli  (Da)  c  (ad),  (Dx)  ei  (xd), 
si  conchiude 
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Del  prtnciplo  deUa  retta   rtmiliaiite» 


Definizioiie  délia  risultante  di  pià  rette  date  :  unica  ; 
sue  proprieià  rispetto  aile  componenti. 

10.  Date  pià  rette  a,  b,  c,  d  etc.  (fig.  9) ,  io  chiamo  rimiltaiite 

délie  medesime  quella  retta  la  eut  proiezione  sopra  un  asse  muta- 
bile  X  (essendo  qualunque  il  piano  dirigente  P)  l  sempre  uguale 
alla  somma  délie  proiezioni  omologhe  délie  rette  date,  le  qoali  si 
dlranno  componenti  rispetto  alla  retta  risultante. 

Teorenta  !•  Per  trovare  la  risultante  di  piii  rette  date  Oa, 
Obj  Oc  etc.  (fig*  9),  basta  formare  una  linea  poligona  i  lati  del- 
ta quale  siano  successivamente  paralleli  ed  eguali  a  ciascuna  dél- 
ie rette  date  e  diretti  net  medesimo  senso:  la  rlAultante  sarà  la 
retta  Or  che  va  dal  punto  iniziale  al  punto  finale  di  siffatta  H" 
nea  poligona. 

Blm.  Si  coDcepiscano  proîettati  sopra  un  asse  Ox  (essendo  qua-* 
lunque  il  piano  dirigente  D)  i  lati  successin  délia  linea  poligona: 
le  proiezioni  saranno  rispettivaniente  uguali,  in  grandezza  e  in  dire- 
zione,  aile  proiezioni  omologhe  délie  rette  date.  Ci6  posto,  i  punti 
O,  Àj  B,  Cy  D  etc.  rappresentino  suU*  asse  Ox  le  proiezioni  de'  ver- 
tici  consecutivi  di  essa  linea  poligona,  i  qnall,  per  fissar  le  idée» 
sapporremo  cinque.  In  questa  supposizione,  le  parti  OA,  AB,  BC,  CD 
deir  asse  Oo; ,  e  la  ristta  OD  che  va  dalla  origine  délia  prima  parte 
al  termine  deir  ultima,  equivarranno  rispettiramente  aile  proiezioni 
omologhe  delle  rette  date  Oa,  Ob,  Oc,  Od  (4) ,  e  délia  loro  risultan- 
te Or,  Ora  dal  principio  délia  dualité  abbiamo 

« 

OD  =  OA  ^  AB  -^  BC  -¥-  CD, 


vale  a  dire 


r^zz     {a 


à)s. 


formola  che  esprime  la  propriété  per  ciii  si  è  defiaita  la  retta  ri' 
sultante. 
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Teoroma  II.  La  risultante  di  più  relie  date  è  uniea ,  e  péri 
fi  puà  tenere  qital  ordine  ëî  ruole  nel  delerminarla  :  Taie  a  dire, 
comunqiie  si  varii  la  cosiruzîone  del  poligono  i  cuilali,  succedenli- 
sî  con  ordine  srbilrario,  rappresentano  le  relie  date  Oa,  Ob,  Oc,  Od, 
etc.,  il  lalo  Or  che  rappresenia  la  risuliante  sarà  senipre  il  medeslmo. 

Dlm.  Siippotiianio  possibili  due  risulianii  Or,  Or'  (fig.  10)  con 
direzione  diversa.  Ne!  piano  determinato  dalle  medesime  conda- 
ciamo  un  asse  Ox  perpeadicolare  ad  Or  e  perà  obliqua  ad  Ot'.  Se 
qneste  due  relte  si  proieiiano  ortogoDalmente  siill'  asse  Ox,  la  pro- 
iezione  dî  Or  s^rà  nulla,  e  noo  quella  di  Or'.  Ma  si  la  prima  che 
la  seconda  proiezione,  dovendo  csscre  uguale  alla  somma  délie  pro- 
iezioni  omologbe  délie  componenti  {a,  b,  r,  etc.),  dorrebbe  avère 
uno  siesso  valore.  Per  qucsta  ragione  si  vede  in  générale  egsere  as- 
garda  la  supposizione  di  due  risultanli  délie  medesime  relie. 

Sco'i'o  /.  Costruendo  il  poligono  che  détermina  ia  risuliante,  si 
fa  maniTesto  che,  quando  le  relie  componenti  sono  due,  la  risultan- 
te c  la  diagonale  del  parallelogrammo  costrnîto  sulle  due  rette  prese 
per  laii;  e  che,  quando  le  relie  componenti  sono  ire  e  non  siiuate 
in  un  medesimo  piano,  la  risultante  è  la  diagonale  del  parallelepipe- 
do  coslruito  sulle  ire  relie  prese  per  lali. 

Scofto  //.  Le  linee  che,  panendo  insieme  da  un  punto  0  e  se- 
gnando  vie  comonque  diverse,  vanno  a  lerminare  insieme  ad  an  al- 
Iro  punto  D,  proietiate  sopra  un  asee  qualsivoglia,  hanno  eguali  evi- 
dentemenle  le  proiezioni  omologbe. 

Dalla  proprietà  dclla  relia  rimltante,  espressa  dalla  sua  deQni- 
zione,  si  dcducono  immedia lamente  dnc  altre  proprietà  fondamental! 
cbe  sono  di  uso  conlinuo. 

11.  1,'  Una  relia  r,  motliplicata  per  la  proiezione  the  ena  ri- 
ceve  gulla  ÊUa  dire:ione  da  un'  allra  relia  g ,  i  uguale  alla  êomtna 
délie  componenti  a,  b,  c  elc.  deW una  r,  moltiptiratt  rispeltûa- 
mente  per  la  proiezione  che  riretono  tulle  loro  direzioni  daW  al- 
tra  q;  vale  a  dire 

rg^  =  qr^  zz  aq^  -<-  bq^  -t-  cg^  -*■  etc. 

12.  2."  Il  guadralo  délia  risultanU  r  I  eguale  alla  tomma  de' 
guadrati  délie  tue  componenti  a,  b,  c  etc.,  più  due  voile  la  gomma 
de' prodolli  che  possono  farsi  moltiplicandote  due  a  due,  l' una 
per  l'  allra  e  pel  coteno  delV  angolo  compreto  ;  vale  a  dire 

r*  =  %a*  ■+■  2zabcoi.(ab) , 

doTc   il   simbolo  £  indica  la   lommH   di   lulli  i  termini   analogbi  a 
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^ab  co8.(ab)  =:  ab cos. (ab) 
-f-  bc  coi,  (bc) 
•4-  cdco$,(cd) 
-4-  etc. 


)>  H-  c*  -f-  etc.  ; 
ac  C08.  (ac)  -♦-  ad  co$,  (ad) 
bdco8,(bd)  -4-  etc. 
etc. 


etc. 


Dim,  I.  Se  proiettlamo  ortogonalmente  la  risaltante  r  e  le  sue 
componenlî  a,  b,  c  etc.  sulla  dîrezione  délia  retta  q,  la  proiezione 
délia  r  dev'essere  iiguale  alla  somma  dellc  proiezioni  délie  a,  b,  c  etc.; 
e  CÎ6  per  la  definizione  medesima  délia  retta  risultante.  Ayremo 
dunque 

rg  =  (a  -»-  6  -4-  c  H-  J  -H  etc.  )y  , 


e  quindi ,  moliiplicando  per  q  , 

qrç  =  q(a  -^ 


etc.  )q  , 


laquale  (ove  si  richiami  il  teorema  contenuto  neirequazione  aba^^ba^) 
si  ridoce  subito  alla  seguente 


rq^  =  aq^  -4-  bq^ 


^9. 


etc. 


cbe  è  la  prima  formola  cbe  si  doTeva  dimostrare* 

II.  Supponiamo  adesso  cbe  la  retta  q  coïncida  colla  retta  r.  £s- 
sendo  r^  :z:  r  (giaccbè  la  proiezione  di  una  retta  sopra  se  medesi- 
ma è  eyidentemente  uguale  alla  stessa  retta  ) ,  la  formola  précédente 
diviene 


(«) 


r*  =:  ar. 


br, 


cr. 


etc. 


Ma ,  per  la  deûnizione  délia  risultante  , 


Ta 

"^ 

a 

-*• 

ba 

-*- 

c« 

-^ 

da 

-^ 

etc 

U 

zz 

b 

H- 

«* 

H- 

Ci 

-f- 

^. 

-4- 

etc. 

Te 

3^ 

c 

^ 

ac 

^ 

bc 

^ 

de 

^ 

etc. 

etc. 
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vSostitiiendo  qiiestî  valori  di  ra,j  ny  Vc  etc.  nella  (a) ,  si  ottiene 
r*  =:  ra^  -♦-  2  i:û6«  =  ra*  -h  2  Taft  fo«.  (û6)  , 

la  quale  è  la  seconda  formola  clie  si  iratlava  di  provare. 

La  risultante  colle  sue  proprietà  costituisce  un  nuovo  principio 
assai  fecondo  di  dimoitrazione  e  di  ricerca. 


Uio  del  principio  délia  risultante  nelV  espressione  délie 
componenti  parallèle  ad  assi  coordinati. 

AH»ft  coordinati.  Tre  assi  Ox,  Oy,  Oz  (fig.  Il)  indeflniti  e 
non  situati  in  un  medesinio  piano  traggano  V  origine  da  un  mede- 
simo  punlo  0,  coordinati  tra  loro  sotto  angoli  arbilrarii  (xy) ,  (yz), 
(zx).  A  partir  da  quest'  origine  ciascun  asse  correrà  in  due  versi  o 
sensi  contrarii ,  V  uno  positivo  {Oxy  Oy  y  Oz)  y  e  V  altro  negativo 
(Ox'y  Oxj  y  Oz'), 

Cotesti  assi  determinano  tre  piani  yZy  zx,  xy  chc»  coordinati 
in  Oy  spartiscono  tulto  quanto  lo  spazio  in  olto  angoli  triedri    * 


f 


xyz    e    x'y*z'  , 


(     xyz'    e    x'y'z  •  (     x'yz 


(    xyz    e    x'yz' , 


c    xyz' , 


i  quali  due  a  due  sono  opposti  in  simmetrla  intorno  ail' origine  0: 
per  esempio,  al  Iriedro  cogli  spigoli  posilivi  Ox,  Oy ,  Oz  si  oppo- 
ne  simmetrico  il  triedro  cogli  spigoli  negativi  Ox' ,  Oy'  y  Oz'. 

La  posizione  correlativa  degli  assi  positiyi  OXy  Oy,  Oz  si  piio 
determinare  per  la  convenzione  segoente.  Se  1'  asse  Oz  si  riguarda 
corne  una  persona  riita  coi  piedi  in  0  e  colla  faccia  vol  ta  yerso 
Tapertura  dell'angolo  positivo  (xy)  minore  di  due  rctti,  questa  per- 
sona dee  avère  a  destra  V  asse  Oo; ,  ed  a  sinistra  l  asse  Oy.  Net 
modo  stesso  1'  asse  Ox  è  situato  rispetto  agli  assi  Oy ,  Oz  ;  e  V  as- 
se Oy  rispetto  agli  assi  Oz,  Ox., 


Alcuni  soglion  fare  1'  ipotesi  opposta,  supponendo  a  sinistra  cio 
che  noi  abbiamo  supposto  a  destra ,  e  viceversa.  Qualunque  per6  sia 
r  ipotesi  che  si  adotti ,  purchè  si  ritenga  fedelmente ,  le  formole  sa* 
ranno  affatto  le  medesime. 
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13.  Teorema.  Per  decomporre  una  relia  f  in  tre  P»  0,  R  paral- 
lèle a  tre  assî  coordinali  x,  y,  z^  basta  proiellarla  sopra  ciascnno 
de'lreassi,  parallelamenle  ai  piano  determinato  dagli  allri  due  : 
le  proiezioni  rappresenleranno  le  componenli  cercate;  e  posto 


^   $en.{yzy  f)  _    sen.  ( zXy  f)  ^    sen.jxy,  f) 

sen,(yZyX)  '  8eH,{zXyy)    '  sen.(xy,z) 


SI  a?ra 


P  =  lf,      QT^zmf,      R  =  nf, 


dove  le  lettere  x,  y,  z  sotto  le  linee  trigonomelriche  esprimono  le 
direzioni  positive  degli  assi  coordinali. 

Dim.  La  relia  f  sia  rappresenlata  in  0  da  0/*  (  fig,  12  ).  Dal 
pnnto  f  si  lirino  tre  piani  rispellivamenle  paralleli  ai  piani  coordi- 
nali yz,  zxy  xy.  Qiiesli  sei  piani  chinderanno  un  parallelepipedo ,  i 
cui  lali  OP,  OQ,  OR  sono  (corne  già  sappiamo  )  le  componenli 
délia  relia  Of,  e  sono  ancora  le  proiezioni  délia  slessa  relia  sopra 
ciascuno  degli  assi  Xy  y,  z,  essendo  dirigente  il  piano  delcrminalo 
dagli  allri  due;  cio  che  è  espresso  dalle  formole  proposte. 

CorolL  J,  Nelle  formole 

P  =  lf,     0  =  wf,    R  =  nf, 

le  tre  quanlilà  ^  m,  n  sono  cio  che  divenlano  le  componenli  P,  0>  ^ 
di  f  quando  fzz  1 ,  yale  a  dire,  sono  (parallèle  ai  ire  assi  x,  y,  z) 
le  componenli  di  una  relia  r=  1  ed  avente  la  direzione  secondo  cui 
è  indirizzata  nello  spazio  la  relia  f.  Quindi 


1  =V 


m' 


n*  -+-  2  [  mn  cos,  (yz)  -4-  ni  cas,  (zx)  -h  Im  cos,  (xy)  ]. 


N.  B.  Una  relia  f,  che  sia  dîretta  nello  spazio  come  la  rîsullan- 
te=:.l  délie  ire  componenli  (Iffn.n),  si  dira  che  ha  la  direzione 
(ly  m,  n);  e  le  quanlità  ly  m,  n  si  diranno  gli  elementi  délia  sles- 
sa direzione. 

Coroll.  II.  Se  la  relia  f  è  siluala  nel  pianota;,  y) y  sarà 


1  = 


<cn. ( y,  f)    ^    sen.  (fy) 
gen.  (y,  x)  sen.  (xy) 


sen.  (xf) 

m  =    )-   r 

sen.  {xy) 


_  r  ««»•  (M 


P  =  f 


sen.  (xy) 


_     sen.(xf) 


sen.{xy) 
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CoroU.  m.  Atlorchè  gli  assi  x,  y,  s  sono  coordinali  Ira  [oro  ad 
angolo  retto,  gli  elenienli  délia  direzione  (l,  m,  n)  dclla  rclta  f 
diTenlano  i  coseoi  degli  angoli  che  la  relta  f  Ta  co'tre  assi  œ.y,  z, 
cioè 

i  =  CM.(ir),     m  =  ™..(!,0,     n  =  co..(./-)i 

e  se  la  retta  f  è  nel  pîaoo  xy,  essendo   gli  angoli  xf,  fy  complc- 
mentarîî,  sarà 

{     l  =  cos.(xn,  (  P^fcoi.ixf), 

(    m  =  «en.  (xf) ,  \  Q  =  f*'^-  i^f)  • 

CoroU.  IV.  Per  ottenefe  gli  eleœenii  I,  m,  n  délia  dîrczione  di 
UQa  relta  f,  di  cui  siano  date  le  componenti  P,  Q,  R  parallèle  a  Ire 
assi  X,  y ,  z,  basta  dividere  ciascuna  di  quesie  componenti  per  la 
siessa  retta. 

14.  Teorema.  Una  retta  f  composta  délie  Irc  P,Q,  A  parallèle  agli 
assi  X,  y,  z,  se  si  proietla  colle  sue  componenti  sopra  nn'altra  retta 
qualunque  f ,  la  proiezione  dclla  risullante  (siccome  egualc  alla  som- 
ma délie  proiczioni  délie  componenti)  sarà  espressa  dall'  equazione 

(a)  fto».  {{[•)  =  Pcot.ixf)  H-  Qco».{y(  )  *  ««..{zf  ), 

dove  te  lettere  x,  y,  z  indicano  le  direzîoni  ))osi[lvc  degli  assi  coor- 
dinali. 

Dim.  Osscrviamo  dapprima  ché  le  componenti  P,  0,  B,  quando 
non  si  rireriscono  ad  assi  coordînati,  si  riguardano  semg^re  corne 
qtiantità  positive,  ed  allora,  invece  délia  formola  précédente,  si  dee 


(b)  fco,.  (ff')  -  Pcoi.iPf)  -H  Q  COI.  {Qf)  -t.  ncos-iSf) 

dipendendo  il  segno  de'  termini  unîcamenie  da'  cosenî  degli  aogoli. 
Ma  rjuando  le  componenti  P,  Q,  R  si  rireriscono  nella  direzione 
agli  assi  x,  y,  s  a  cui  son  parallèle,  esse  si  rigiiardano  came  jioâi- 
live  0  come  négative,  sccondochè  soao  dirette  nel  senso  degli  assi 
positivi  X,  y,  z,  o  de'negativi.  Per  questa  convenzioae,  h  formola 
{b)  non  sarà  identica  alla  Tormola  (a)  che  quando  le  P,  Q,  B  sono 
positive.  Perché  se  una  di  esse,  per  eaempio  la  P,  inverie  la  dire- 
zione e  difien  ncgativa ,  ncll'eqnazionc  (l)  il  prodoito 

P  cot.  (  Pf  ) 

non  cangerà  più  dî  segno  come  dofrcbbc;  divcniando  ucgaiivi  tnsieme 
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i  due  fatlori  P,  cot.{Pf')  (8).  Dimqne  al  prodotlo  Pcot.  (Pf)  con- 
vien  soslitDÎre  il  prodotto  Peo».{œf),  ed  in  générale  ail' eqiiazîone 
(6)  conrien  sostituire  1'  eqnazione  (a). 

CoroU.  Per  la  stessa  ragione  alla  fonuola; 

f^^P'-t-Q'-t-R' ■t'2  [QR  eoi.  (QR) h- RPeot.(RP) -f- PQ  co$.  (PQ)  ] 

si  dee  Boatitnirc  la  fonnola 

/■»  =  P*-t.O»-»-/P  -»-2  [(?flco».{y2)  ^  BPcot.izœy-t-PQcot.lxy)]. 

15.  Teorema.  Se  la  retla  f  si  eompone  délie  due  P,  Q  parallèle 
agli  assi  x,  y,  ollre  la  Tormola 

(I)  fcoi^-it)  =  Pcoi.(xr)  -^Qcot.iyD, 

si  3vrà  la  formola 

W  /"«»■  (T)  =  P  ««■  (a:/")  ■*■  Q  ««■  (y/")- 

J)im.  Proielliamo  la  retla  f  e  \e  sue  componenli  P,  Q  sopra  un 
33»  p,  siluato  nel  piano  (xy)  e  perpendîcolare  ad  /".  Avremo 

(o)  /■««■(pn  =  P«..(pa;)  -H  Ofo*.{;>y). 

Ora  l'angolo  (;>/')  essendo  retto  per  ipoiesi,  saranno  complemenla- 
rii  gli  angoli: 

W)  e  (f);  <p^)  e  (^Di  ipy)  e  (y/"). 

e  perô  il  eoseoo  dell'  uno  sarà  eguale  al  seno  dell'altro;  e  se  al 
primo  si  sosliluisce  il  seconde ,  la  formola  (a)  si  muu  nella  (2). 

N.  B.  Le  forroole  (I)  e  (2)  si  possono  riguardare  corne  ïl  fonda- 
menlo  dclla  Irigonooielrîa  pîaiia. 

16.  Teorema.  Date  (parallèle  agli  assix.jf)  le  componenli  (PQ), 
(P'Q')  di  due  relie  /,  f,  il  aeno  del  loro  angolo  (//*)  si  détermina 
per  r  eqnazione 

fr'nn..ilf)  =  iPQ'~P'Q)»n.(xy), 
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dove  l'aDgoIo  (ff')  (mÎQOre  di  due  relli)  si  dee  considenrc  corne 
pogitivo  0  corne  negalito,  secondochè  il  niolo  délia  siia  generazione 
è  0  DO  nello  slesso  senso  clie  il  moli)  délia  generazione  dell'  angolo 
(œy)  compreso  tra  glî  assi  posîlivi  Ox,  Oy. 

Dim.  Il  teorema  da  dimoslrarsi  non  è  che  uoa  semptice  trasfor- 
mazione  délia  formola  or  trovala: 

(2)  /-«n-OT  )  =  P  «».  isf)  ■+■  Qien.{yr). 

InTatti  le  componenli  f,  Q',  essendo  le  proiezionî  délia  relta  f  faite 
sopra  ciascuno  degU  assi  x,  y  parallelamenie  alt'altro,  saranno  es- 
presse  da  (13,  coroH.  II.) 

j.,_f.'^«(yn   _       w''»(yr)       -,_.,  ^en-lxf) 
'^-^    ««.(yar)   "       '    ten.{xy)   '  ^-'    Kn.(^y)  ' 
donde 

fnn.iarf)  =  (^««.(a-y),  fien.[yf)  =  -  P'sen.(xy). 

roste  queste  rclazioni,  si  vede  clie  la  (2)  moltiplicala  per  f  si  tras- 
forma  subito  nella 

fstn.ifT)  =:  (PÇf  —  T'Q)$Èn.{xy), 

la  qaaie  si  puo  Iradnrre  cosi  :  «  Il  prodotto  di  dne  relte  f,  f  pel  seno 
dell'angolo  onde  la  seconda  dévia  dalla  prima  f,  è  uguale  alla  dif- 
ferenza  de'prodotti  che  si  ottengono  moltiplicando  ordinatamente  le 
componenli  {P,  Q)  délia  prima  /  per  le  compononli  (Q',  P)  di  no- 
me diverse  délia  seconda/";  il  tutto  molliplicato  pel  seno  detrango- 
lo  de' due  assi  x,  y-  ° 

5co(io.  Si  arrerta  che  la  formola  précédente  rappresenta  l'area 
del  parallelogrammo  di  cui  î  laii  conligui  sono  f,  f,  owero  il  dop- 
pio  del  triangolo  determinato  da  questi  lati. 

17-  Date  più  retle  f,  f,  f  etc.  colle  loro  direzioni  {l,  m ,  n,), 
(  l',  m',  n'),  {l",  m",  n")  ele.  riferile  a  Ire  assi  œ,  y,  x,  la  loro  risul- 
tante  sarà  fatta  nota  nella  liinghezza  F  e  nella  direzione  (a,  b,t) 
per  le  qiialtro  formole  seguenti,  délie  quali  tutte  conosciamo  la  dt- 
Diostrazione  : 

F'  =  %/^  ■+■  2Zff'  tot.(ff') , 
faFzz  -Llf  =  lf  ■*■  Vf  ■*-  f'/""  -*-  etc.  , 
î  bF  ^xmf^:  nif-*-m'f-hm"f'-^  etc.  , 
[  eF  =  Tinf  =  nf  -fc-n'/"  •+■  «"/"'-*-  etc.  ; 
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essendo  chiaro  che  le  ultime  ire  esprimono  la  propriété  per  cui  si  è 
definita  la  relta  risoltante ,  cioè  la  retta  la  eut  proiezione  sopra  un 
n$se  mutabile  è  sempre  ugttale  nlla  somma  délie  proieziani  omolo^ 
ghe  délie  relie  componenti. 

CorolL  Dati  i  numeri  che  rappresentano  pîù  pctte  f,  f*,  f"  etc.  e 
le  loro  dlrezioni,  la  condizione  analitica  cui  debbono  soddistare  co- 
teste  rette ,  alllnchè  possano  formare  il  contorno  di  un  poligono  chiu* 
so,  viene  espressa,  sia   dair  equazione  nnica 

sta  dal  sistema  délie  tre  eqaazioni: 

rZ/'rzO,     Zmf=0,     Zw/nO. 


Vso  del  principio  délia  ristUtante  neW  espressione  délie  coordinate 
di  un  punto  ;  e  nella  trasformazione  délie  coordinate,  ossia  nellu 
îrasformazione  délie  componenti  di  una  retta  in  altre  componenti 
di  nota  direzione. 

18.  lie  coordinate  x^  y,  z  di  un  punto  M  rîferito  a  tre  assi 
Oâ?,  Oy,  Oz  sono  (sopra  qnesti  assi)  le  componenti  délia  retta  OM 
vhe  va  dalla  origine  0  al  punto  M.  Quindi  denotando  per  r  que- 
sta  retta,  e  per  ^  m,  »  gU  elementi  délia  sua  direzione,  a?remo  (13) 

xzz,lr  i    y  :^mr  t    zz^nr , 

N.  B.  Un  punto  M  determinato  dalle  coordinate  x,  y,  z  sarà  in- 
dicato  cosi  :  punto  (x,  y,  z). 

19.  Teorema.  Dati  i  due  punti  A  (ei,  0,  y)  cd  M  (x,  y,  z) y 
le  componenti  délia  retta  AM  (fig,  13)  che  va  dal  primo  punto  al 
secondo  saranno  x  —  «,  y  —  fi,  z  —  y  ;  talchè  se  si  dénota  per  v 
la  retta  AMy  e  per  (^  m,  n)  la  sua  direzione,  avremo 

X  —  azulv,    y  —  fizzmVy    z  —  >  mit?. 


Dlm.  Le  coordinate  9  tû  x  de'  punti  ^4  ed  Jlf  sono  rappresenta- 
le  suir  asse  Ox  (fig.  13)  da 

Oa  =:  t  ,     Om  rr  x , 
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le  qiiali,  rispelto  aU'asge  Oœ,  si  dicono  anche^atnm  de'panii  A,U. 
Il  scgmento  am  rappresenterâ  suU' Oo:  la  proUzione  délia  AM,  es- 
sendo  dirigente  il  piano  determiDaio  dagli  altri  due  assi  y,  z,  «  pc- 
ro  sarà  z=  Iv,  espressione  délia  conipanenle  di  AU  parallela  all'as- 
se  Ox.  Ora  dal  principio  délia  dualilà  si  ha  ia  générale 

am^aO  ■*•  Om  ^  Om  —  Oa^x  —  a  ; 


In  modo  simile  si  dîmostrano  le  allre  due  relazioai 


Ditnqiie  : 

La  proiezione  di  una  relta  topra  un  a$se  è  vguaU  alla  diffe- 
renza  délie  atciite ,  relative  ai  punit  finale  ed  iniziale  delta  etetsa 
relia. 

20.  Teor.  La  (rastormazione  délie  coordinale  x,  y,  z  di  un  piinlo 
M  in  un  aliro  sistema  di  coordinate  x',  jr*,  z'  di  cui  siano  date  le 
direiioiii  (  /,  m,  n  )  ,  {l',  m',  n'  )  (  C,  m",  n"  )  rispetto  aile  prime, 
si  îa  per  le  formole 

=  Ix'  ■*•  e^  ■*■  iV  , 
—  mx'^-  m'y*  -♦•  m'V  , 
=  »«'-*-  n'y"  -*-  n'V  . 

Dim.  1  due  griippi  di  coordinate  (.t,  y,  z)  ,  (a/,  y',  z')  del  ptin- 
to  M  non  sono  altro  che  le  componenli  (  riferite  ai  duc  sistemi  di 
.  assi  Ox,  Oy,  Oz,  Osi,  Oy\  Os*)  délia  retta  OM  che  dalla  origi- 
ne 0  va  al  punto  M.  Cià  posto,  le  tre  cquazioni  (I)  significano  che 
le  proiezioni  x,  y,  z  dclla  retta  OH  sopra  ctascuno  de'  tre  assi 
Ox,  Oy,  Oz,  esscndo  dirigente  il  piano  determinato  dagli  altri  due, 
sono  eguali  alla  somma  délie  proiezioni  omologbe  delle  componenli 
x',  y',  z'  (10). 

Coroll.  Se  ciascuno  de'  due  sîstemi  di  a»si  {Ox,  Oy,  Oz) 
{Ox',  Oy' ,  Ox!)  sia  ortogonate,  avremo  : 
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e  dair  ispezîone  ai  quesito  qiiadro  apparisce  che  le  direzioBi  degU 
assi  OXy  Oyt  Oz  del  primo  sîstema ,  rispetto  agli  assi  Oa/,  Oy\  Oz' 
del  secondo  sistema ,  sono  rappresentate  da 


(^P,  r'),     (m,  tn',m"),     {n,n',n''). 


In  questo  caso  adunque,  senza  bbogno  di  fîsolver  le  (1),  il  princi- 
pîo  délia  risultante  darà  immedialamente  le  x\  y\  z'  in  funzione  di 
a*,  y,  jï,  cîoè  : 


(2) 


X   = 


y  = 


Ix 

-^ 

my 

-^ 

nj5, 

Vx 

-H 

m  y 

-4- 

n'^  , 

fœ 

-H 

m  y 

^ 

2t.  Quando  i  pnnti  da  considerarsi  sono  tutti  In  nn  medesimo 
piano,  allora  si  riferiscono  a  sistemi  di  assi  (Ox,  Oy),  {Ox\  Oy') 
sitiiati  in  questo  piano;  e  la  tra^fbrinazione  délie  eoordinatc  .r,  y  di 
un  punto  M  in  un  altro  sistema  di  coordinate  x\  y'  di  cni  siano  da- 
te le  direzioni  (/,  m) ,  (/',  m!)  ,  si  fa  per  le  formole 


X  z=,  Ix^  •^  Ty' ,      y  =  mx* 


m'y'  , 


OYe  ,  essendo 


, sên.(x'y) 

""   sen.  (  xy  ) 


sen.  (x  x-^  xy)  ien  .{xx) 

•— — - —  ,    m  s:  .  '  >    t 

9en,(xy)  $en.{Ty) 


/       sen,  (y' y)         ien.{y*x  -♦-  xy)  ,         sen.  (xy') 

«e». (xy)  sen. (xy)  sen.  (xy) 


se  gli  angoli  (xy) ,  (x'y")  si  riguardano  cotne  positivi  ambidue,  os- 
sia  se  il  moto  délia  loro  generazione  si  suppone  fatto  ncl  medesimo 
verso,  sarà 

_^  sen.  (xx'  ) 


Izz  cos.(xx')  —  «cil.  (xx')  cot.(xy)  ,  m  =: 


sen.(  xy  ) 


/'=  cos.(xy')  —  sen.(xy^ coUxil)  ,  m'=r  '^^'  ,    \    ^ 

..  ^,.>  sén.(xy) 


te  quali,  atlorchè  eiascanode'diie  sistemi  <R  »sti  (Ojc,  Oy)  {Ox',0^) 
è  ortogouale,  diveotano 

l  =  ««.(a:*')  ;  m  =  ««.{x**)  ;  T  =:  —  lea.(xx'),  m'  =  «».(**') 

essendo  corapleineiiiariî  gli  angoli  (s'a:)  ed  (xy"). 

A  queslo  risuluto  si  puô  armare  piii  direllamenle,  osserrando 
che,  corne  i 

lszeot.{xs^),  m^ten.(xx'),  cos)  è  l'=icos.(xif),  m' =:  tea.(xy')i 

e  qniodi 

i*  =  —  f«».(«ï') ,,    m'  =1  »*.(**') , 

a  causa  degli  aD|;oli  complementarii  (x'x)  ed  (x^')- 

Pertanto  le  formols ,  che  servono  a  tra$rormare  le  coordinate  rel- 
langolari  x,y  in  allre  coordioate  retUngolari  x',  jf'  c  viceversa,  soao  : 

f     x=:affOf.(xx')  —  t/ten.{xi^) , 
(    î/  =  jc'«».  (««')-♦- y* co».(a:x')i 

e    x'  =  xcoi.(xx')'*-y»en.(xx)  ,  ' 

i     S"^ — Xie»-(xiiO-*-yeot.(xx')  . 

N.  B.  Se  la  retu  OM  rappresentasse  una  forza  f,  b  chîaro  che 
le  formole  precodenti  olTrirebbero  la  soliizione  del  scguente  proble* 
ma  :  •  Trovare  le  componenli  P,  Q,  R  di  una  forza  f,  essendo  date  i« 
componenli  P",  (/,  «!  H  f  colle  loro  direiioni  (1,  m,  n),  (f,  «»',  W), 
(  l",  m",  n") ,  rispetto  aile  prime  ;  e  viceversa.  > 


Vio   del  princtpi'o    delta   rititllanle   neî/a    tratfornazione    delU 
foordinate  rettilinee  m  coordinate  polari  o  tferiche. 


Tre  assi  reUangoIarl  Ox,  Oy,  Oz  {fig.  14)  siano  coordinati  ncl 
centre  O  di  una  ifera,  e,  per  Hssar  le  idée,  riguardiamo  il  piano 
yz  corne  quello  del  l' equa tore.  L'asse  Ox  sarà  la  linta  de' poli ,  e 
saranno  piani  di  meridiani  tuUÏ  i  piani  che  passaDo  per  Ox. 
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Le  coordinate  sferiche  o  polari  di  un  punto  M  {Xy  y,  z)  sono: 
t.*  il  raggio  OM^=r  che  dair origine  0  va  al  punto  M;  2.*  Tan- 
golo  $  che  il  raggio  r:  fa  con  Ox;  3.*  Tangolo  dicdro  o  che  il  pia- 
no meridiano  (OXy  r),  gireyole  con  r  inlorno  ad  Ox^  fa  col  primo 
meridiano  Hsso  (Ox,  Oy).  £  palese,  che  la  determinazione  del  pun- 
to M  nello  spazio  trae  seco  la  determinazione  délie  tre  coordinate 
sferiche  r,  $y  o;  t  viceversa. 

22.  Teor.  La  trasformazione  délie  coordinate  rettilinee  x,  y,  z  dcl 
punto  M  nelle  sferiche  r,  0,  a  si  fa  per  le  formole 


^  rco8,B, 


rsen.B  cob.o  , 
rsen.B  sen.g  ; 


don  de 


r  X 

co8.$z:z  —  , 

r 


tang.o  ^^  —  . 


i>tm.  Se  avvertiamo  che  le  due  espressioni  rcos.B,  rsen,$  rap- 
presentano  le  componenti  ortogonali  del  raggio  r ,  la  prima  sull'  as- 
se  Ox  e  la  seconda  sul  piano  yz ,  si  Tedrà  che  il  principio  délia  ri- 
sultante  dà  subito 

^       «znr,  =:rcoâ.5 
î  f  r      y  =r  r^  =  (rcos.B  -f-  r<en.9)y=:  rsen.B  eos.  g  , 
«  ^  r.  =r  {rcos.B  -4-  rsen.B),^  ==  rsen.  B  sen»  a. 

Scolio  I.  Âllorchè  i  punli  M  sono  tutti  nel  piano  yz^  la  trasfor- 
mazione délie  coordinate  rettilinee  y,  z  nelle  circolari  r ,  o,  si  cse- 
guisce  per  le  formole 

y  =r  r  co«.« ,        jç  r:  r «en.o . 


ScoWo.  J/.  Alcune  Yolte  si  prende  per  B  non  V  angolo  (jcr) ,  ma 
il  suo  complemento  {r,  yz),  ed  allora  le  (1)  si  inutano  nelle 

rc  =  rsen.B,    y  zz  rcos,Bcos.o,    z  zz  rco8.Bsen.g. 

Questi  angoli  o  e  B  si  chiamano ,  nella  gcografia ,  longitudine  e  la- 
titudine  del  luogo  M. 


VEORIA  DEl^LA  COHPO«(IEI01iE  DEK.I,E  ABEK 


CAPO  I. 

Délia    prolcBlonc    ortosonale    ed 
obllqiia  délie  aree. 

1.  Preliminari.  Atse  di  un  piano,  e  distinzione  délie  due  facce 
del  piano  in  potitiva  e  in  negativa  :  leoremi  întorno  agti  angoli 
de'  pianï  e  de'  loro  assï:  aste  di  un  angoh. 


23.  AR«e  dl  un  piano  {X)  è  la  retu  (x)  perpendicolare  al 
piano  in  un  punto  0  preso  ad  arbilrio,  e  proliingaui  indeOnitamenle 
dall'una  e  dall'allra  faccia  del  piano  (fig,  la).  L'asse  di  un  pia- 
no, a  partirc  da  quel  punto  del  piano  donde  si  suppone  che  tra^a 
la  sua  origine,  si  divide  in  due  parti  Ox,  Ox',  le  quali  si  dirïgono 
in  rerso  conlrario:  quipdi  «e  una  di  queste  parti,  quale  Ox,  si  sce- 
glie  per  atic  potitivo,  l'altra  parte  Ox'  sarà  l'  as»e  negalivo  de} 
piano. 

Délie  due  facce  del  piano  quella  cbe  guarda  I'  asse  posilivo  si 
dira  faccia  poiilita,  e  faccia  negaliva  quella  che  guarda  I'  asse 
negalivo. 

Se  una  délie  due  facce  di  un  piano  si  dénota  con  lellera  grande, 
per  esempio  con  X,  1'  asse  corrispoodente  a  questa  faccia  sarà  de- 
nolato  colla  stessa  lettera  ma  plccola,  per  x-  Donde  segue  che  l'an- 
golo  indicaio  dal  simbolo  (Xx),  siccome  compreso  tra  un  piano  X 
ed  il  suo  asse  x,  sarà  un  angolo  retto. 

Ter  facre  omologhe  Ai  due  piani  s' intendaoo  le  facce  dcllo  stesso 
nome,  cioè  le  positive  da  una  parte  e  le  négative  dall'  altra.  Lo  stes- 
so dicasi  degli  aisi  omologhi.  Per  esempio,  due  piani  (.V)  ed  (À) 
siano  rappresenlali  in  prolllo  dalle  due  rette  OX,  OA  (/ig.  10);  sa- 
ranno  omologlie  le  facce  superiori,  supposlc  positive ,  ed  oinotoghe  le 
îiiferiori  o  négative. 


E 
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La  tleclInaBione  délie  facce  omologhe  di  due  piani  (X),  (A) 
è  V  angolo  diedro  (XOÀ)  cowpreso  tra  la  faccia  positiva  deW  uno 
e  la  negativa  delV  altro.  Cosi ,  V  angolo  onde  la  faccia  positiva  del 
piano  A  déclina  dalla  faccia  positiva  del  piano  X  è  V  angolo  diedro 
XOÀ  conipreso  tra  la  faccia  positiva  di  J  e  la  negativa  di  A. 

24.  Teor.  La  dedinazione  délie  facce  omologhe  X,  A,  di  due  pia- 
ni  è  uguale  a  quella  de*  loro  assi  corrispondenti  Xy  a  (  fig.  iO  )  : 
Qioè  ang.{XA)  rr  ang.(xa). 

Dim.  11  principio  délia  dnalità  soinministra 


ang  (Xa)  =  ang.(XA)  -4-  ang.{Aa)  , 
ang.(Xa)  zr,  ang\Xx)  -k  ang\xa)  . 


Ora,  cgiiagliando  i  second!  membri  e  sopprimcndo  gli  angoli  relti 
(Aa)  zz  {Xx)  ,  si  ottiene  ang.(XA)  =  ang.(xa). 

2ô.  Teor.  Sono  complementarii  gli  angoli  pe'quali  si  passa  :  I*. 
da  un  piano  X  ad  una  retta  a  e  dalla  retta  a  ail*  asse  x  del  pia- 
no ;  2®.  da  un  piano  X  ad  un  altro  piano  À  e  da  questo  piatio 
air  asse  x  dd  primo. 

*  Dim,  Dicendosi  complementarii  due  angoli  quando  la  loro  somma 
è  iiguale  ad  un  retto,  la  somma  degli  angoli  proposti  è  appunto 
cguale  ad  un  angolo  retto ,  ali'  angolo  retto  (Xx)  ,  avendosi  : 


ang.{Xa)  -♦-  ang.{ax)  zz  ang.(Xx)  , 
ang.{XA)  -♦-  ang.{Ax)  ir  ang.{Xx)  . 


26.  Asse  di  un  angolo  {fig.  17  ).  Per  asse  di  un  ango- 
lo (fd)  f  <^îo^  deirangolo  formato  da  due  rettc  Ofy  Og  divergent!  da 
un  medesimo  punto  0,  e  minore  di  180®,  s'  intenda  una  retta  in- 
definita  OM ,  sorgente  a  perpendicolo  su  quella  faccia  dd  piano 
deirangolo  fOg,  in  eut,  se  fosse  considerata  corne  una  persona  coi 
piedi  al  vertice  0  e  colla  fronte  rivolta  verso  il  mezzo  dell'angolo, 
vedrebbe  a  clestra  il  lato  Of  ed  a  «inlMtra  il  lato  Og,  £  ne  se- 
gue  che  1*  asse  dell'  angolo  indicato  dal  simbolo  (gf)  è  la  perpendi- 
colare  OJf  direttamente  opposta  ad  OJ/. 


A  pp. 


2.  Delta  proiezîone  orlogonale  delle  aree. 


27.  Si  dà  it  nome  dî  area  ad  ogni  luptrficie  piana  cireoterit- 
ta  da  una  tinea  poUgona  o  eurta.  Ciasciin'  area  si  dee  consiilerarc 
corne  BÎiuata  sopra  una  délie  due  facce  del  suo  piano;  ed  aaiso 
dell'  area  sari  guello  detla  faceia,  topra  cui  t'area  s'  immagina 
collocala. 

Quando  in  un  piano  si  irorano  piii  aree,  altre  pogilite  ed  altre 
tttgative,  le  prime  si  riguarderanno  corne  situate  sulla  faceia  poti- 
tiva  del  piano,  e  le  seconde  sulla  faceia  opposta. 

28.  Teorema.  La  protesione  orlogonale  di  un'area  A  topra 
un  piano  X,  i  uguale  al  prodoito  dell'  area  pel  coteno  dell'  angolo 
eon  cui  Varea  déclina  da  quella  faceia  del  piano,  eke  è  dettinata  a 
riceveme  la  proiexione  :  cioè  -^y  =  Àcoi.(XA). 

Dlmosirailone.  Primicramente  1'  area  A  sia  un  parallelo- 
grammo  rettangolo  (  ^=pq)  di  cui  ;)  e  ^  siano  due  lali  conligui.^e 
di  più  la  direzione  del  lato  g  sia  perpendicolare  alla  IJnea  d'  inter- 
sezione  t  de'  due  piani  (A),  [X)  .-  il  lato  p,  perpendicolare  a  q,  sa- 
rà  paraltelo  a  questa  relta  i  (fig.^  tS^. 

il  lato  p,  essendo  parallelo  ad  i  e  perd  al  piano  {X},  nella  sua 
proiezione  sul  piano  (X)  si  conserva  parallelo  ed  eguale  a  se  slesso, 
ed  il  lato  q  direnta  nella  prokiioiiK^z^  qeot.{X A).  Dunque  il  parai- 
lelogrammo  A  diventa  nella  proiezione  un  nuoro  parallelogrammo 
rettangolo  di  cui  p  e  qcot.{XA)  sono  due  lali  contigui.  Si  avrà 
dnnque  : 

À     =  p.qcoi.(XA)  z=Aeoi.(XA). 


Supponiamo  in  seconde  Inogo  che  1'  area  {A)  sia  qualsivoglia 
{fig.  19).  Si  potrà  sempre  ttucrivere  in  essa  una  série  indcftnila  di 
parallelogrammi  rettangoli 


uli  che  ciascuno  oflhi  le  direzionï  de'  due  lati  contigui,  1'  una  per- 
pendicolare  e   r  altra    parallela    alla    intersezione  t  de'  due   piani 
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(X),  (i4),   e  che  percîô  si  trovi  nella  condizione  del  parallelogram- 
mo  dianzi  contemplato  (pq").  Si  avrà  dunque  : 

Uj^zzu co8.(XA) ,    f*'^  z=  u' cos.(XÂ)  ,    u"^  =  u"cos,{XA)i  elc, 
domde ,  sommando  , 


(  t*  H-  ti'  ^  tt"  -f-  etc.  )^  z=:  (t*  ^  u'  -+-  u"  -h  etc.  )  (ro«.(Jril)  . 


Qnindi  chiamata  U  la  superficie  che  si  compone  di  tutti  questi  pa- 
rallelogrammi  Uy  u\  u"  etc.,  superficie  che  si  puo  riguardare  siccome 
inscfitta  neli'  area  (À)  y  ayremo 


/7^=  Ueog.(XA)  . 


Ora  immaginiamo  che  il  numéro  de*  parallelogrammi  elementari 
11,  ti',  u"  etc.  si  accresca  continuamente,  impiccolendosi  ognor  più  le 
loro  aree  ;  è  chiaro  che  la  superficie  U  inscritta  in  A  yarierà  in  cor- 
rispondenza  ,  e  che  nel  suo  yariare  avrà  per  limite  la  coincidenza 
coir  area  (A) ,  essendo  un  principio  évidente  per  se  medesimo,  che 
la  frequenza  del  succedersi  de*  vertici  délia  superficie  variabile  U , 
inscritta  in  A  ,  non  ha  altro  limite  che  la  continuité,  £  poichè  le 
due  quantité  (7    ed  Uco8,{XA)  si  conssryano,  nel  loro  yariare>  co- 

stantemente  nguali  V  una  air  altra  ;  anche  i  limiti  a  cni  tendono  si- 
m ultanea mente ,  cioè  le  quantità  A     eu  Aco8,{XA) ,  debbono  essere 

uguali  Ira  loro  (*)  . 

£  adunque  proyato  che  si  ha  in  ogni  caso  A    zz  Aco8.(XA)  . 


{*)  LiHirs  DI  UNÀ  QUJiNTiTÀ  è  UD*  a  Itra  quantità  a  cui  la  prima  si  pu6  av- 
vicinare  continuamente  al  di  là  di  ogni  assegnata  corounqne  piccolissima  difTe- 
renza.  Cosi  un  décimale  periodico  ha  per  limite  la  ftrazion  génératrice. 

Chiamo  $imul(anei  i  limiti  rispettivi  di  più  quantità,  se,  una  qualunque  di 
queste  tendendo  a  confondersi  col  suo  limite ,  ciascuna  délie  altre  tenda  a  con- 
fondersi  col  limite  proprio. 

Limiti  simuUanei  di  una  tnedesima  quantità  X  9ono  eguali  tra  loro.  In- 
ralti  se  fra  due  di  essi  Ay  B  esistesse  una  differenza ,   la  quantità  X  potcndosi 
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3.  Criterio  geometrico  per  disttnguere  lo  stato  posilivo  dallo 

stato   negativo  délia  proiezione  di  urC  area,   Àltro 

criterio   desunto  dal  moto  di  rotazione, 

29.  I  pîani  ^  ed  i4  siano  rappresentati  in  profilo  dalle  relte  OX 
ed  OA  (fig.  20  e  21j,  e  suppouiamo  che  OÀ  gîri  intorno  ad  0  cch 
si  che  r  angolo  (  XA) ,  onde  la  faccia  positiva  di  A  déclina  dalla 
faccia  positiva  dî  X,  cresca  successivamente  da  zéro  fino  a  quattro 
angoli  retti.  La  proiezione  dell'  area  A  sul  piano  X^  espressa  da 
Acos,(XA)j  sarà  evidentemente  positiva  o  negaliva  insieme  col  valo- 
re  di  cos.{XA)j  e  pero  sarà  positiva  (fig,  20^  quando  1'  angolo  {XA) 
crcsce  da  zéro  fino  ad  un  angolo  retto,  ovvero  da  tre  a  quattro  an- 
goli retti,  e  sarà  negativa  quando  V  angolo  {XA)  cresce  da  un  ret- 
to fino  a  tre  angoli  retti  (fig.  2{)  . 

Cio  posto,  il  criterio  geometrico  per  distingnere  lo  stato  positivo 
dallo  stato  negativo  délia  proiezione  deir  area  A  sul  piano  X,  si  puo 
ridurre  al  seguente  : 

«  Si  consideri  la  retta  che  unisce  un  punto  qualunquc  M  deU'area 
A  colla  proiezione  m  di  tal  punto  sul  piano  X  (fig,  20  e  21  j,  e  si 
osservi  tra  quali  specie  di  facce,  rispetto  ai  due  piani  X  ta.  A,  è 
compresa  questa  retta  Mm .  Secondochè  queste  due  facce  sono  di  no- 
me  diverso  o  dello  stesso  nome  y  la  proiezione  delVarea  A  sul  pia- 
no X  sarà  positiva  o  negativa,  »  Ci6  si  fa  subito  manifesto,  sol  che 
si  guardi  aile  figure. 

30.  Altro  criterio,  Consideriamo  i  due  piani  in  profilo  OX,  OA, 
ed  i  loro  assi  Ox,  Oa  corne  due  persone  rilte  in  0;  e  supponiamo 
che  r  area  A  abbia  un  moto  continuo  di  rotazione  dalla  destra  alla 
sinislra  dell'  asse  Oa:  la  proiezione  di  A  sul  piano  X  avrà  pure  un 
moto  continuo  di  rotazione  intorno  ail' asse  Ox,  e  dair  esame  délie 
figure  20  e  21  apparisce  cbiaramente  che  questa  rotazione  sul  piano 


avvicinare  a  ciascano  di  casi  al  di  là  di  qocsta  differenza,  polrcbbo  ie'ndere  a 
confondersi  coU*  uno  scnza  tendere  a  confondersi  coir  altro.  Qaindi  :  Limiti 
simuUavei  di  qvaniHà  eguali  9ono  egvali  tra  loro,  potendosi  considerare  co- 
rne limiti  simultanei  di  una  sola  e  medesima  quanlilà. 

L'  antico  Metodo  dell*  esausdoni  coDsisto  ncllo  stabilirc  TcguagUanza  do'  H- 
nûli,  col  supporre  fra  essi  una  diiïcrcnza  che  poi  si  dimoslra  esausta,  ossia 
incsislcntc  cd  assurda. 
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X  si  Tara  dalla  destra  alla  sinistra  detl'asse  Ox  posUivo  o  deU'os- 
se  Ox'  negalivo,  Eecondochè  lasse  Oa  dell'  area  A  inclina  cou  an- 
golo  acuto  sull'a&se  Ox  positivo  (  fig.  20  )  ovvero  aull'asse  Ox'  ne- 
gaiivo  del  piano  X  (fig.  21),  e  perô  secondochè  risulta  positivo  o 
negalivo  il  valore  délia  proiezione  espressa  dalla  rormola  Acot.{XA). 
Si  puo  adunque  siabilire  cbe  :  \  Quando  un'area  A,  girando  con 
moto  di  rotazione  dalla  destra  alla  sinùtra  dtl  $uo  atte  ^za ,  i 
cagione  che  la  sua  proiezione  topra  un  piano  X  girt  con  molo  di 
rotazione  intomo  aW  atie  x  di  quetto  piano  ,  il  negno  (=t:)  del- 
l'  etpreuione  Acot.{XA)  farà  subito  tono»cere  in  quai  lenso  ti  fa 
questa  rotazione  sul  piano  X,  te  dalla  dettra  alla  tinittra  dell'at- 
te  Oœ  potilivo ,  oppure  delV  atie  Ox'  negatico.  •  E  viceversa. 


4.  Proiezione  délie  facce  di  un  poliedro  topra 
un  piano  quahivoglia. 


Zt.  Teorema.  Se  tutle  le  facce  estern«  A,  B,C,  etc.  (ov- 
Tero  Interne  )  di  un  poliedro  P  li  proieltano  topra  un  piano 
qualunque  X,  la  tomma  délie  proiesiont  Acot.{XA)y  Bcos.{XB), 
Ceos.(XC)  elc,  è  tempre  uguale  a  zéro;  cioè 

{,4  -H  B  1-  C  -•-  etc.  ) ..  =  0  . 

Dlm.  Sitpponiamo,  per  Itssar  le  idée,  che  i(  piano  X  sia  orii- 
zoniale  e  sîtuaio  al  di  solto  del  poliedro  P.  Le  rette  Mm,  clie  proiet- 
lano  i  diversi  punii  délia  superficie  del  poliedro  ,  delermineraimo 
una  specie  di  tronco  prismaiico  la  ciii  superficie  latérale  L  (fig.  22J 
prolungata  indeOniiainenle  sarà  circoscritia  al  poliedro ,  ed  il  luogo 
del  contatto  séparera  netia  superficie  del  poliedro  due  parti:  1'  una 
tuperiore  S  e  l'altra  inferiore  S,.  Se  queste  due  parti  di  superficie 
si  proiettano  sul  piano  S,  la  somma  délie  loro  proiezionî  sarà  egua- 
le  evidentemente  alla  somma  délie  proiezionî  di  lutte  le  facce  del  po- 
liedro, e  pero  si  avrâ 

(S  +  SJ_  =  (J  *  B -H  C-t- etc.)     . 


Ma  sul  piano  X  le  proiczioni  dellc  parti  S,  S,  sono  visïbilmente 
ngnali  tra  loro ,  avendo  iu  eomune  il  perimelro  ;   ei  inoltre  sono  di 
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ed  essendo  complefflcnlarii  gli  angoli  {dA)  e  {AD) ,  (dX)  e  (XD) ,  si 
conchinde : 

d.    _  ■  »eti.(dA) 
X~     ttn.{dX)  ■ 

Coroll.  Risiilta  da  qiiesto  tcorema  cbe:  >  Le  aree  parallèle  lono 
proporzionali  aile  loro  proieziont  omologhe  »  {  cioè  aile  proîezioni 
fatte  sopra  un  medesimo  piano,  parallelamente  atlo  stesso  assc  dîri- 
génie).  Cosî,  se  A  ed  A'  si.nno  due  aree  parallèle,  sarà 


6.  Riduzione  délia  pniezione  délie  aree  a  qutlla 
délie  rette  ,  e  vicetema. 

33.  AB«e  dl  Dn'area.  Pcr  aese  dî  un'  area,  siluala  topra 
una  faecia  data  di  un  piano,  s'  întenda  una  retta  ehe  torge  a  per- 
pendieolo  tu  queela  faecia  del  piano,  ed  ugualt  niiinerlca«ieM- 
■e  aW  arta  ttesta. 

DcnoUndo  le  arec  con  leltere  grandi,  per  esempio  A,B,C  etc., 
i  loro  assi  saranno  indicaii  colle  stesse  lettere  ma  pîccole,  a,  b,  c  eic, 
talchè  si  avrà  : 

A  =  a  ,      B'=zb  ,      C  =  c  ,    etc. 

È  palese  cbe  t'  assc  di  nn'  area  rappretenta  l'area  ne'suoi  ele- 
menti  euenziali  :  colla  lunghezza  ne  rappresenla  il  talore  ;  colla 
perpendicolarità  e  col  vereo  délia  direzione  rappresenla  il  piano  e 
la  faecia  del  piano  che  contiene  I'  area. 

34.  Teorema.  Rappreienlate  ehe  tiano  le  aree  dai  loro  anti , 
per  ridurre  la  proieztone  délie  aree  a  quella  délie  relie  baeta  to- 
itiluire  (  nelle  formole  esprimenii  le  proiezionî  délie  aree)  ai  piani 
i  loro  aui  e  vicetena. 

Dlm.  Questa  proposizione  si  farà  evidenie,  sol  che  venga  dimo- 
slrata  la  veriià  della  formola 


clic  si  oïliene  cITetluando  il  cangiamenlo ,  indicato  nel  teorema,  dél- 
ie IcUerc  grandi  nelle  piccole  e  viceversa-  Le  due  qEiantiià  che  qui 
si  siipponj^otio  cguali    cquivalgono  aile  seguenli  (  33,  9  )  : 

sen.{ilX)  '  (len.(fljT) 

Ora  è  chiaro  clie  quesie  due  espressioni  rapprescntaDo  due  qiianiilà 
egirali  ,  essendo  À  ^a  ,  e  di  più  essendo  egiiali  si  i  due  angoli 
{dA)  e  (Ba)  siccome  complementi  deH'angolo  {AD) ,  e  si  i  duc  an- 
goli  (dS)  e  (Dx)  siccome  complemcnli  dell'angolo  (XD).  Dunijue  etc. 
Corolt.  Cosi  ,  pcr  un  semplice  cangiamenlo  dclle  leliere  grandi 
nellc  piccole  dello  stesso  nome  e  viceversa ,  noi  possiamo  passare  a 
nostro  piacimento  dalla  proiezione  délie  aree  alla  proiezione  délie 
retle  ,  ovvero  da  que^ia  a  qiiella. 


CAPO  ir. 

Bel  prlndplo  d«ll*aren  risnltanlc. 

.  Lfjjgi  per  fa  compotizione  t  âe^ompoiizione  dette  i 


36.  DaU  piit  aree  A,  B,  C  etc.  tulle  farce  deUrminale  deloro 
piani,  io  chianio  area  rlmltante  gutW  area  R  la  rut  proiezitt^ 
ne  topra  un  piano  gualiivoglia  è  tempre  ugvale  alla  tomma  délie 
proiezioni  omologke  délie  aree  date,  le  qnali  si  diranao  aree  com- 
poDemd  rispeilo  ail'  area  risultante. 

Scolio.  Le  proiezioni  omologhe  délie  aree  non  mutando  ralore  se 
le  aree  si  trasportaDO  parai  lelameote  a  se  siesse,  è  leciio  di  sup- 
porre  che  i  loro  piani  siano  condotti  a  passare  per  uno  ste»so 
punio  0 ,  c  cbe  quivi  i  loro  assi  a,  b,  c  etc.  siano  resi  Tisibili  nel- 
le  relie  Oa,  Ob,  Oc,  etc. 

36.  Tcorema.  Date  pià  aree  A,  B,  C  elc.  per  mezzo  de'  loro 
a»$i  Oa,  Ob,  Oc  etc.,  la  rl*Bl*aate  Or  di  queste  retle  tara  l'ai' 
M  deU'area  ritullante  R. 

DiiUt  Infatli  si  ha  per  la  definîzione  délia  relia  mutiante: 


r^  =;    (  a  -t- b -t- c  ■*- tic.  )^  , 

la   quale   relazione ,   passando  dalla  proiezione  délie  retle  a   qiiclla 
délie  aree,  si  cangia  nella  (34) 

''fl    =''(J^B-HC-^eic.)y  : 


e  questa  foroiola  significa,  clie  la  proiezione  dell'  area  R  siil  piano 

mutabile  X  è  sempre  ugiiale  alla   somma  delle   proiezioni  omologhe 

délie  aree  daie.  L'  area  R  ha  dunqite  la  proprictà  per  cui  si  è  défi- 
nîla  r  area  risullanle. 
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37.  Corail.  I.  Se  le  aree  À,  B,  C  etc.  sono  quelle  délie  facce 
Mlerne  (  Oïvero  interne  )  di  un  poliedro ,  per  on  leorema  dimostrato 
piii  sopra  arremo 

(  A -1- B -t- C  •*■  «c.  )  V  =  0  , 

donde,  passando  dalla  proiezione  délie  aree  a  qoella  delle  relte  (34): 
(a^b-t-ç-helc.)    —0, 

vale  a  dire: 

0  Se  le  aree  detle  facce  etterne  (  od  interne  )  di  un  poliedro  sia- 
no  rappreientate  dai  loro  atsi  a,  b,  c  etc.,  la  riguUante  di  guette 
rette  tara  eguale  a  zéro,  e  perà  una  qualungue  di  e$t«  gtimata  in 
tento  contrario  tara  la  risuUanle  delle  altre. 

38.  Coroll.  II.  Le  aree  date  siano  tre  A,  B,  €,  ed  R  V  area  ri- 
sultante:  prendiamo  per  piano  di  proiezione  quello  délia  componente 
A,  lalchè  si  abbia 


e  SDpponiamo  che  1'  asse  dirigente  <I  aia  la  linea  d'  intersezione 
de'  piani  dette  aree  componenti  B,  C.  In  questa  ipotesi  si  ba  evï- 
dentemente 


'C)=0; 


e  poichè  un'  area  è  sempre  uguale  alla  proiezione  che  rice*e  da  se 
roedesima,  si  ba  pure 


R    =  A  ,      e  perà         (A-fB-+-C) 
Dnnqne 

c  da  qui  si  raccoglie  ; 
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I*.  Baie  tre  arae  À,  B,  Ce  Varea  rUuUante  H,  ctatcuna  délie 
aree  compontntt  A.  B,  C  tara  eguale  alla  protezione  eke  ricete  so- 
jyra  il  (uo  piano  dall'area  riiuttanle  Jt,  eteendo  «aBe  dlrlseate 
la  linea  d'  intenezione  de'  piani  dette  altre  due  aree  componenti  ; 

2*.  Data  wn'  area  S  ,  per  otlenere  i  valori  délie  tue  aree  com- 
ponenti A  ,  B ,  C,  ritpetlivamente  parallèle  ai  tre  piani  coordinali 
yz,  zx,  xy,  batta  proietlare  l'area  R  eopra  ciateano  de'  tre  piani, 
euendo  ane  dirigenle  la  interiezione  degli  allri  due.  Cosi  ' 

A  =  'r^,  ,         B  =:  '■fl^  ,         C  =  'B„  . 


2.  Formate  per  le  quati,  dali  i  tati  di  un  parattelogrammo 
itimati  paraltelamente  a  tre  ami  x,  y,  z,  l'area  del  parai- 
hlogrammo  it  decompone  m  tre  aree  parallèle  ai  piani  coor- 
dinali. 

39.  Teorema»  Sia  S  l'area  dt  un  paraltelogrammo^efsen.(ef), 
di  eut  e  ed  f  sono  due  lati  contigui  Oe,  Of  [fig.  24),  avenli  tecon- 
do  i  trt  atsi  Ox,  Oy,  Oz  le  componenti  riapeltite 

(«.fi,-y),      (P, (?,«). 


Se  V  area  S  «i  decompone  m  tre  A  ,  B ,  C  parallèle  ai  piani  coor- 
dinali yz,  zx,  xy  ,  i  valori  di  guetl'  aree  componenti  si  avranno 
dalle  formole  : 


A=={Rfi-Qy  )een.{yz)  , 
B  =  iPy-B~)»en.(zx), 
C=z[Q'  —  PS)ten.lxy). 


Dlm.  Proieltiamo  il  parallelogrammo  eOf  snl  piano  yx,  essendo 
dirigente  1'  nsse  x  :  la  proiezione  sarà  un  allro  parallelogrammo 
«,0/',  ,  di  cui  i  due  latî  contigui  e,  ,  /,  sono  le  proiezioni  de'  due 
lali  Oe,  Of,  e  1'  area  A  di  quesio  parallelogrammo  sarà  : 

A  =  e,f,  ieu.(e,  f,) . 


1 


„.»•"„»" 


.1)' 
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Nel  caso  dcgii  assi  x,  y,  s  coordinaiL  in  0  ad  angolo  rcito ,  ol- 
Ire  Ai  esiere 


>  =  Py  —  Ra  ,      ed   { 


zQo  —  PlS; 


a  z^  tco*.{xi) ,      b  =.icos.(yt) ,      c  =  tco».(xt)  : 

e  quesli  ass!  a,  f>,  c  délie  aree  A  ,  B ,  C  saranno  diretli  nel  verso 
posilivo  0  negalivo  dcgiî  assï  x,  y,  z,  secondochè  il  risultalo  délie 
operaziont  espresse  dai  biaomî  (71;^  —  Qy  )  ,  etc.,  sari  posiUro  o 
negalivo. 


œt^^^ 


«oUa    CBrvatnra    délie    11  née. 


1.  De^nizioni  delta  linea    poligona  e  délia  linea  eurra.    Curra 
eotuiderata  corne  un  poligono  infinililatero.  Concelto  degl'infinilesimi. 


42.  La  direKione  fistala  da  due  punit  À ,  B,  i  \a  rftla  per 
eut  «i  va  dall'vno  À  all'altro  B. 

La  Kilnea  ^oUgtma  pud  deffloirsi  >  Linea  generata  dal  mofo 
di  «n  punto  eke  va  cangtando  direzione  ad  intervalli.  > 

La  Unea  carra  puo  deânirsi  >  Linea  generata  dal  moto  di 
un  punlo  che  va  cangtando  direzione  conlinuamente.  >  E  poichè  non 
si  puô  cangiar  direzione  senz'avere  una  direzione  ,  la  curva  ha  De- 
cessaria mente  tn  ogni  punto  ima  direzione  determinata.  La  relia  che 
rappretenla  la  direzione  délia  curta  in  un  dato  punto,  si  cbiama 
tangenle  alla  curva  in  gueslo  punto. 

Immaginiamo  una  linea  poligona  intcritta  alla  curra:  la  curra 
sarà  divisa  in  archi  che  avranno  per  corde  i  lati  délia  linea  polîgo- 
na.  Se  ciasciino  di  qiiesti  archi  si  divide  in  dae  parti,  e  si  tirano 
te  corde  ai  nuovi  archi,  ne  nascerâ  una  seconda  linea  poligona  in- 
scritta,  il  cui  numéro  de'  lati  sarà  due  volte  piii  grande  che  nella  pri- 
ma. INel  modo  stesso,  alla  seconda  si  faccia  Buccedere  una  terza  po- 
ligona inscrilla,  e  poi  una  quaria,  una  quinta  e  cosi  via  via.  Se 
tutte  queste  linee  polîgone  tnscriite  (ave  il  numéro  de'  lati  si  rad- 
doppia  nel  passare  dair  una  all'altra)  si  riguardino  corne  diverti  sta- 
ti  di  vna  linea  poligona  tariabile,  la  cui  freqaenaa  nel  cambiar 
direzione,  crescendo  indeDnitamente,  tende  a  tratformarti  in  con- 
tlnnitft.  si  vedrà  chîaramente  che  sifTalta  lînea  poligona  ha  per 
limite  la  coincidenza  colla  curva ,  e  che  pero ,  a  mitura  cite  i  lati 
di  guetta  linta  poligona  e  gli  archi  corrispondenti  délia  curva  ten- 
dono  ail'  evanegcenza  ,  il  loro  rapporte  tende  ad  ettere  uguate  al- 
V  unilà. 
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,  Laonde  se  denotiamo  per  it  un  arco  dfUa  atna,  tonvergen' 
10  fo  zéro ,  e  per  ^c  la  corda  rorrispondente ,  sarà 


Ora  :  Quando  due  guantità ,  quall  ii,  Je,  li  fanno  convergere  verso 
lo  zéro ,  affine  di  ecoprire  il  limite  del  loro  rapporta,  che  tolo  tî 
Toglia  ritenere  negli  nUlmi  rlNallall .  queile  quantità  ti  dicono 

lBllDlle«lme .  e  invece  dell'eguaxione:  lim. —  =  1,  p«r  seoplifi- 


e  si  dice  che  .- 

(  Il  rapporto  deW  arco  infiniteeimo  alh  eua  corda  i  ttguale 
aW  vnità.  ■ 

E  questo  è  cii>  che  uoicameute  si  vdoI  sïgaiQcare  quando  si  alftr- 
ma  che  : 

>  La  enrva  pttl>  riguardarsi  eome  uns  linea  poUgona  in/întfe- 
eimaU,  ossia  corne  compogta  di  un  numéro  infinilo  di  lati  infini- 
tesimi  (pollgono  Infliiitllalero) ,  ed  ocnl  tangente  >  come 
it  prolungamento  di  uno  di  guetti  lati. 

Ai.  Similmente,  se  si  parte  dalla  deBnizione  che  :  >  La  direzione 
fistattt  da  Ire  punti  A,  B,  C  non  posti  in  Unea  retta  è  it  piano 
che  paita  per  quesli  tre  punti  :  •  arrireremo  a  stabilire,  cod  ud  ra- 
gionainento  analogo  al  précédente ,  che  : 

»  La  «aperflele  cnrva  pub  riguarâar$i  come  una  «nperfl- 
cie  polledra  Inflnlteslmale  *  cioê  come  una  tuper/icie  com- 
poita  di  un  numéro  infinito  di  facce  in/înitenme  ;  ed  ogni  piano 
tangente  *  come  il  prolungamento  di  una  di  guette  facce. 

45.  A  TÏe  meglio  rischiarare  il  concelto  degl'  inflnitesimi  si  os- 
serri  che,  data  per  esempio  r  equazione 

y  =  a:*,   sarà  y  •*•  <h/ zz  (x  •*-  ix)',    iyz={x-+-  w)"  —  a^  , 

ossia  iy  ^  2xix  -^  Ar'  , 

êy 
donde  il  rapporto  —  =  2x-*-ix. 


Se  qui  supponiamo  che  ix  e  per  conseguente  J*j  convergano  ter- 
to  l'evanetcenza ,  il  loro  rapporto  {^2xH'  itx)  tia  e?ideD  te  mente 
per  limite  2x,  vale  a  dire 


Ora  quando  si  convenga  una  voila  per  tempre  che,  negli  ultimi  ri* 
sultati    de'  nostri    calcoli ,  non  si  voglia    riienere  a)iro  che  il  timi- 

le  =  2:r  del  rapporto  ~   ,  potremo  subito  da  bel  principio  scrirere 

dx 

riguardando  il  primo  membro  corne  il  iiiiiiltolo  délia  quantità  che 
c  ncl  secondo  inembro  ;  e  cbiamate  infinitesime  le  due  quantità  dx,  dy, 
sari  leclto  di  sopprimere  nell*  equazione 

dy  =:  Zxdx  +  dx' 

il  termine  àx^ ,  siccome  quello  che  prerediamo  con  cerleiza   d«Tere 


46.  Ciô  posto ,  si  possono  fermare  e  ritenere  i  due  principii  se- 
guenti  : 

I*.  Vn'eqitazioRe  infinilesimah  (  qualt  dy  =z  2xdx -*- dx*  )  » 
pub  »in  da  princtpio  rendere  omogenea  ritpttlo  agit  in/tnitaimi, 
riUnendo  tolo  i  lermini  infiniUiimi  deW  ordine  pià  piccol»  (  quali 
dy,  2xdx  ) ,  e  tratcvrando  gli  allri  (*)  ; 


{*)  Gl' iDflnilesimi  tl  dividnno  In  divcrsi  ordini  per  mczzo  del  scgumle  cri- 

(  Sia  i  un  inflnileiinio  dd  prim'ordine,  cd  j  =  {{i)  un    allro   iunnilc^imo 
enanncente  con  i.  Secondocbd  il  rapporto 


qusndo  i  duc  inllniloîimi  i,  j  svanlscono,  risscc  flnito,  o  infinilo,  a  ttro,  l'inll- 
riilcsitno  j  si  dico  dcll'  ordiau  =ni,  o  di  ua  ordiac  minore  d  maggiora  di  ni. 


iPMKMCE  41 

2*.Iiell'  eqHazioni  infinitetimali  (<|iiale  dt^dc),  dm  infinite- 
timi  ti  poiranno  loxlituire  l'uno  aU'allro,  te  il  loro  rapporta  é  ^  I. 
Cosî  ad  un  arco  inQnitesimo  possiamo  «(istiluire  la  sua  corda,  e  ri- 
guardare  la  furva  corne  Ud  poligono  infinitilatero. 

41.  Si  osservi  in  générale  clie,  ore  «ia  daia  l' espressione  del  np~ 

porto    —  -  in  funzione    &i    x,  ix   [  corne    nell'  esempîo  précédente 

è  {,%x -f  ix)\,  per  averne  il  limite  basta  porre,  in  taie  espressio- 
ne ,  Jïc  =  0.  Cosî ,  dall'  equaiione 


si  trae    1'  equazione  infinitésimale  -J-  =  F*{it)  ,  ed  anche 


(iy  =  ix.Vix)  . 

f  Gl'  tnlliiUeslaBl  ti  debbono  adunque  riguardare  come  quati' 
tità  tariabili  in  uno  tlato  protsimo  aU'evanescenza,  e  corne  deUi' 
nate  a  ttanire  affatlo  tieglt  uttinti  ritullalt.  >  Ter  ulliml  rlaul- 
IMl  si  debbono  inlender  quelli  ne'qjali,  per  eserapio,  dall'equazio- 

ne    -■-  =  fi^x  -t-  Six)  si  passa  aH'equattone  Hm.  ~  r:  F{x),  cioè 

qudli  ne'guali  a    -j—  $i    toitituisce  F'(x)  ,    limite  a  cui  ït  rtduce 

la  quanlità  ¥\x  -+-  ^^x)  per  êx  ^  0. 

Pertanto  gl'  infinitesimi  si  distinguono  dalle  allre  quanlità  varia- 
bili  per  due  caratteri  esnenziali.  Il  primo  carattere  riguarda  il  tem- 
po présente,  ed  è  di  eiter  considerati  in  uno  ttato  prouimo 
aW  evanesrenza;  il  secondo  caratlere  rigiiarda  ii  fnturo  ,  ed  è  di 
e»iier  dettinati  a  tvanire  negli  utlimi  ritullati.  Queslo  caraltere  ci 
richiama  i  llmlU  di  rapporti  di  quantilà  convergenti  veno  la  zéro. 

CoroU.  Un  in/inilesimo,  siccome  quanlità  variabile  destînala  in 
uttimo  a  svanire,  si  pvè  suppor  minore  di  ogni  atsegnala  comuiv- 
qaa  piccoUiiima  quanlità. 


In  e«neral«  :  ■  Due  tnfinittilmi  t\  dicono  oiiogi:cei  o  dello  ttn^  ordini 
loro  rapporta,  aUorehè  iiianitcono ,  riduceii  ad  uiia  guandià  finiia.  * 
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48.  V  inflHifo.  negli  Dsi  maletnatici,  it  puà  riguardare  corne 
una  quantità  tariabUe  il  eut  valore  inverso  (  dok  il  <|aoto  cfae  si 
ottiene  dividendo  1'  unili  per  sifUilta  quantilà)  i  un  infinitetimo;  e 
per  conseguente  :  corne  una  quantilà  ehe  li  puù  êuppor  maggiore  dt 
ogai  agtegnala  comungue  grandittima  quantità. 


2.  Definizione  delta  curvatura  di  una  linea  :  angolo  cke  serre 
a  misurarla.  Curvalura  del  circolo,  tipo  di  paragone  a  cui  si  ri- 
porta  ne'  diverti  punti  il  varia  incurvarsi  di  ogni  altra  linea.  Due 
tpeeie  di  curvalura  neUe  linee  correnti  nello  tpazio. 


49.  Per  corao  dl  una  linea  s' inlende  t{  moto  del  punto  ehe 
la  va  generando.  Cosi  In  linea  ÀBCDEe  (  fig.  25  )  segna  la  via  del 
punto  ehe  1'  ha  generata  ,  parlendo  àa  A  e  fermandosi  in  e. 

50.  Qiiando  il  corso  di  una  linea  cangia  direzione  in  un  dato 
punlo,  per  csempio  in  C ,  1'  angolo  compreso  Ira  le  due  direzioni 
consécutive  Bb,  Ce,  cioè  1'  angolo  bCc  ,  si  chiama  devtaclone 
délia  linea  in  tal  punto  ;  e  questa  deTiazione  si  dire  «nsolo  dl 
confinsensa  se  la  linea  consiste  in  un  poligono  infinitilatero  , 
raie  a  dire  m  una  linea  curva. 

51.  La  cnrvatnra  di  nna  linea  è  la  somma  di  tutte  le 
âeviazioni  successive  del  suo  corso.  Cosi  la  cnrTalora  délia  linea  po- 
ligona  ÀBCDEe  (fig.  25)  è  ugnale  alla   somma  degli  angoli  : 

aBb  -t-  bCc  -t-  cDd  -t-  dEe. 

Teor.  La  curvalura  di  una  linea  AB  (fig.  26)  ,  situata  tn  un 
piano,  ha  per  misura  l'angolo  aDb  con  cui  deviano  l'una  dalVal- 
tra  le  direxiont  finale  ed   inlzlale  delta  linea  (Bb,  Aa). 

Dim.  Dà  un  punlo  0  si  conducano  due  raggi  Oa,  Ob  rîspeitiva- 
mente  paralleli  aile  dtrezioni  inizîale  Aa  e  finale  Bb  délia  linea  AB, 
e  del  medcsimo  senso  :  1'  angolo  aOb  sarà  eguale  all'angolo  aDb. 
Se  ora  si  considéra  nn  raggîo  Om  ehe,  girando  intorno  ad  0,  pren- 
da  successiramente  le  direzioni  parallèle  a  quelle  del  corso  délia  li- 
nea AB,  dallorigine  A  al  termine  B  ,  è  palese  ehe  la  somma  di  lut- 
te le  deviazioni  consécutive  di  questo  raggio  ,  ossia  l'angolo  aOb  , 
sarà  eguale  alla  somma  di  tutte  le  deviazioni  délia  linea  AB,  e  pero 
darà  la  misura  délia  curratura  di  essa  linea. 


IrPENBlGB  43 

Corail.  La  eurvatura  di  uns  tinea  piana  i  jmr  miturata  dal- 
l'angolo  con  cui  deviano  t'  una  daW  altra  le  normali  aile  direzio- 
ni  finale  ed  iniziale  delta  eurva.  lafatti  M  per  0  cooduciamo  i  rag- 
gi  Oa',  Ob'  panilleli  aile  dette  norniali ,  e  per  consegiieote  perpen- 
dicoUri  ad  Oa,  Ob,  ai  avranno  le  relarioni 

ang.{ah')  ^  ang.{ab)  -*•  ang.{hh')  , 
ang.{,ah')  =  ang.(aa')  -(-  ang.{a'b')  , 

dalle  quali ,  essendo  rettî  gli  angoli  {aa")  ,   (bb')  ,  si  trae  ang.(a'b') 
=  ang.{ab)  =  cuiratnra  délia  lïnea  AB. 

62.  Teor.  La  curratura  $  di  an  arco  circolare  è  nguale  alla  lun- 

ghezza  »  dell'arco  divisa  pel  raggio  r,  cioè  s  =  —  . 

Dim.  L'arco  circolare  essendo  in  ogni  punto  normale  al  raggio 
eondotto  a  tal  punio  ,  1'  angolo  centrale  opposto  ail'  arco  (  darà  la 
inisnra  délia  curvalura  f  dell'  arco  (  coroU.  prec.  ).  D'  altronde  sap- 
piamo  dalla  geonietrla  che  1'  arco  circolare  è  uguale  al  prodolto  del 
raggio    per    1' opposto    angolo    centrale:  dunque    «  =  r»,   e  «luiodi 


Coroll.  Se  si  fa  *  ^  1  ,  si  avrà  «  ^  —  .  Vale  a  dire  ; 
r 
(  Se  un  arco  circolare  è  uguale  in  lungbezza  aU'uniU  lineare,  la  sua 

curratura   è   uguale  al  valor  reciproco  del  raggio  (  =:  — 1  ,  e  puà 

riguardarsi  come  1'  unttà  di  curvatttra  rispetto  ai  divergi  archi  del- 
lo  stesso  cîrcolo.  ■ 

Scolio.  Nel  circolo  la  curvalura  è  uniforme  ,  vale  a  dire  ad  ar- 
chi eguali  corrisponde  senipre  un'  egual  curvatura  ,  mentre  nelle  al- 
Ire  linee  la  curvalura  suot  variare  passando  da  un  arco  ad  un  aliro 
di  egual  lunghezza.  Di  qui  è  avvenuto  che  la  curvatura  del  circolo 
si  adopera  come  tipo  di  paragone  per  conoscere  e  misurare  il  vario 
incurvarsi  di  una  linea  ne'siioi  diversi  punti.  Ed  înratli ,  essendo  il 
circolo  pienamente  determinato  netia  sua  grandezza  e  posizione  da 
tre  punti  non  posti  in  linea  relta  ,  se  una  curva  si  riguarda  come 
un  poligono  infiniiîlatero,  è  palese  che  ad  ogni  paio  di  latercoli  con- 
secntivi  corrisponderâ  un  circolo  parlicolare  ,  chiamaio  circolo  otcu- 
latore  ,  il  quale  mostrera  coaie  varia  la  curvatura  délia  linea  di  cui 
si  traita  nel  passare  da  punto  a  punto. 
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£3.  Circolo  otculatore  o  di  cunatura.  Sopra  una  curva  data 
consideriamo  tre  punti  conseciitin  A,  M,  B,  ei  il  circolo  per  cssi 
determinito.  Se  immagiDiaDio  che  i  puDtî  estremi  A,  B  ù  Tadaoo 
awiciDando  conLinuamente  al  punio  vtedio  M  sUcome  ad  nn  limite 
flsso,  si  Tara  évidente  che  ancbe  il  circolo  AMB,  rariando  in  corris- 
pondenza  ,  tenderà  a  costiluirsi  in  itn  certo  stalo  flsso  di  grandezza 
e  di  posizione.  Il  circoh  limiu  a  cui  tende  il  circolo  AMB  mentre 
i  punti  A,  B  tendono  a  coincidere  col  panlo  M  ,  si  chiama  circolo 
ogculatore  délia  curva  data  net  punlo  M. 

Questa  definizione,  ove  si  abbia  présente  ciô  che  devesi  intendere 
per  poligono  inRnilalero  (43)  ,  puo  esprimersi  sotto  una  forma  assai 
piii  concisa  dicendo  : 

n  II  circolo  oifulolort  di  una  carra  in  un  punto  if  è  quello  clie 
ioiomo  al  punto  M  ha  dut  ehmenli  in  comune  colla  curva  :  •  in- 
lendendo  per  elciociiti  di  una  carva  i  lalercoU  délia  meiIcEima  consi- 
derala  corne  un  poligono  inDiiililatero.  >  Si  cTiiaina  raggio  otculatore 
quello  che  dal  punlo  U  di  contatto  va  al  eenlro  del  circolo  oscula- 
lore,  0  di  curTatura. 

Sia  dt  V  arco  infinitesimo  clie  la  curva  ha  in  comune  nel  punto 
M  col  circolo  osculatore  ,  de  la  curvatura  Ai  di  ,  iA  r  A  raggio  di 
esso  circolo.  Sarà  dg  —  rde  ,  donde  I'  espressione  ddl'  unitâ  di  cur- 
Talura  del  circolo  osculatore  nel  punto  if  .- 

de        t 


Si  dice  curvatura  di  una  linea  l'o  un  dalo  punio  it,  l'unilà  di 
curvalura  del  suo  circolo  oscalaiorc  in  tal  punto,  cîoè  la  quamili  = —  . 

54.  In  una  curva  corrente  nello  spazio  ,  due  de'  suoi  elemenii 
dit,  dt'  conseculivi  ad  un  dalo  punto  M  delerminano  il  piano  detlo 
oacnlatore  dclla  Ilnca  nel  punto  M.  Quando  la  linea  non 
corre  in  superficie  piana,  il  piano  osculatore  varia  da  punlo  a  punto. 

>  La  tomwa  di  lutte  le  deviazioni  lucceeeive  de'  piani  otrulalo- 
ri  si  dice  iieconda  carvatnra  délia  ilnca*  chiamandosi  pri- 
ma cnrvatnra  délia  ilnca  la  tomma  di  lutte  le  deviaxioni 
tuccetdve  délie  tue  iangenlt.  > 

(  La  deviazione  di  due  piani  oÊCulalort  cotùecutivî  ad  un  pun- 
to M,  snol  denoniinarsi  angolo  dl  (or«lonc  ddia  curva  nel 
puoto  H. 


3.  Formole  rbe  danno    le    direzioni  délia    tangente,  det  raggio 
oeculatore  ,  deil'aise  del  piano  otculalore,  e  l' angoto  di  torBione. 


N.  B.  Nelle  propoSizioni  che  segDono,  le  coordinate  x  ,  y  ,  2  si 
■iippongono  rellangolari. 

55.  Teor.  I.  La  dlrexlone  eke  una  curva  t  ha  ia  un  funto 
qualunque  M  (x,  y,  z)  »i  fa  nota  per  le  formole 

«..(^0  =:  ^  ,       coe.(ye)  =  -^  ,       co..(«)  =    -^  . 

dove  la  leltera  «  sotlo  i  coseni  indica  la  dîrczioDe  délia  curva  1  nel 
^unto  M,  e  dt  k  SDlla  curva  l'elemEnto  MU'  che  unisce  i  due 
punli  conseculWi  (.r,  t/,  z),    {x-t-dx,    y-*-dy,    z-t-dx). 

Dim.  Poichè  la  proiezione  di  una  relia  sopra  un  asse  è  uguale 
alla  dilTerenza  délie  ascisse  relative  ai  puuti  iniziale  e  finale  delta 
Blessa  relta  (18),  le  proiezioai  delF  etemento  d»  sugli  assi  x,  y,  z 
saranno 

dx  =  dt.coB.(xi) ,    dy  =  dt.c<a.(yi) ,    éz  =:  dij:o$.{z») , 


donde  le  formole  proposte. 

56.  Teor.  JI.  Xel  punto  M(x,  y,  z)  di  una  curva  g  ,  la  dlre- 
Blone  del  rasslo  oaculatarc  r  che  dal  punlo  M  va  al  centro 
di  Gurvatura,  et  ha  dalle  : 


,     .         r     ,  dx  ,  »•     .   «iy  ,    ,        r     ,  dz 

i.fxr)  =-;—  d—r-  ,  coi.lyr)  =  ^-  d  — ,-  ,  coi.lzr)  ^  -;-  d  —r , 
dt        di  "  '        d$        ds  ^    '       dt        di 


lelo  al  raggio  osculatore  r. 
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Dim.  Si  prolnngbi  1'  elemento  d»  =  MM"  in  M'm  =:  1  ;  qnesta 
retta  M'm  (fig.  27) ,  siccome  ^  1 ,  avrà  per  componenli  i  cosent  Ae- 
g]i  angoli  che  la  sua  direiione  di  fa  coi  Ire  assi  coordinali,  e  per6 


(jrm).=  -=r,     (Stm), 


"  dt  ' 


I  coseni  degli  angoli  analoghi,  relaiÎTi  alla  miova  dîrezîone  M'n  che 
prende  la  curra  t  nel  punto  M',  saranno  espressi  dalle  formole 


"  ~di  d»  ' 


La  tinea  m»  (fig.  27)  consideraia  corne  un  arco  circolare  cbe  ha  il 
ccDtro  io  if,  misuratido  1'  angolo  di  contingenza,  viene  espressa  da 

mit  =  <i$  =  —  ,  e  paà  riguardarsi  corne  parallela  al  raggio  obcu- 

I  a  tore  r. 

D'  altra  parte,  la  linea  mn  e  la  lioea  spezzau  mSt  -*- M'n ,  es- 
sendo  linee  conterraine ,  cadraono  colla  stessa  proiezione  sopra  un 
asse  quaisîvoglia ,  ed  aveodosi 

mM"  •*-  if  »  =  M'n  —  M'm  , 

concbiuderemo 

(mn),  =  (M'n  -  Strn).  =  d~    =  ~  cosXxr)  , 

(mn)y={Stn  —  M'm)^=d^  =  ~coi.(yr), 


cià  che  prova  il  teorema. 


£7.  Corolt.  Se  la  curva  t  corre  nel  pinno  (xy),  le  direzioni  dél- 
ia tangente  e  del  raggio  osculatore  r  si  avranno  dalle 


•■(->=T7''-^- 


Inoltre,  essendo  retio  l'angolo  (tr),  saranno  complementarii  gli  an- 
goli  (ix)  ed  (xr)  ,  e  per  cODseguenza  gara 


cot.(xr)=—i 

tv-M, 

{'■»(.")--%■ 

ten.{ar)=     c 

M.(X«), 

ossia 

"»("■)  =  i' 

Si  avrerta  che  l'angolo  (tr)  si  snppone  poùtiTo  quando  à  âpre  nello 
stesso  senso  dell'  angolo  [xy). 

Dalla  doppia  espressiooe   de'  valori  di  ttn.{xr),  e  di  cos.{xr)  A 
ricafa 

J_  _  _1_    ._^_ 1     ,  (te 

r    "   dx       dt    '~        dy       dt    ' 


In  qnest'eqnazïone  il  segno  (±),  che  è  per  olTrire  il  seconde  mem- 
bro  a  operazioni  eseguite,  serve  a  indicare  in  quai  senso  s*  inflette 
la  direzion  délia  carTa  nel  pnato  {x,y)  [  inOessione  rappresenlata 

ds  1 
da  dS  = 1 ,  vale  a  dire ,  se  nel  senso  in  coi  si  sappone  essersi 

aperto  l'angolo  (xy),  OTvero  in  senso  contrario. 

Scolio.  Quando  una  curva  è  data  nello  spazio,  se  si  détermina 
una  dclle  tre  coordlnate  (x,  y,  z)  di  nno  de'  snoi  punti ,  per  esem- 
pio  la  X,  si  vede  (  immaginando  la  llgnra  )  cbe  resteranno  con  essa 
determioate  le  altre  due.  Quindt  le  coordinale  {x,  y,  z)  di  un  punto 
generatore  di  una  curva  debbono  esser  vincolate  da  due  eqnazioni 
f(x,  y,  z)  :=  0 ,  F(_x,  y,  z)  ^0  ,  cosiccbè  data  1'  ona  sono  da  ri- 
guardarsi  corne  note  le  altre  due  ;  owero  debbono  dipendere  da  una 
quarta    variabile  per  mezzo  di  tre  equazioni.  Per  piii  generalità  e 
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sinmletrla  gioTa  adottare  qoest'  ultima  snpposïzione  cbe  comprende 
anche  la  prima,  t  riguardare  lacilamente  ciasciina  délie  Ire  x,  y,  x 
corne  fiinzione  di  una  quarta  variabile  indipeDdente. 

68.  Teor.  III.  La    direztone   deW  aa«e  v    del  piano  oicutatore 
(di,  dt')  délia  cvrta  i  ntl  ^lunlo  {x,  y,  z),  ti  ha  dalle  formait 


vcos.{^  —  dyd?z  *—  dzd'y  , 
vcot.(yv)  =  âxd^x  —  dxd^z , 
VCos.(zv)  =  dxd^y  —  dyd'x  . 


Dim.  A  partire  dal  punto  (x,  y,  s)  sïano  ds,  di  due  élément!  con- 
BecHtiri  dclla  curra  t,  de'quali  il  seconde  devii  dal  primo  coU'angoIo 
di  coniingenza  de,  e  siano  (dx,  dy ,  dz),  (dx',  dy' ,  dz')  le  lo- 
ro  proiezioni  rïspetlivc  siigli  assi  coordioati. 

Se  co};li  elemeiiU  di,  di'  si  coitruisce  il  parallelogrammo :=  dtdt'ds, 
r  asse  c  di  questo  parallelogrammo  cadra  sugli  assi  x,  y,  z  colle 
proiezioni  (  39  e  41  ) 


vcot.{xv)  =  dyd:^  —  dzdi/  , 
ecoï. (yti)  :=  dzda^  —  dxdz' , 
tco$.{zT)  =:  dxd^f  —  dyd£  . 


ove  si  trascarino  gV  infinitesimi  di  ordïne  siiperîore  al  terzo,   t' es- 
pressione  t  =  dids'di  si  riduce  alla  seguente 


ti  =  d»^i6  zz . 

Inolire  si  ha 

dx'  =zdx'*-  d'x  ,    dy'  ^  dy  •*•  d*y  ,    dz'  =  dz  •<-  d'z . 

Sostiloendo  qiiestî  valori  di  dx',  dy' ,  d/  nell'  espressioni  preco- 
denii ,  esse  si  miitano  nclle  proposU. 


^ 


1 
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50.  CorolL  Quando  la  curva  è  tulta  sitaata  nel  piano  œy,  allora 
i*espressioDe  dell'area  del  parallelogrammo  dsds'de  somministra  (16): 


ds^dO  n  —  =  dxd^y  —  dyd*x  . 


Si  ha  dunque  in  générale 


1    dxd^y  —  dyd^x    1        dy  

r    ^"  ds^  dx       ds 


1         Ap 

dy        ds 


60.  Teor,  IV.  V  angolo  dl  torslone  di  una  curva  nelj^nn^ 
to  {x,  y,  z)  ,  denotato  per  do,  si  oUiene  dalla  formola 


ds' 


.  do  =  d^X'Cos,(xv)  -4-  d^y,cos,{yv)  -*-  d^z,cos.{zv)  . 


Dim.  I  tre  elementi  ds,  ds' j  ds'^  cbe  si  succedono  sulla  curva  s 

a  partire  dal  punto   {x,  y,  z)y   determinano  due    piani  osculatori 

{ds,  ds')t    (ds\  ds")  che  si  segano    nella  direzione  di  ds\  e  clie 

comprendono  tra  loro  V  angolo  di  torsione  do. 

ds* 
Essendo  v  :=  —  Vasse  del  primo  piano  osculatore  (dsy  ds^,  in- 

r 

dichiamo  per  a,  6,  c  le  sue  proiezioni  sugli  assi  Xy  y,  z,  talchè  si 

abbia 


a  zn  dyd^z  —  dzd^y^    b  =  dzd'^x  —  dxd^z  ,     c  =  dxd^y  —  dyd^x, 


e  per  conseguenza 


adx  -f-  bdy  -4-  cdz  =  0 


Siano  v',  a\  b*,  c'  cio  che  diventâno  le  quaniità  v,  a,  b,  c  quan- 
do dal  primo  piano  osculatore  si  passa  al  secondo  {ds\  ds"),  Sarà 

t>'  r=  u  -H  do  ;     I    a'  n  a  -H  da  ,    6'  =  6  -♦-  d6,     c'  =  c  -f-  de  I  • 


APP. 
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La  deviazione  degli  assi  omologbi  e,  v'  àe'  due  piani  osculalori  es- 
sendo  egoale  a  quella  di  questi  piani  sarà  =  de  (24). 

Ora  sulle  diie  rette  v,  v'  prese  per  lad  si  costrjisca  il  parallelo- 
grammo  =  vv'do  :  V  asse  di  esso  si  comporrà  délie  retie  espresse 
dai  binomîi  (  39  e  41  ) 

be'  —  cb' ,     ca'  ~  ac' ,     ab'  —  ba'  , 
Dssia  : 

bde  —  edb  ,    cda  —  adc  ,    adb  —  bda  . 

Inoltre ,   avendo  qitest'  asse  la  direiione  délia   linea  d' intergczitme 
de'  due  piaoi  osculatori  {dt,  di') ,  {dj ,  dt")  ,  cioè  di  di',  sarà  (4) 

vv'da    ___   bie  —  cdb 


v'da 

~dr 

i  qui  si  sostituisce 


risii  Itéra 
duoque 


(  ifc  =:  dzd*x  —  dad*s  , 

\  dc^  dxd'y  —  dyd*x  ,  ed  adm  ^  —   bdy  —  cdz  , 


bdc  —  cdb  ^dx  (  ad^x  •*-  bd*y  •*-  cd^z  )  ; 


-j~  do  ^  ad*x  •*■  bd^y  ■*•  cd*z  , 

dalla^  quale  ,  ore  si  sostiiaisca 

d$» 
«=  -—  I    a  :=»cog.(a:ij),     b^veot.{yt),    e  =  ticoi.{s9)  , 

natce  subito  la  formola  proposU. 


4.  Formole  relative  :  1*.  alla  direzion  delta  normale  in  un  data 
punto  di  una  iuperficie  curva  ;  2*.  al  piano  tangente  ;  3*.  ed  al  rag- 
gio  oscvlalore  délie  linee  correnti  tulla  iteua  luperfieie.  Appli- 
tazione  aile  eurve  piane. 


N.  B.  Quando  ana  qnantità  N  h  fumione  di  altre  qwaatità 
X,  y,  z  etc.,  cioè  taie  che  a  determinarla  lia  neceeiario  e  lufficien- 
te  che  vengano  determinate  le  teconde,  si  scriverà 

JV  =  N(x,  y,  X,  etc.) 

apponendo  dopo  la  quantité  JV  te  altre  quanlilà  x,  y,  z,  etc.  da  cui 
dipende.'e  che  si  chiamano  rariabili  indiptndenti.  Cosi,  polchè 
quando  una  gui>erncie  è  data  oello  spazio,  ove  siano  determinate 
due  délie  coordinale  (x,  y,  z  )  di  uno  de'  suoî  punti,  per  esempio 
X,  y,  è  necessariamente  delemiinata  la  terza  z  (  cio  che  si  rende 
évidente  immaginando  la  flgura  ),  sari  z:z:z{x,  y).  In  générale  le 
coordinate  x,  y,  z,  cite  rappregentano  uno  qualunque  de'punti  di  una 
superficie,  si  debbono  riguardar  corne  vincolate  da  un'equaziooe  pcr 
la  quale,  dalene  due,  si  faccia  nota  la  terza. 

61.  Teor.  I.  Eteendo  data  una  tuper/icie  N  per  mezzo  dell'equa- 
zione  N(x,  y,  z)  =  0,  la  normale  n  a  tal  superficie  net  punto 
{x,  y,  z)  avrà  la  direztone  determinala  dalle  formole  : 

.    .        \     dS 

cot.ixn)  = j —  ,  coe 

^     '       n     dx    ' 


..Am'-{%)'Am 


Taie  a  dire  :  Se,  a  partire  dal  punto  (x,  y,  z)  délia  superficie,  si  con- 
duce  una  retta  n  le  cui  proiezioni  sugli  assi  coordtnali  siano  cspres- 

,      dN        dN        dN 
se  da  -■;— ,       .  -  ,   — j^-  .  la   retta  n  sara   normale  alla  superficie 

nello  stesgo  punto  (x,  y,  z  ). 
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Dim.  V  eqiiazionc  JV  =  0  âifibrennai»  si  muta  nella 
rf.V 

p«r  la  qtiale  dal  punto  (x,  y,  s)  si  passa  ad  iin  aliro  punta 
{x  -*-  dx  ,  y  -t-  dy  ,  z  •*-  dz)  inflniiainenle  vicino  délia  superfi- 
cie JV.  Sia  di  la  linea  cbe  uniscc  que'  diie  punli ,  e  che  sappiamo 
esser  la  risultaute  délie  Ire  dx ,  dy  ,  dz  ;  per  la  propriété  cognita 
délia  ristiltanle  (11)  avremo 


Ora  dair  essere  il  secondo  membro  =  0  si  trae  roii.{ n,  ds)  =zO,  e 
si  fa  palese  clie  la  relta  n  è  normale  alla  superlleie  A'.nel  punto 
(x,  y,  z) ,  essendo  ivi  normale  ad  ogni  linea  di  che  iinîsce  il  deilo 
piinto  con  qualsÎTOglia  allro  punto  inflnitauiente  vicino  délia  stessa 
snperlîcie. 

62.  Corolt.  II  piano  (angcnle  delta  superficie  N  —  0  ha  per 
equasione  : 

dN     ,        dN      ,        dN      ,        dA  dN  dN 

dx  dy    '         dz  dx  dy     ^         dz       ' 

nella  qnalc  le  x',  y',  z'  sono  le  coordinale  del  punlo  M'  corrente  pel 
suddetto  piano,  e  le  x,  y,  z  sono  quelle  del  puolo  M  Ai  conlalto. 
InoUre  la  perpendicolare  p  calata  dalloriginc  O  délie  coordinatc  soi 
piano  tangente  ,  si  avrà  dall'  equazionc 

dN  dJi  dN 

''■p=-d^''  r'dfy-*-  dz-- 

Infaltî  ,  essendo  03ffos.{n,  Oif)  —y,  la  nota  proprielà  ilella  ri- 
sultante  (II)  esprîme  che  ciascuno  de'  duc  membri  dell'equaiion  del 
piano  tangente  c  =  n.p. 


i- 


-  =  4(?-^-T-')  =  « 


-+if-*  — =1,     ».,  =  !, 


V($-^*"^)- 


63.  Ttor.  II.  Per  eiaecuna  délit  linee  t  che,  cammitumdo   tuUa 
liiper/îrte  JV,  patiano  pti  due  punti 

(x,  y,  z)    (x  -*-  dic  ,    y  -t-  dy  ,    z  -*•  dz), 

si  ha 

~nco,.inr) [é ^ .ds  ^  d -^ .éy  ^  d -^- dzj 

dore  r  c,  ncl  panlo    (x,  y,  s),  il  raggio   osculatore   délia  linea  ( 
che  si  considéra. 

Dim.  DifleremiaDdo  la  dN  =  0,  cioè  la 

dN  .         dN  ,         dN  .   _. 
dx  dy     "  dz 

nasce  la  segncnle 

dx  dy      "       dz  \_    dx  dy    ^        dx      \ 

di  cui  il  primo  membre  si  puo  EcnTere  sotto  la  rorma 

d  r  — d-^  -*■  ~d^        <JVj«fg] 
l.  da     d»  dy     d$  dz     ds  J' 

Ma   si  è  trovato  piii  sopra  che  le  tre  lïnee  espresse  dalle 
dt  d»  d» 


rallela  al  ragglo  oscolatore  r.  Si  avrà  dunqae  per  la  nota  proprieià 
detla  risuUante 


,  dx  dN  .dy        dNdz 

dx      ds  dy     de        dz    ds 

e  da  qui  la  formola  proposta. 

64.  Scolio.  Se  la  direzione  del  raggio  osculatore  r  si  sUma  posi- 
tiva in  scnso  contrario  a  quello  che  si  è  supposto,  vale  a  dire,  se 
si  slima  positiva  nel  senso  in  cui  dal  centra  di  curvatura  si  va  al 
punlo  di  coRiatto  (x,  y,  z),  la  formola  précédente  si  dovrà  scrire- 
re  come  segue  (7)  : 

,  dN    ,         ,dli  , 
dx 

e  questa  sarà  la  ipotesî  cbe  noi  adolteremo  nelle  applicationi  di  qae- 
sia  formola. 

Si  osserri  ancora  che ,  eseguendo  la  dilTereQziazione  indicaia , 
risulta 


i       dx 

= 

dx' 

dx 

d'K   , 

d'N    j 
ES'"' 

u 

i'Ji 
df 

dy 

dxd,'^' 

[€ 

= 

d'S 

dz' 

dz 

d'H  , 
dzdx 

d'H   ^ 

e  per  conseguenza  ; 

€^- 

[-dVd-z'y'' 

W. 

i,' 

.n 

o« 

(»r) 

= 

2      ^dzdx 
\  dzdx 

1    d'H  _,  _, 

\  diai'^" 

65  TtoT.  III.  I  circoli  otculatori  di  tutle  le  cum»  *  cke  fUita- 
no  pet  due  punit  (x,  y,  z),  {x -*-  dx,  y  -*■  dy  ,  x  •t'  dz  )  dél- 
ia luperfieie  N  ^0  ,  e  cke  perà  hanno  in  cofflune  l'elemento  de,  o 
la  tangente .  apparlengono  tutti  ad  una  medenma  sfera  ;  ed  H 
raggio  R  di  guetta  tfera  i  dato  dalla  formata  .- 

dt'        ^dN   j         ^dN  ^         .dN  , 


dove  il  segno  (do),  di  cui  (in  nltimo  risultato)  sari  adblto  il  secoDdo 
Diembro,  manireslerà  se  la  normale  n  è  diretla  o  no  nel  senso  del 
raggio  R  cbe  dal  ceatro  di  curvaiura  va  al  punto  di  contatlo. 
Dim.  Fra  le  curre  »  cbe  passano  pei  dae  punli 

(a;,  y,  z),     (x-t-  dx  ,  y  -^  dy ,  x  -i-  dz) 

délia  saperflcîe  N,  consideriamo  quelta  il  cui  piano  oscolalore  ê  nor- 
male ad  essa  superficie  nel  punto  {x,  y,  z)  ,  e  sia  A  il  suo  raggio 
oscalalore.  Per  quesia  curva  il  primo  membro  délia  formola  (A)  del 
numéro  précédente  difiene: 


purcfaè  û  faccia  la  supposizione  ,  che  la  normale  n  sîa  dirotta  nel 
senso  del  raggio  osculatore  R  che  dal  cenlro  di  curvaiura  va  al  pun- 
to di  contatlo,  essendo  in  questo  caso  coe.(nR)^  i.  Essendo  inoltre 
co(.(nr)  =:  co«.(Ar),  se  si  paragonano  i  primi  membri  délie  due  for- 
mole  (A)  e  (B)  cbe  banno  identico  il  secondo  membro  ,  «i  taa 

J_  _   cot.(Rr) 
a   ~        r       ' 

e  quindi  la  relazione 

r  =  Rcos.(Rr)  , 

la  quale  signiBca  che  il  raggio  osculatore  r ,  obliqw>  alla  $uperf.~ 
cie  N ,  è  ugnale  alla  proiezione  cbe  esso  riccTe  «alla  propria^dire- 
zione  dal  raggio  osculatore  R,  normale  alla  itesia  luperptie;  e  ciô 


'■Metu- 
,  pià 
ari  ap- 


mezxo 
ptiRto 
cnla- 
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67.  Coroll.  Qiiando  iina  curva  è  daia  per  mezzo  dcll'  equazione 
N{x,  y)  =  0,  le  formole  piii  direlle  e  spedite  per  iacoprire  la  di- 
rczion  detia  langenle,  td  il  ralore  del  raggio  osculalore  r,   saranno: 


dx L  ^     ^1. i.  ^ 

^'^  ~dï  ~         ft'  dy    '      ds    ~    n  '  dx    ' 

*^^  r    ~  dx^'\dy}    "*"  dyAdx/  dxdydx'   dy 


nelle  qualî ,  per  1'  esatla  interpreUzione  àe\  segno  (±)  degli  ullimî 
risultati,  basla  arer  présente  la  doppia  ipolesi  faiia  per  istabilirle, 
ed  è,  che  la  normale  n  abbîa  la  direzione  del  raggio  r  per  cui  dal 
centra  dt  curvatura  si  va  al  piiDio  dî  contatto  (:r,  y),  e  cfae  l'an- 
golo  retlo  (ni),  onde  la  curra  i  défia  dalla  normale  n,  si  apra  nel 
senso  deir  angolo  (xy). 

Per  «tunere  le  formole  (1)  e  (2)  non  si  ha   che   da   richiamare 
le  (S£) 


cos.{x»)  =;  -^  , 


e  poi  osservare  che,  essendo  complementariî  gli  angoli  (tu-)  ed  {xi), 
ai  ha 


cot.[xs)  =z  —  ten.{xn)  z: .  — j—  . 


ed  inflne  far  la  sostituzione  nella  formola  ullima  del  n.*  prec. 

Esempio.  Siano  date  1'  ellîsse  e  r  îperbola  per  mezzo  délia  dop- 
pia equazione 


»='fê*f:-')=« 
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ATremo 


dN  X  d^N 


dx  a*   '         dx*  a*  '      ^z^  î 

dN   _         y  d^N  _  1         "^^2^ 


»=\/(^*i)- 


e  r  eqaazîon  délia  tangente  sarà 


^a!'=t^y'=  l=«.p; 


e  dair  equazione  (2)  ,  cioè  dalla 


r    ""    a""'  b^~  ^    6»  •  a*    ""  ~  a*6»  Va*    ""    >  /  ' 


si  avrà  il  raggio  osculatore 


Il  segno  înferiore  significa  che:  neir  îperbola  la  normale  p^  che 
dair  origine  0  va  sulla  tangente ,  è  diretla  in  senso  contrario  dei 
raggio  r  che  dal  centro  di  curvatura  va  al  punlo  di  contatto. 


i  VMNCIPIO  DI  PROPOKKIOUB  VBA  liB 

QVAnrriTA  vabiabiIie. 


7.  Che  deveii  intendtrt  per  guolo  di  due  quanlità  délia  tUssa 
tpecie  ?  Il  quota  di  dae  quantUà  varia  o  no  al  variare  delV  unità 
rhe  le  miiura  ?  In  quai  leneo  posiono  dirti  uguali  le  quantità  di 
ipetie  diverea  ? 

C8.  Per  rapporlo  *  raglone  o  qnoto  di  due  quantità  omo- 
genee  A,  S,  per  esempio  di  due  lunghezze,  si  dere  intendere:  una 
terza  quantità  deuinata  a  indicare  quale  tummulliplo  deW  ttna  B 
debbati  prendere ,  e  guante  voile  ripelere  per  avère  l'  équivalente 
deW  altra  A.  Cosi  se  fosse 


^=8,     =-f  ,     =1/30, 


nel  primo  easo  il  quoto  r:  8  indicherebbe  che  :  per  avère  1'  antécé- 
dente À,  si  deve  preodere  il  summultiplo  massimo  Ae\  eonteguente  B, 
cioè  lo  stesso  B.  e  poi  ripeterlo  8  folte;   nel  second»  caso  il  quo- 

2 
to  ^  -T-  indicherebbe  che:  per  avère  À,  si  deve  prendere  il  subquia- 

tuplo  di  B,  ossia  la  qainta  parte  dt  A,  e  poi  ripeterla  due  volte; 
nel  terzo  caso  il  quolo  irrazionale 

=  t/30  =  5,4772.... 

tarebbe  destinato  a  indicare,  cod  approssimazione  vicina  al  vero 
quanio  si  vuole,  quale  summuttiplo  di  B  si  deve  prendere  e  quanle 
voUe  TÏpctere  per  avère  A. 

Due  quantità  si  dîcono  commensurabili  tra  loro  qiiando  esiste 
un'  unità  di  mtsiira  summuttipla  dell' iina  e  dell'  alira,  e  si  dicono 
incommeniiirabili  quando  è  inipossibilc  che  esista  una  laie  iinilû. 
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/{  quolo  di  due  quanlità  À,  B,  Ira  loro  tncommenturabiti,  pub  rt- 
guardarti  corne  limite  di  un  ntfmero  razionale.  Infalti  |)rcndiaiDo 
per  unità  di  misura  un  piccolissimo  suiniiiulliplo  iel  consegaente  B: 
il  resîduo  che  lascerà  l' antécédente  À,  àimo  per  taie  unità,  gara  piû 
piccolo  di  taie  imilà  ;  e  pero,  al  pari  di  taie  unilà,  si  potrà  atte- 
nuare  al  di  là  di  ogni  grado  assegnato.  Coaî  te  due  quantità  A,  B 
cessano  di  esscre  incommensurabili,  scemandone  una  di  tal  parte 
che  si  pu6  suppor  minore  di  qnalsivoglia  comunque  piccolissima  gran- 
dezza;  e  per  conseguenza  il  loro  quoto  puo  riguardarsi  come  limite 
al  quoto  di  quantîlà  commensurabili,  ossia  ad  un  numéro  raxionale. 

Pertanlo:  Il  quolo  di  due  quanfilà  è  semprc  un  numéro,  ara  in- 
fère, ora  frallo,  ora  irrazionale:  è  il  numéro  preso  nella  sua  ge- 
neralîlà,  e  quale  Tu  definilo  da  IVewton. 

■laorare  una  quantità  è  dividerla  per  1'  unità  di  misnra.  Tra 
le  quantità  dello  stesso  génère  si  snole  scegliere  per  uniià  di  misura 
la  piii  semplice,  cioè  quella  che  per  esser  flssata  richiede  il  minimo 
numéro  di  dati.  Cosi  1'  unità  di  lunghezza  è  una  relta,  1'  unità  di 
snpeThcie  è  un  quadraio,  1'  unità  di  volume  è  un  cuho. 

Il  guozienle  di  due  quantità  A,  B  non  varia,  variando  ta 
grandezza  u  deW  unità  che  le  misura.  Inrattt  sia 


Si  avrà  successÎTamente,  per  la  definïiion  del  quoto. 


-.(?;   A:=Lu. —  Q=.B.Q,  e  pero  -s-  =  0- 


Danque    —  .- —  =:  — -  ,  qualunque  sia  la  grandezza  detl'unità  u. 

Da  qui  si  raccogjîe  che,  ne' quozicnli  délie  quantità  omogenee, 
il  nome  ed  il  sitnbolo  di  una  quantîlà  puo  sempre  riguardarsi  corne 
il  nome  ed  il  «im6ofo  del  numéro  che  si  ottiene,  misurandola  colla 
medeiima  unità  onde  si  siippongono  misurate  tutte  le  altre.  Cosi,  se 
ACM  .  , 

—jT  ,   -^  ,  —^  rappresentano  quozienli  di  linee,  B  si  poira  nguar- 

ilare  come  simbolo  di  uno  stesso  numéro  in  tutti  i  quozienli. 

Se  convengasi  di  non  comprendere  sono  i  nomi  ed  i  simfaoli  dél- 
ie diverse  quantità  che  i  toro  rapporti  alla  rispettiva  unità  di  misu- 
ra, si  potrà  dire,  senza  contraddizione,  che  una  liuen  è  uguale  ad  una 
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Buperflcie,  ad  un  volume,  ad  una  forza:  essendochè  cio  st  riduce  3 
dire,  che  numeri  distinli  eon  nomi  diverti  tono  eguali  Ira  toro. 

£  iialese  cbe  al  rapport»  di  due  quanlîtà  dî  una  specie  si  puô 
sempre  sostituire  ud  eguale  rapporte  di  due  quantità  di  nn'allra  spe- 
cie  :  cosi  al  rapporlo  di  due  forze,  0  dt  due  aree  si  puô  sostituire 
un  eguale  rappono  di  due  rette.  Tutle  le  quanlilà  di  specie  comunque 
diverse  si  posiono  adunque  ,  e  si  sogliono  rappresentare  eon  par- 
ti dell'  estemion  lintare ,  siccome  quella  che  tra  le  quantità  è  me- 
trica  eminentemenle ,  essendo  la  sola  che  ammelta  diTisioni  fadU , 
diitinle  e  permanenti. 


II.  Quando  due  quantità  rariabHi  «t  dicono  proporzionali  ? 
e  quali  tono  le  loro  proprielà?  Quatido  una  quantità  dieesi  varia- 
re  1*.  tn  ragion  inverta  di  un'attra  quantità?  2*.  in  ragion  com- 
potta  di  moite  altre  f  Quai'  è  la  legge  che  vniice  f>it)  proporzioni 
date  eon  lutte  quelle  che  li  poseono  dedurre  da  ette  ? 


69.  Due  quantità  variabilt  si  dicono  proporxlonaU *  0  che. 
varlano  In  proporslonet  quando  il  rapporta  di  due  ttati  qua- 
lunque  deW  una  i  eempre  vguale  al  rapporta  degli  stati  rorriipon- 
denli  delV  altra.  Cosi,  in  un  circolo.  1'  angolo  «emrale  si  dîce  pro- 
porzionate  ail'  opposto  arco  perché  il  rapporto  di  due  stali  qualun- 
qiie  dell'angolo  ,  ossïa  di  due  angoli,  si  dimostra  uguale  al  rapporto 
degli  opposti  archï. 

Teor.  Se  due  quantità  tono  proporzionati ,  1*.  il  rapporto  dei 
loro  corritpondenti  valori  i  coitante  ;  2".  e  t'  una  di  ette  è  ugua- 
le al  prodotlo  deU'attra  per  una  cottante.  E  viceverta. 

Dim.  i*.  Ûenotiamo  per  X,,  J,,  iT,  etc.  diversi  stati  delIa  pri- 
ma quantità,  e  per  y,  ,  ¥^  ,  ¥,  etc.  gli  stati  corrispondenti  délia 
seconda.  Dire  che  le  due  quantità  sono  proporzionali  ê  dire  che  si 
hanno  le  relaztoni 
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Ora  in  quesle  proporzioni,  se  supponiamo  (  gîasta  la  conrenzion  fon- 
ilamentale  délie  mateniatiche)  chc  J^,  J,  ,  A\  etc.  F^,  F,,  F,  etc. 
siano  numerî  esprimenti  i  rapport!  de'  dWersi  statî  délie  dne  quan- 
titi  alla  rîspettiva  unità  di  misura,  si  potranno  alternare  i  termini 
medii  ,  ed  otterremo 

indicando  per  a  una  costante.  E  adnnqiic  provato  che  se  due  quan- 
tità  sono  proporzionali  >  il  rapporto  de*  loro  corrispondentî  ralori  è 
sempre  lo  stesso. 

2*.  Da  qui  s'  înferîsce  che,  rappresentando  per  x,  y  i  valorî 
corrispondenti  e  yariabili  délie  due  quantità  ,  si  avrà  in  générale  : 

y  =  ax  , 

OTe  la  costante  a  rappresenta  la  misura  dello  stato  di  y  corrispon- 
dente  ad  â?  =  1. 

Viceversa  :  da  t/  =  ax  si  ricara 

F.  =  aX,  ,      F,  =  aX,  , 

e  quindi 

K  ~  y, 

CorolL  Due  quantità  proporzionali  x,  y  non  variano  che  per 
gradi  proporzionali  «far,  êy  ,  e  viceversa.  Imperoccbè  silfatti  gradi 
non  sono  altra  cosa  che  statî  corrispondenti  délie  due  quanlità. 

70.  Due  quantità  jz,  s,  si  dicono  inverfiaineiitc  o  recipro* 
eamente  proporzionali  «    se  V  una  z  è  proporzionale  al  re- 

eiproco  delV  altra  y  cioè  ad  —  ;  mentre,  per  opposizione,  la  pro- 

o 

porzionalità  si  dice  diretta  quando  x  è  proporzionale  ad  y. 

Una  quantità  U  dicesi  variare    nella    ration   composta  di 

moite  altre  «,  ^  u,  v,  x,y,z,  quando  varia  in  proporzione  col  pro^ 
dotto  di  -queste  ,  e  perô  quando  si  ha 

U  =:  a.stuvxyz. 
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71.  Date  più  proporziont,  combinando  in  diverse  guise  i  loro  ter- 
mini,  altre  moltissime  possono  dedursene,  le  qaali  percio  si  diranno 
aedotte  rispetto  aile  prime  che  sono  le  fondamentall. 

A  quai  segno  si  puô  scoprire  la  legittimiià  délie  proporzioni  de- 
dotte  ?  Per  trovarlo  ,  osserviamo  che,  se  in  una  proporzione 


X  y 


agli  anteeedenti  x,  y,  si  sostiluiscono  i  prodotti  de'rispettivi  conseguen- 
ti  a,  h  per  la  ragione,  o  quolo  q  délia  proporzione,  cioè  aq^  bq,  la 
proporzione  si  muta  in  una  idenlilà  (q'i^q),  Cio  posto: 

»  Per  riconoscere  la  legittimità  délie  proporzioni  dedotte,  basta 
prendere  dalle  singole  proporzioni  fondamentali  il  prodotio  di  cia- 
scun  conseguente  per  la  ragione  che  gli  corrisponde,  e  sostituirlo 
nelle  proporzioni  dedotte  ovunque  si  trova  il  correlativo  antécéden- 
te :  dopo  cio ,  le  proporzioni  dedotte ,  se  sono  legittime  ,  dovranno 
trasformarsi  in  identità.  » 

Infatti  se ,  per  simile  sostituzione  ,  le  proporzioni  fondamentali 
dîvengono  identité  ,  ideniità  dovranno  divenire  ugualmente  tutte  le 
nuove  proporzioni  che  da  quelle  derivano  per  via  di  conseguenze  ne- 
cessarie,  cioè  per  via  di  modificazioni  identiche  d*  identiche  ragioni. 

Per  esempio,  date  le  proporzioni 


^   —  JL  —  £- 
a  b  c   ' 


si  riconosce  subito  che  da  esse  derivano  legittimamente  le  seguenti 


X    a?-+-yH-z    ^^  |/(i4a?'  h-  By^  -4-  2Cxy) 

T  —  ~a'^b^c    "^  l/{Aa^  -^  Bb*  -h  2Cab)  ' 


perché,  fatte  le  sostituzioni  indicate  (xzzaqy   y  z^bq,  z::z  cq) , 

si  riducono  alla  identità  (qzr:  q). 

In  modo  analogo  si  dimostra  la  proposizione  segnente  : 

Un'  equazione,  ovwgenea  rispetto  a  certe  gitantità^   non  cessa  di 

sussistere  se  a  tali  quantità  se  ne  sostituiscono  altre  rispettivamen- 

te  proporzionali. 


64  ippEnoicE 

Ter  esempio  ,  data  I'  equazioDe 

Ax*  -*-  By'  -*-  Cz'  =:  A'yz  -h  Hzx  -+-  C'xy , 

ed  inoltre  la  proporzionalilà 

^  —  X  —  _i 

a    ~    b    ~    c    ' 
sarà 

Àà^  H-  Bh"  -4-  Cc'^  =  A'bc  -¥■  Ifca  ■+■  Cab. 


III.  Avti  ntttun  criUrto  per  eonotetrt  te  due  quantità   tariauo  m 
proporzione  Ira  loro? 


72.  Due  quanlilà,  dipendenli  V  una  daîV  aîtra ,  ti  manifèstano 
proporsionali  tra  loro  a  quetto  tegno:  •  fit  qualunque  ttato  ti 
comiderino ,  al  raddoppiarii  ,  triplicarii,  quadrupUcarti  etc.  del- 
l'  una  ti  dee  raddoppiare ,  triplicare ,  quadruplicare  etc.  neceita- 
riamente  anche  t'  allra.  * 

Dim.  Alla  espressa  condizîone  soddisfacciano  le  due  quanlilâ 
X,  y,  le  quall  (per  flssar  le  idée)  siipporreoio  che  consUtano  in 
un  angolo  AOB  col  vertice  al  centro  di  un  circolo,  e  nell'  opposto 
arco  AB  (fig.  28).  Si  traits  di  prorare,  che  il  rapporto  di  due  atati 
qualunque  X,  X,  délia  prima  quantiià  x  è  uguale  al  rapporto  degli 
slaii  corrispoodenti  Y,  T,  délia  seconda  quantité  y;  cioè  si  tratu  di 
provare  che  ,  se  1'  una  délie  due  qnantîtù  non  si  puo  raddoppiare, 
triplicare  etc.  senza  che  1'  altra  si  raddoppi,  Iriplicbi  etc.  ,  dee  sus- 
sislcre  necessariamenle  la  proporzione 


Sono  a  dislini^iiere  due  casi  ,  secondochè  gli  stati  X  ed  X,  di  te 
sono  commensurabili  tra  loro  od  tncommensuraliïli. 


i*.  Supponiamo  che  siano  ambidiie  commensnra'bili  dallunilà  u, 
e  cfae  u  eniri  m  votle  in  J*  ed  n  TOlte  in  X,  ,  onde  si  abbia 
A'  ^  mu ,    X,  ^  nu,    essendo  m  té  n  numerï  inleri.  Sarà 


Sia  r  lo  slatA  délia  seconda  quantità  clie  corrisponde  allô  slalo  u 
délia  prima.  Qiiando  u  diriene  «nu,  nu,  v  diTerrà  (  per  la  condizion 
deir  enuDciaio)  mv,  nv.  Cosi  i  due  stati  ]',  ¥,  délia  seconda  quan- 
lilà  che  corrispondono  ai  due  staiî  mu^X,  nu  ^^  X,  délia  prima, 
sono  rappresentaii  cziandio  da  mv,  nv.  Dunque  ¥  =  mv,  F,  n  nu, 

r         m         X 
e  per  consegnente  —  ~  —  =  -=r-  - 

2'.  Supponiamo. in  secondo  luogo  che  X,  X,  siano  incoinmcnsa- 
rabili  tra  loro.  Si  rappresentino  per  iX  ,  ^y  i  residui  die  lasciano 
gli  antecedcnli  X,  K,  misurali  che  siano  dalle  unilà  u,  v,  che  sup- 
porremo  equisummultiple  de'  conseguenti  X^  ,   K,  . 

X —  iX,  JT,  saranno  due  slali  commensurabili  délia  prima  quan- 
tità, ai  quali  corrisponderanno  nell'  alira  gli  stati  y—iV,  y^  ,  c 
si  avrâ  per  la  conclusion  précédente 


Ora  le  due  unilà  u,  r,  potendosi  ad  arbilrio  sceglier  minori  di  ogni 
assegnata  comunque  piccolissima  grandezza,  supponiamo  che  si  pren- 
dano  successivamenle  più  piccole.  In  questa  diminiizion  progressiva 
délie  unità  m,  c,  e  per  consegnenza  de'  residui  JX  ,  jy ,  i  due  rap- 
port! (a)  (  conservandosi  sempre  uguali  )  si  accosteranno  sempre  piii 

aï  loro  limiti    rispeUÏri-p-,    -y.  È  adunqiie  cliiaro  che  questî  lî- 

miti ,  a  cui  convergono  insieme  (quasi  per  toccarli)  quantité  sempre 

,.   X       y 

uguali ,  sono  iieccssanamenle  nguali  :  -y  ^  -p-  - 

Cosi  è  provato  in  générale  che,  se  due  quantità  sono  in  taie  di- 
pendcnza  che  1'  una  non  si  possa  raddoppiare,  tripiicare  etc.  senza 
che  si  raddoppi  ,  iriplichi  etc.  1'  allra,  le  due  quantità  saranno  pro- 
porzionali  ira  loro. 


66  iprsNDicE 

Corotl.  Due  quaniilà  x,  s  saranno  tnt)«r«amente  proponionali , 
se  al  raddoppiargl,  Iriplicarsi  etc.  dell'  uds  x,  l'altra  z  si  subdnplt- 
ca,  subtriplica  eic;  esseado  efidente  che,  in  questo  caso,  sono  le  due 

quantili  x,  —  ,  che  insieme  si  raddoppîano,   triplicano  etc. ,  ossia 

che  sono  direttamente  proporzionalî.  Quindî,  se  aglî  slali  X,  X,  dél- 
ia prima  corrispondono  gU  slati  /,  Z,  délia  seconda  ,  sarâ 


donde  XZ  =:  XfZ,,  raie  a  dire:  AUorchè  due  guantità  tono  t 
tamente  proporzionali ,  il  hro  prodotto  è  cottante. 


IV.  Acvi  nessun  eriterio  per  mtotcere  se  una  quantità,  dipendenU 
da  pià  allre,  varia  a  no  in  proporzione  col  prodotto  di  eue  ? 


73.  Una  quantità  U,  dipendente  da  più  altre  (s,  t,  v,  x,  y,  z  elc), 
si  manifesia  in  proporslone  col  prodotto  *li  eaae  a  queito 
tegno  :  t  La  quantità  V  si  dee  necessariamente  raddoppiare,  tri- 
pticare  etc.  con  ciascuna  délie  quantità  da  eut  dipende  (s,  t,  v,  x, 
y,  z  elc),  allorchi  si  congervano  cotianti  tulle  le  altre.  • 

Dim.  La  quaniilà  U,  dlpendcndo  dalle  quantità  s,  t,  »,  x,  y,  s  etc., 
od  essendone  funzione,  si  puô  designare  cosî 


Per  indicare  il  cangiamento  di  stato  di  una  qualunqiie  di  esse  si  ap- 
porrà  un  apice  alla  letiera  che  la  rappresenta. 

Sia  Jt  il  rapporto  di  due  stali  qnalunque   délia  quantità  U ,  tal- 
cliè  si  ahbia  în  générale  : 

-^  =  B ,     donde     V-=V,.R, 
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denolando  n  il  niiinero  délie  quanlità  s,  t,  v,  x,  y,  z...  che,  a  comi 
ciar  dalta  prima,  si  concepiscoDo  variate  in  U.  Divisa  l' eguaglian 
ultima  per  (/,_(  diveoU 


(0 


Esaminiamo  le  conseguenze  di  questa  formola. 
1».  Sia  n  =  2.  La  (t)  ossia  la 


equtvarrà  alla  segaente 


/•^,  t,  r,  X,  y,  z....  )  _  /-(V.  (,  «,  X,  y.  g-.) 
f{t\l,v,x,y,z....)  ~  f(s;t.v,x,y.z....)      " 

In  questa  formola  il  primo  menibro  rappresenta  il  rapporte   de'  due 
staii  ne'  qnalî  si  trOTa  U  per  la  TariazioDe  délia  sola  quanlilà  t,  e 

)ierô  sarà   -— ~  3=  — ^  ;  ed  il  coeffieienle  di   B    rappresenta    il  rap- 

porlo  de'  due  staii  ne'  quali  si  trova  U  per  ta  variazione   délia  sola 

'^,=~-n,    donde  R=-^-=-.-^; 

Taie  a  dire  .-  ««  délie  quanlità  t,  t,  n,  x,  y,  z....  le  tarianti  ton  due, 
V  legus  la  ragion  composta  di  queste  due. 

2*.  Sia  »  =  3.  Nella  formola  (l)  diïenuta 


Il  primo  membro  rappresenta  il  rapporto  de'  dne    statî    ne'  quali  si 
trova  U  per  ta    variaiione    délie    due    quanlità  >,  t,  e    pero    sari 
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=  -T  -  -j-  >■  ed  i'  coefïïcicnlc  di  fl  rapprcscnla  il  rappono  de'  dtie 
stati  ne'  qiiali  si  trova  U  per  la  variazione  délia  sola  qiianlità  o  ,  e 
pero  sarà  =:  — .  Quindî    cotesta  formola  si  ridure  a 


-.B,    donde  A  =:  — - 


vale  a  dire  :  le  délie  qtiantUà  t,  t,  v,  X,  y,  z  etc.  le  varianlî    ton 
tre,  U  segtte  la  ragton  compogla  di  queile  tre. 

3".  Sia  »  ^  4.  La  formola  -jr-  =  -^R  per  la  conclusion    pré- 


cédente diventa 


T"'  1  '  v'  X     '  ~   î^*  i'  '  t'  '  v'  '  a^   ' 

Si  vede  ormai  che  1'  andamento  del  raziocinio  è  sempre  lo  sLe»- 
so,  e  che  il  proposlo  criterio  é  pienamente  dimostralo. 

Coroll.  Essendo  U  proporzionale  al  prodollo  ttexyz....,  si  avrà 
in  générale  -' 

V  —  a.stvxyz.... 


oie  la  coslante  a  rappresenla  il  Talore  dello  ststo  di  U  comspon- 
dente  ad 

(~t,    t  ^  l  ,    c^l,    X  2^  i  ,    y=:l,    etc. 

Quindi,  se  convengasi  di  prendere  per  unità  di  ntisiira  di  U  quello 
stato  di  U  che  corrisponde  ai  valori  eguali  ail'  iinilà  rispeitiva  délie 
allre  quantiià  »,  l,  v,  x,  y,  z  etc.,  sarà  o  =  I,  ed 


e  si  potrà  dire  che  :  Una  quanlUà  è  ugitale  al  prodoUo  di  pià  al- 
lre quando  ê  proporzionale  a  quetio  prodollo. 
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SeoUo.  Allorchc  Ira  le  quanlità  t,  t,  v,  x,  y,  s....  vc  ne  fosse  al- 
cuna ,  a:  per  esempio,  che,  Hlenendo  coslanli  le  attre,  segiiisse  la  ra- 
gioD  inversa   Ai  U,  è   palese  che  nctl'  ullimo   rUuIiato  si   dovrebbe 

scrivere  invecc  dï  essa  il  suo  reciproco  -^  =  a~*  ,   siccome  quello 

cbe  è  diretumeote  proporzionale  cor  U. 


Formole  per  le  qvali,  medianle  gV  immaginarii,  »t  paxta  dalle 
Unee  trigonometrifhe  agit  etponenziali,  funxioni  dt  uns  ttesta  va- 
riabile,  e  tireterta.  Ijoro  rappretenlazione  neW  iperbola  equila- 
tera  (a;»  — y'=  I). 


74.  Teor<  /.  Po»to  i  ^  l/'—  i ,  w  »»  dénota  per  e  la  baie 
de'  logaritmi  Neperiani ,  e  per  o  una  variahile  eopace  dï  qualtivo- 
fflia  valore,  ii  avrà  in  générale  : 


nella    qtiale  il  prima    membro    si  dee   riguardare    corne   slnabolo 
tlclla  fUnzlooc  di  o  rappresentala  dal  «ccondo  mcm- 

liro ,  funzione  che  gode   di  tutte  le  proprielà  degli  etponenziali 
co»tenu(e  nelle  relastoni 


z  «"-^^  ,     (e")"  =  e' 


Dlm.  La  rerilà  délia  formola  (a)  sarà  dimostrala  in  tutta  la  sua 
gencralilà,  ove  si  laccia  vedere  che  essa  non  esprime  allro  che  una 
ptira  idenlilà,  essendo  1'  un'o  e  l'altro  de'  suot  membri  il  simhoio  di 
una  siessa  série  convergente.  A  questo  fine  osserviamo  che,  se  per  u 
ed    e    s'  intendano  due    quantilà    reali  e    rariabili,    1'  applicazîone 
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del    teorema   di  Taylor  sommlnbtra  le   tre   série  segaenti,  dl   nota 
convergenza  : 


c»  =:  1  ^  t* 


u' 


W 


tt' 


1.2 


1.2.3  1.2.3....fi 


H-  elc. 


C08.0  zz  i  — 


Q' 


1.2 


1.2.3.4  1.2.3.4.6.6 


etc. 


sen.o  =  o 


0 


1.2.3 


1.2.3.4.5 


1.2.. ..7 


etc. 


Ora  si  ponga  uzzio  nelia  prima  série,  e  nel  secondo  roembro  si 
metia  in  evideoza  t.  Si  avrà 


e'*'  =  1  — 


o« 


1.2 


1.2.3.4  1.2.3.4.5.6 


etc. 


1.2. 


1.2.3.4.5 


1.2... .7 


etc 


) 


Qui  r  esprcssione  6*^  non  pno  aver  altro  significato  che  quello  di  es- 
sere  il  simholo  délia  série  che  è  nel  secondo  membro ,  e  che  mani- 
festamenle  è  =  cos.o  -+-  isen.o.  £  ne  segue  che  questo  binomio  go« 
de  di  tulle  le  propriété  degli  esponenziali.    Cosi 

(cos.o  H-  isen.o)  (cos.o^  ^  ise^i.o^)  =:  co8.(o  -h  fi»^)  -♦-  isc».(^-«-»J , 

corne  si  puo  verificare  dîretlamente. 

Scolio.  Si  arriva  naturalmente  alla  idenlilà  (a)  per  mezzo   délia 
formola  intégrale 


(1) 


/ 


du 


(/(  1  *  w) 


=  %.[^/(l^-tt")•^-t*]^-C, 


considerata  essa  medesima  corne  una  identiià  ;  C  è  la  costante  del- 
r  integrazione. 


1 


/  Qoesta  formola  si  trova  poDendo 

|/(1  -f  tt")  =  5  —  u  ,     doode     1  =  s*  —  2«ï  , 

,        dz             du  ... 

e  per  conseguente  (z  —  i»)<(ï  =  zdu  ,   =  — ,    ed  inflne 

Se  nella  (I)  si  fa  u  =  i«en.«  ,  sarà 

(/(i  -t-  w')  =  tôt.»  ,  rfu:r  icos.e.do,  —7- =  ido; 

e  la    (I)   darà  /"  ide  ^log.[fot.B  -t~  isen.e)  ,  ossia 

10  ^  log.ieoi.o  .+.  iten.o)  , 

donde  la  ideniità  (a). 

CoroU.  I.  Dalla  formola  (a),  cangiando  il  segiio  di  0,  si  raccoglie 

\     c^'"  =  cot.o  —  Uen.e  ; 


;  quindi ,  sommaiido  e  soilraendo  , 

b)\  e  ito 

{      t»en.9  =z  l  (e'H  —  «"■»')  ;  \ 


formole,  per  le  qnali  le  linee  Irigonometriche  di  archi   reali  si  espri- 
niuno  in  fuDzione  di  espooenziali  iminaginani. 
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Coroll.  II.  E  queste  formole  (b)  (  o  piulloslo  idcnlilà  oiedianlc  le 
scrie  convergent!  )  se  ad  »  si  sostiluUca  io  ,  diventano 


nelle    qualt    It   linee   Irigonometricke     delV  arco    immaginario  l'o  ti 
debbono  riijuardare  corne  gimboli  delU  fanzioni  reali  di  o  rappre- 
tentale  dai  secondi  membri  ,  funzioni  cke  godono  di   lutte   le  pro- 
prielà  dette  linee  irigonometricke  degtî  arrhi  reati. 
Inoltre  dalle  (e)  si  fa  manifesio  che  le  funzioni 

cot.(ia),  —  iten.{ia) 

sono  qnanlilà  reati,  poiitive  e  creicenti  indeftnitamente  colla  varia- 
bite  0  ,  e  che  ad  e  :=  0  corrispondc  it  valor  minimo  dell'uoa  e  del- 
r  altra,  il  qiiale  per  la  prima  è  =;  1  ,  e  per  la  seconda  è  =  0. 

75.  Tcor.  //.  Le  due  quantità  coi.{ie),  —  i  ien.{ia)  si  possono 
riguardare  {fg.  29)  come  l'ascissa  x:=  OP  e  l'ordinala  y  =  l'M  di 
un'  iperbola  equilatera  ,  e  la  quanliià  a  corne  uguale  a  duc  volte 
r  area  del  scuore  iperbolico  AOM. 

Dim.  Poslo  X  =  coi.(io)  ,  y  =:  —  i  tea.{io)  ,  risulia 

x'  —  1/*  —  1  , 

equazione  dell'  ïperbola  equilatera. 

Sia  dA  r  area  del  seltoro  elcineniare  compreso  tra  i  raggi  vetto- 
r,  t '*"  df ,  che  dal  centre  O  dell'  ïperbola  vanno  ai  punti  (x,  y), 
(x  -t-  dx,  y  -*•  dy) ,  iQclinando  tra  loro  coll'  angolo  di.  Sarà'  (16) 

2dA  :=  f^d9  —  x{y  -*-  dy)  —  y{x  •*-  dx)  —  xdy  —  ydx  , 
la  qnale ,  ove  si  sostituisca 

(   X  ■=:        cot.{io)  ,  i   da;  =  — ifert.{it>).d«i  , 

\   y  =z — isen.{io)  ,  \   dy=.         coï.(ttf).(i»  , 

diviene  2dA  =  <io  ,  ed  integrala  dal  punto  A  fmo  al  punto  it  del- 
r  ïperbola  ,  produce 

2A  =  ». 
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76.  Queiila.  NeU'ipeitola  eqnilaura  x*  —  y'  =  1  {fig.  29),  trovar 
l'equazioni  cbe  legano  due  a  due  le  tre  seguenti  quantilà:  raggio  veitort 

f  =  OH,  tetlore  AOU^^  -—  ,  ed  angolo   corrùpondente  *  =  AOM  ; 

délie  quali  qiiantità  iina  qoalunque  trae  seco  eTidenieucnte  la  deter- 
minazione  délie  allre  due. 
Bùpotta.  Si  IroTa 

(I)  .    t'  =  eo«.(2w)  , 

m.(2t»)=- 


eot.{2B)   ' 
—  tfm.(2i«}  =  lattg.{2»)  ; 


«w.  (2*)  : 


M.(2.-)   ' 
ten.(29)  =  —  itang.i2i»)  ; 

1  -H  «n.(2fl) 


(4)  {  2-  =  i  hg.    [Z'Z'm    =  ''•i'""^<t=^  -*-  *ï  • 


e  quesie  formule  aï  possono  riguardare  corne  integrali  dell' equazioni 
diOïrenziali 

(5,  *  =  -^,     *=^    * 


c«M.(2e)  cw.(2t>) 

Dit».  1*.  Esieodo 

X  zs  a>i.{i9) ,    y  =  —  i«n.(t») ,     f*  =  a»  M-  y"  , 
ira 

f'  =  CW.*(ltl)  —  ««.■(t»)  =rc(u.(2iB),  *  î 

2*.  Similmente ,  essentlo  x  =  frM.(«),  aarà 

i 

™..'(i.)  =  eo..(2i.)eo<.'(>),  I 


74 
la  qiiale  ,  arendo  ligjardo  alla  formola  Irigonomelrica 

2ro«.*«=  1  -I-  foir.2u  , 

si  rMuce  a 

1  -*-  fw.(2.-«)  =  rM.{2fe)  [1  -*-  ro*.(2e)] 

c  quindi  alla 

'"'■<"''' =7;^S7- 

Da  questa  nascono  le  (2)  e  (.3)  )ier  mezzo  4ellc 


to 

.»«  -1-  fen.'u  =  (  , 

W«J.» 

=  7; 

':i  ■ 

3«. 

La 

("). 

osfiia  la 

e± 

"  =   COI.tt 

d:  t«».tt, 

fatto  u 

= 

- 

2ia  si  cangia  nella 

w 

«It- 

= m.(2.-. 

=ctwn 

(2.-.) 

che,  guardand 

alie  (2) 

somminhira 

donde 

<" 

.0. 

«».  (2«) 
(2<)        ' 

«-»"  = 

1  — 

COI 

.».(2f) 
(2.) 

e*" 

=  '  * 

,™.(2.)  . 

=  /any."( 

:^  -^ 

•). 

e  quindi  la  (4). 

4.*  DifTerenziaDdo  la  co«.(20)co(.(2i«)  =:  t ,  si  ottiene 


questa  ,  a  cagion  délie  (2) ,  produce  le  (5). 


n 


Scolio.  Si  osserri  ancora ,  clie  dalle 

X  =  co$.{io)  ,  y  =  —  iiin.iio)  ,  a;»  —  1/  =  I  , 

i  ricaTa 

e**  =  a7±y  =  j:a:  \/(x'  _  I  )  =  i/{l  -t-  y»)  ±  tj  . 

lonJe 


^^^m^^ 
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PRIME  JVOZlOmi  B  PBOPBUSTA  FONDAMEIWAIil 

DKIJUB   SEUonn   comcHB. 


].  Definizioni,    ed  equazioni  Ira  i  raggi  vetlori. 


77.  Si  dicono  sezioni  caniche  le  diverse  curve  piane  che  si  pos^ 
sono  incidere  sopra  la  superficie  di  un  cono  a  base  circolare.  Esse 
sono  di  tre  specie  :  1'  ellisse ,  V  iperbola  e  la  parabola. 

Vellisie  è  una  eurva  piana  cosi  conformata,  che  la  somma  délie 
distanze  di  ciascuno  de'suoi  pnnli  M  a  due  punti  fissi  F,  F  (fig.  30), 
chiamali  fochi^  risulta  sempre  uguale  ad  uoa  qoantità  costante  2a. 

Viperbola  è  una  curva  piana  cosi  conformata,  che  la  differenza 
délie  distanze  di  ciascuno  de'suoi  punti  M  a  due  fochi  F,  F  {fig.  31) 
risulta  sempre  uguale  ad  una  quantità  costante  2a. 

Ciascuna  di  queste  due  curve  è  adunque  generata  dal  moto  di 
un  punto  M  che  scorre  in  piano  sifTattamente,  che  rimanga  sempre 
verificata  V  equazione  : 

F'M  db  F3i=  2a, 


/ 


valendo  il  segno  superiore  per  T  ellisse  e  1'  inferiore  per  V  iperbola. 
Le  due  distanze  FM,  F* M  si  dicono  raggi  vettori  del  punto  if. 


2.  Centro ,  vertici ,  eccentricità ,  assi  di  simmetrla  , 
delV  ellisse  e  delV  iperbola. 

78.  Centro  è  il  punto  di  mezzo  C  délia    iinea    de'  fuochi    FF. 
Quindi ,  richiamando  il  principio  délia  dualité  ,  si  ha 


CF  -H  CF'  =  0  =3  FC  -^  FC. 
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Vertiei  sono  î  punii  À  ed  A'  dove  la  curra  taglia  la  lînea  deTo- 

cbi  :  la  loro  dîslanza  i  =:  2a,  e  sono  sltnati  ad  egual  interrallo  dal 

ceniro  C  e  perA  da'  foehi  F,  f. 

[aratti,  nell'  ellîsse  abbiamo  (fig.  30} 

2a  =  fA  f  FA  =  {F'C  ■*-  CA)  -*-  (PC  -^  CA)  =  ÎCA , 
2a  =  A'F'  ^  A'F=(  A'C  -+•  CF)  ^  [A'C  -»-  CF)  =  2A'C , 


:  A'C  z:  CA  =:  - 


t  nell'  iperbola  {fig.  31)  abbiamo 


2a  =.  AP  —  FA  =  UC  -t-  CF")  -»-  (AC  -t-  CF)  ^  2AC  , 
2a  =z  FA'  —  A'F  =:  (FC  -¥■  CA' )  -*-  {FC  -t-  CA')  =  2CA', 


Eccenlricità  è  la  dUunza  tra  il  centra  C  e  ciascuno  de'  due  fo- 
ehi J^* ,  f  ,  e  si  suole  rapprescntare  per  ea ,  talchè  si  ha 


Il  eot^cienle  zz  e  delieccentricilà  sari  un  numéro  minore  o  mag- 
giore  dell'  unità  lecondochè  la  seziooe  conica  è  un'  dliise  od  un'iper- 
bola.  infalli,  corne  in  ogni  Iriangolo  ,  cosi  nel  triangolo  FMF'  il 
lato  FF'  è  minore  délia  somma  deglt  altri  due  lati  FM ,  UF ,  ed  è 
maggiore  délia  lor  dilTerenza. 

Dunque,  nell'  ellisse,  FF<FM ■*•  MF^  2a,  cioè 

2ea  <  2a  ,  e  pero  «  <  1  ; 

e  nell'  iperbola  FF  >  Fil  —  F»  =  2a.  cioè 

2ea  >2a  ,  e  perû  e  >  1  . 


78 

Sono  atsi  di  timmetr^a  délia  curva  (  conte  apparisce  dallt)  iIcH- 
niiione  sia  dell'  elligse  ,  sia  dell'  iperbola  )  1*.  la  linea  de'  (orhi 
F,  h"  ;  2*.  la  retla  condotta  pel  cenlro  C  perpendùolormente  alla 
linea  de'  forki. 

\.a  liiiea  de'  Toch! ,  che  si  dice  primo  asse  délia  curva  ,  si  mol 
prendere  per  sssc  x,  e  per  asse  y  1'  allro  asse  di  simmetria. 


.  Equazion  polare  délie  tezioni  eoniche  ; 
paramétra,  e  parabola. 


79.  Teorema.  Le  sezioni  coniche  sono  tulte  rappreseniate  dal- 
r  eqiiazione  unica 

[a)  r(l  -I-  cro»,«)  =  p,    p  =  ^a(l  —  e*), 

chiamata  equazion  polare,  dore  le  coordinate  sono  :  il  raggio  tello' 
re  r  clic  (la  un  foco  F  va  al  punto  correnle  M  delta  enm  ,  e  l'an- 
golo  e  onde  il  raggio  vetlore  FM  detia  dalla  direzione  FA  dell'asse 
de'  rodii  (/ig.  SO  e  Zt). 

Simottrazione.  Per  oitencre  colesta  cquazionc  ,  basta  ccrcarc  ed 
eguagliare  m  loro  i  valori  del  raggio  Tellorc  F'M,  dati  :  1'  uno  dal 
Iriangolo  FlUF',  e  1'  nllro  âalla  delinizîonc  dell'  cllisse  e  dell'  iper- 
bola. A  qiiesto  fine  si  osserrî  che,  rispeiio  al  Iriangolo  FSÎF",  l'an- 
golo  AFM  ^z:  o  rimane  eslerno  ort  interno  secondocliè  si  iraiii  del- 
r  «Hisse  o  deir  iperbola.  Da  csso  triangolo  si  am  in  corrisponden- 
za  ,  per   un  teorema  noio,  la  doppia  equazione 

'fW  =  FM'  ■+■  ÏT**  ±  ÎFM.yF  coe.o  , 


F'3I^  =  r*  -•-  ie'a"  ±  Aearcoi.o  . 
La  dcnnixïonc  dcllc  duc  curvc  dà  F'ST  3:  Fi)f  =  2n  ,  o  qtiindi 
FM  =  2a  ^  r. 


r-^ 
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Egiiagliando  ira  loro  i  due  vatorî  dî  fjf ,  si  oltiene 

r*  -*-  ie*a*  d:  icarcoi.o  r:  (2o  zp;  r)* , 
doode 

±  4or(l  ■*•  ecot.o)  :=  4fl»{l  —  «»)  ; 

e  difidenito  per  ±  Ja  ,  e  ponendo 

p  =±  o(l  —  «'). 
si  concbiude  1'  equazion  proposia 

r(l  •*-  e  cot.o  )  =  p  - 

Seolio  I.  Si  osservi  che  a  «  =  00*  Gorrisponitc  r  =r  p  . 

La  quanlilà  2p,  che  si  chiama  parametro  ,  cquirale  danqae  ad 
una  corda  délia  ciirva  ,  condotla  per  iin  foctt  perpendicolanneste  al 
primo  asse  di  simmetria 

Seolio  II.  Si  dice  parahola  la  carTa  rappretentata  dalt'eqiiazioDe 

r(l  -•-  eot.B)  =  p  , 

ossia  da  cio  a  cui  si  riduce  1'  equazion  polare  (a)  per  e^  1-  La 
parabola  è  quindî  una  terza  sczione  conica  ,  ube  puô  arersi  corne 
il  limile  in  cui  tendono  a  confondersi  1'  ellisse  e  r  iperliola  allor- 
chè  il  numéro  t ,  considerato  came  variabile  ,  «i  fa  conrergere  ver* 
so  I'  unità. 

Cogi  una  medesima  eqaazione  ,  I'  eqiaziooe  (a) ,  Msia 


rappresenta  tutte  te  sezioni  coDÎcbe  ,  1'  eilisse,  la  parabola  ,  l' iper- 
bola  >  secondochè  riesca 

e  <  ï  ,    =  1  ,    >  1. 

Inoltre  rellîsse  si  trasforma  in  circolo  di  raggio  f  =  p  quando  sva- 
nisce  I'  ecceniricità  ,  e  =  0  ,  o  quando  i  Tochî  si  riuniscono  nel 
centro. 


4.  DUtanze  Ira  i  verlici  td  un  foco  F. 

80.  Le  disianie  FA  ,  FA'  tra  il  foco  F  e\  due  vertîcî  À,A'  At\' 
V  ellisse  o  dell'  îperbola  (/î^.  30  e  31  )  rappresenlano  i  valori  del 
raggio  Teltore  FM  per  s  =  0  ,  e  s  =  180*.  Avremo  dunque 


FA 


P_ 


FA'  : 


1  ■ 


Nella  parabola  ,  essendo  «  =  I  ,  sarà 

FA  =  ip  ,     F'J  =  00  ,  e  di  pin  a  =  - 


Taie  s  dire  :    nella  parabola  il    centra  ed  un  foco  tono  littMli  ad 
una  dittanxa  infinita  dal  vertice  A. 


fi.  Altra  àejtnizione  délie  sexioni  eoniche. 

81.  Teorema.  Ciasc una  délie  ire  seiioni  contche  è  nna  curva  pia- 
na  generaia  4al  moto  di  un  punto  M  le  cui  di^lanxe  MF,  MQ 
(  fig.  32}  da  un  punlo  fisso  o  foco  F ,  e  ûa  uoa  relta  Hua  o  diret-' 
trice  DL,  li  mantengono  sempre  in  un  medeaimo  rapporte  tra  loro: 


MQ 


superiore ,    od  ugtiale 
un'  iperbola  ,  od  una 


e  secondoebè  qneslo  rapporto  è  inferlore  , 
air  unità  ,  la  serione  conica  sarà  un'  ellisse  , 
parabola. 

Dim.  Per  mettere  in  aperto  cbe  le  curve  ^efioite  dall'  equazione 
FM  =  e.MQ  ,  tono  veramente  \e  tre  seiioni  eoniche  ,  basta  far  ve- 
dere  che  (|uest'  equazione  non  è  allro  clie  una  nuora  forma  del- 
r  equazione  (a). 


ï 


firriNDiGE  SI 

Dalla  consideriiione  délie  direrse  posiiioni  del  puntp  M,  acconce 
a  ve  ri  Bear  1'  equazione 


sppansce  : 

1*.  Cbe  la  curva  da  essa  rappreseDtata  è  simmelrica  nspello  alla 
linea  FD  condotta  da  F  perpendicolarmente  sulla  direttrice  :  la  relta 
FD  è  adunque  iin  atte  di  timmetria  ; 

2*.  Cbe  la  dJsianza  Jf^  d'iviene  iiguale  ad  FD  quando  il  raggio 
Tcttore  FM  è  perpendicolare  ad  FD  ;  cosiccbè ,  se  in  questo  caio  si 
fa  FM  =  p ,  sarà 


j)  =  e.FD  ,  donde  Ffl  =  -^  ; 


3*.  Cbe  la  distanza  FD  è  sempre  uguate  alla  proiezione  cbe  rice- 
ve  sopra  di  se  dalla  linta  spezzala  {FM  •+■  MQ);  cosiccbè  ,  posto 
FM  =  r  e  r  angolo  DFM  =  «  ,  sarà 

FJ)  =  rcot.o  -t-  MQ  . 

Questa  fonaola ,  ove  ad  FD  e  ad  MQ  si  sostiluiscano  i  loro  ralori 
— ,  —  dali  dalla  relaziaoe  FM  ^  t.MQ,  e  poi  si  moltiplichi  per 
e  ,  si  caBgia  in 


!  {rco$.a  H 1  =  r(l  -h  ecoi.o)  , 


che  è  r  equazion  polare  (a). 

Scolio.  Ad  ogni-foco  corrispondendo  una   direttrice,  Y  ellisse  e 
r  iperbola  avranno  ciascuna  due  direllrici,  ed  una  sola  la  parabola. 

La  parabola  si  puo  deBnire:  Una  curva  piana  di  cui  ogni  punio  M 
è  siinato  ad  egual  dislanza  da  un  foco  F  e  da  iina  retta  direttrice  DL. 
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82.  Ttor.  Le  sezioni  eooicbe  sono  anche  rappreseataW  dall'cqns- 
zione 

y*  zz  îpar  :p  —  a:*  , 

la  quale  per  la  parabola  (a  caasa  di  a  =  «>)  si  riduce  a 

y"  =  Ipx  ; 

cssendo  1'  origine  délie  coordinate  x,  y  al  Tcrtice  A  délia    curra  ,  c 
r  aue  as  sulla  linea  de'  fochi. 

Dim.  Sia  FP  la  proiezioDe  di  FlU  sulla  direzîone  di  FÂ  (/^■32)  ; 
sarà 

FP  =r  FUeot.it , 

fatto  r  angolo  ÀFM  =:  e.  Per  otienere  I'  equazion    proposta ,  basia 
cercare  ed  eguagliarc  Ira  loro  t  valori  di  FM  daii  1'  uao  dall'  equa- 
zion   pohre  (a)  ,  e  1'  altro  dal  iriangolo  FMP. 
V  eqnazion  polare 

p  =  Fat(  1  -H  ecoi.a)  =  FU  •+■  e.fP  , 

qnando  il  panto  if  passa  per  A ,  direota 

przFAH  H-O- 

COR  che  la  relazioBe  FM  =  p  —  e.FP  ti  cangia  nella 

FM  :=:  FA  -h  e{FA  —  FP)  z=  FA  —  ({AF  ■*■  FP)  , 

e  flnalmenie  nella 

FM  =  FA  —  e.AP  . 

II  triangolo  rettangolo  FMP,  dore  PM  =,  y.  Ait 

"fS*  =:  FP"  -V  y'  =  (Fi*  -♦-  APy  ■*-  y\ 

Eguagliando  Ira  loro  i  due  valori  di  FM,  si  oltiene 

{FA  —  e.AP)*  =  {FA  -*-  APy  -t-  y». 

donde  ,  cangiato  1'  ordine  délie  letlere  in  FA  , 

y»  =  2(1  -f  e)AF.AP  —  (I  —  t'JAP' . 


:ll 
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Se  la  direzione  dell'  lue  x  ti    conta  positiva  nel  verso  ÀF,  sarà 
î(l  •*■  e)ÀF  =z2p,     . 

c  corne  gîà  si  è  fatto  p  =r  ±  0(1  —  «')  ,  donde  1  —  «"  :=  d;  -î—  , 
sosiituendo  otteniamo 

orrero  ,  essendo  AP  ^z  x, 

y'  =  2px  ^  —  x'. 

83.  Teor.  L'  ellissc  e  1'  iperbola ,  riferite  ai  loro  assi  di  simme* 
Irta  X,  y,  sono  rffppreseniate  dall'  equazîone 

«'  0' 

dove  6*  —  ap. 

Dim.  Se  la  direzione  dell'  asse  x  si  conta  posîtira  nel  rerso  in 
eut  si  T3  dal  centro  C  al  verlice  A,  si  vedrâ  che  le  due  direzionî 
<JA,  ÂP  sono  opposte  nell'  ellisse  cd  identiche  nell'  iperbola  (fig.  30 
e  31  ),  e  che,  in  questa  supposïzione ,  l'equazione  or  trovau  si  de« 
scriver  eosi  : 

y*  =  ^tp:iP=r:^~âp\ 

Ma  ora ,  essendo  CP  =  s ,  CX  =  a ,  si  ha 

AP  =  AC  -t-  CP  =  CP  —  CA  =  X  ~  tt  , 

dunqae 

S»  =  q=  2p{x  —  o)^^{x  —  a)» 

s  b* 

=:  ±  pa  5:  -^o^  =  ±  6»  T  — r  aï"  . 
a  o* 

donde  ,  dividendo  per  d:  b*  e  trasportando  1'  altimo  termiae , 
eqnazione  che  si  doreva  dimostrare. 
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84.   Teor.  L'area  À  dell'ellissc  si  ba  dalla  formola 


Dim.  Siano  x^ ,  y,  due  coordinale,  TÎncolaie  aile  coordinate  ar,  y 
per  mezzo  dell'  equazioni 


dopde    dxdy  ^  ab.dx,dy^  . 


Per  queste  relazioni  è  chiaro  che  ad  ognî  puDto  M  delermiiiata  dal- 
le coordinaie  x,  y   cornsponderà  un  piinto    Jf,    deterniinato    dalle 

coordinale  x^ ,  y,  ;  e  che  atl'eUisse  -^  ^    -   r=  t   corrUponderà   il 

circolo  x^'  -4-  y,'  =  I  dî  raggîo  :s  1  ,  e  perô  di  siiperllde  =  sr . 
Ora  dall'equazione  dxdy  =:  ab.dxidy,  si  ricara ,  che  ognî  parti- 
cella  elementare  (dxdy)  dell'  area  A  dellellissc  è  uguale  al  prodolto 
di  ab  per  la  pariicella  corrispondente  (dx,  dy,)  deU'area  x  del  cir- 
colo, e  che  perô  tutta  l'area  A  è  uguale  a  tulta  1'  area  x  moltipli- 
cata  per  ab,  vale  a  dire:  A  :r  absc  . 


délie  trt  iezioni  caniche. 


8fi.  Ellitit.  V  equazione  — ^  -4-  ^  ^  I ,  sommiiiisirando 


=  il/(a.-..), 


fa  palese  che  ad  ogni  valore  di  x  corrîsponde  una  corda  =:  2tf ,  la  - 
quale,  se  x  si  allunga  al  di  là  de'  limiti  ->-  a,  —  ir,  è  immoginaria; 
per  a;  =:  ^  a ,  iranitce ,  e  per&  prolungala  di?iene  tangente  ;  in  ap- 
presso,  dîminuendo  x  e  convergendo  «rso  lo  zéro  ,  2y  cretce  e  nel 
centro  sale  alla  manima  grandezza  =z  2b.  Si  puô  ripetere  lo  slesso 
discorso  alleruando  x,  a  con  y,  6.  L' ellitie  adunque  è  una  curvs 
rientranle  circoscrilta  dal  parallelogrammo  DE  coslruilo  sopra  i  due 
diametri  2a,  2b,  ed  ba  la  forma  ovale  tht  si  Tede  nclla  figura  33. 


■f^-T] 


Iperbola.  V  equazione  — ~ r^  ^  I ,  somministraiido 


V  =  =t  ^  P^(»'— ■)  =  ±  ^  1/ (' 

-^) 

e  (]timdi 

f«  palQse,  che  ai  of^i  valore  x  corrisponde  una  corda  2v  la  quale, 
se  X  si  aocorcia  al  di  sollo  délie  liinghezze  -*-  a,  •—  a,  k  immagi- 
naria;  per  ir^±a,  tvantKe,  e  perô  prolungala  diriene  tangente; 
in  appressv,  allungandosî  l'  ascissa  z  al  di  là  di  ±  a,  la  uorda  2y 
eregee  t  progredendo  rerso  1'  inflnilo,  si  arvicina,  corne  •  limite,  ad 

essere  =:  2  —  x,  di  oui  per  allro  ê  sempre  più  corta. 

Quindi  le  dne  relie  y  =z  ±  —  ir,  che  s' incrociano  ne!  ceniro  del- 

l' iperbola,  lendendo  ambedue  a  toccarla  ad  una  distanza  inflnita,  ne 
Rono  gli  atnnloti.  L' iperbola  duni(uc  si  compone  di  duc  branche  in- 
finité, simmetricbe  inlorno  al  ceniro,  e  contenute  denlro  glî  angoli 
opposli  di  du0  assintoti  (fig.  34). 

Parabola.  Dali'  equaiione  y^  z:  2px  si  nleva  subito  cbe  la  pa- 
rsbola  ë  ana  curra  che  stende  due  raini  ioAniti  e  simmetrici  intorno 
air  asse  x  . 


CICKiOIDE  I    «ne    e^aaslonl  ,    rnsctO 
«•cvlalere  ed  evoltita. 


86.  Âllorchè  un  eerchio  ntzzola  *opra  una  rttta  AB  (fig.  35  )i 
come  la  ruota  di  un  coccbio  sopra  una  via  diritta ,  la  curra  ehe  $i 
vien  detcrivendo  da  un  punto  qualunqae  délia  perifer\a  del  eerchio 
si  chiama  cl«lolde> 

Il  ruzzolare  del  eerchio  si  compone  di  due  mot!  slmDltanei,  l'uDO 
de'  qtiali  è  un  moto  di  rotazione  inlomo  al  centre,  e  l'altTo  è  un 
moto  di  tratlazione  del  centro  Stesso  ;  e  se  si  denola  per  6  la  IrasIS' 
zlone,  per  B  ta  nitazione,  e  per  R  il  raggio  de]  eerchio,  sari 

$  =  ne; 

imperocctaè  la  iraslazione  $  è  uguale  îd  lunghezza  a  quell'  arco  del 
eerchio  le  cui  parti  si  sono  applicate  successiTamente  sulla  via  per- 
eorsa,  c  quest"  arco  è  =  Re. 

Bnzzolando  il  eerchio  DnO  sopra  una  relta  orizzoniale  AB,  il 
punlo  generator  délia  cicloide  si  consideri  nell'  islante  che  si  Irova 
alla  somniità  0  del  diametro  verticale  DO,  ed  in  0  siano  coordinati 
due  assi  Ox,  Oy,  il  primo  nella  direzione  OD,  ed  il  seconde  pa- 
rallelo  ad  AB.  A  parlire  da  questa  posizJone,  il  eerchio  DnO  compta 
il  molo  fi  :=  Ri  ,  cosicchè  il  centro  C  passi  nei  punto  di  coordlnate 
o  :=:  A,  $  ^  se.  Quel  raggio  R  che  prima  era  nella  direzione  CO 
ora,  partendo  dal  centro  (a,  ff),  derierà  dalla  venicale  Ox  per 
l'angolo  :=  180*  —  0,  e  colla  sua  estremilà  segnerà  un  punlo  (x,  y) 
délia  cicloide.  Se  questo  raggio  R  si  proielta  sopra  i  due  assi  O2,  Oy, 
le  proiezioni  saranno 

X  —  A  =  —  Rcot.B,     y  —  RS:=Rten.9, 
donde 

X  =  R(t  —  totJ),     y=:B(e  ■*■  «».*)  , 

che  si  possono  riguardare  come  le  due  eqaazîont  délia  cicloide  tti  U 
Ire  variabili  x,  y,  $. 

Per  eliminarne  l,  dalla  prima  di  esse  si  ricavi 

»fo».  e  =  R  —  X,     B$en.9  —  \/x{2R  ~-  x) , 


ArpKNPICB 

e  da  enlrambe  differcnziate , 


dx=:de.Rten.e:^dt[/x(2R  —  as), 
dy  =  dB.(R  -t.  Rcoi.s)  =  d$[2R  —  x)  . 


Se  questo  valore  si  soMitabce  nell'  cquazione 

si  ottiene 

dt  =  dx\/  —  =a;~=da;|/2i(. 

la  quale,  integrata  cosi  cbe  ad  x  =  0  comspoada  t  =  0  ,  produce 
»  zz  2x'  \/2R  ,  e  qnindi 

t^  =  Sflar . 
Ponendo  a  =  4R,  aTremo 


i*  =2(11, 


dx^^        2x 


Coroll.  Siano  A ,  0  dne  punti  consecutiti  d' incontro  délia  cicloi- 
de  colla  bâte  AR.  L'equazione  t'  z=2ax,  ove  si  Taccia  x  =  j  a  =z  OD, 
darà  t  =  a  =  4R  ,  ossia  arc.OB  =  are.  JO  =  a  ,  e  péri 
arc.AOR:::  2a  ^BR;  Taie  a  dire  :  •  L'  intera  cicloîde  AOB  è  ugua- 
le  a  quattro  voile  la  sua  altezza  DO,  diameiro  del  circolo  generatore.> 

L'  origine  délie  coordinate  x,  y  si  TOgUa  non  piii  al  vertice  0, 
ma  al  piede  D  dell' altezza  DO,  cosiccbè  DP  (fig.  35]  rappresenli 
r  ascissa  ;r,  ed  in  questa   supposizione  si  cerchi   cià   cbe  diventano 

le  due  equazioni  i'  =:  2ax,  --j—  ^  [/ — ,  cioè   le 


Om    =  40D.0P , 


2x 


Essendo   ora  DO  =  ^  a  ,  e  perd  OD  =  ; —  \  a,   non  si   dee  far 
altro  cbe  sostituire  in  cotesie  equazioni 

OP  =:  Oi)  -4-  flP  =  —  flO  -H  DP  =  —  1  a  -t-^x  ; 
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c 

si  a?rà 

SDbito 

Oni 

2 

ossia 

t 
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-  2a  (— ào  H- «)  ,  ^-V^ 

t 

a*  —  2ax  ^a{a  —  2a? )  , 


a  —  2a? 


—  a  -f*  2a; 


dx 


=  1/      ^^       =  -i|/2aa:  =  — l/(a»  -  «») 


a  — 2ar 


Quest' eqoazioni,  non  contenendo  che  \\  dilTerenziale  di  y,  valgono  evi- 
dentemente  ancbe  nel  caso  che  l'origine  délie  coordinate  a;,  y  si 
ponga  nel  punto  A, 

Ritenuta  in  D  od  in  j4  V  origine  délie  coordinate,  si  cerchi  il 
raggîo  osculatore  r  che  dal  punto  (x,  y)  délia  eicloide  va  al  centro 
di  curvatura  (x^,  y^);  ed  appresso  V  equazion  deirevoluta. 

Da'  noti   nrinrîniî    nhhîflmn 


Da'  noti  principii  abbiamo 


X  —  x^  :=:  rcos.{xr) , 


ma 


ces,{xr)  zz  —  sen.(x$)  =: 


dx 
sds  =:  —  adx ,     d  —r-  rr  — 

ds 


r 

~  dt 

jdx 
^ds  = 

ds 

a    ' 

d$  — 

dy 


ds 


l/2ax  ; 


dnnque  sarà 


1 


r  =:  —  {/2ax ,    co$.{xr)  = [/2ax  ,  x  —  x^'^z^lx  y 


donde  x^'rz  —  x^  raie  a  dire  :  «  Un  punto  qualunque  m  délia  ci<- 
cloide,  ed  il  centro  corrispondenie  m^  di  curvatura»  sono  situati  ad 
egual  distanza  dalla  base  ÀB,  Tuno  al  di  sopra  e  Taltro  al  di  soUo.  > 
Essendo  Y  arco  Âm^  dclt'evoluta  délia  eicloide  eguale  al  raggio 
osculatore  ram^^  se  si  prolunga  OD  in  D£  r:  —  ^a,  ed  in 

DP,  ir  a?,  =:  —  x  ^ 
V  equazione  deir  evoluta  sarà 


Àm^    =  2ax  =  ÂDE.DP^  , 

L*  evoluta  délia  eicloide  è  adunque  un*  altra  eicloide  il  cui  cer- 
chio  generatore  è  uguale  a  quello  délia  proposta. 
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1.  Quando  due  quantlti  vahabili  li  dicono  proponionali!  E  quali  sono  le  loro 
proprieltî  Quaudo  uaa  quaolilà  diceil  variaro  :  l-  in  raglon  ineeria  di  un'al- 
tra  quiDtili  T  3.  fn  raglon  compotta  di  molle  allre  T  Quai  i  la  legge  che 
tiniace  più  proporiioni  date  coo  tulle  quelle  cbc  il  possono  déduire  da  tf- 
sel  Pag.  6t. 

^.  Avvi  neMun  crilerio  per  conoscere  *e  due  quantité  variano  in  proporiione 
Ira  loroî  Pag.  6*. 

i,  Avvi  neasna  crilerio  per  coDoacere  se  noa  quanlill ,  dipendentR  da  più  allre, 
varia  o  no  col  prodolLo  di  eaie.  Pag.  G6. 

DSO  degl'  iiiiiagihirii. 

Pormole  per  le  qnali ,  modianle  gl*  immagioarii ,  si   passa   dalle   linoe   trigono- 
metriche  agli  «sponeniiali ,  (uniioni  di  una  tleasa  vanabile; 
Loro  rappreaenlazione  Deiriperbola  equllalera.  Pag.  69. 


mus   HOIIOKI  E    PKOPklETi  FONDlKtinALI   DELLE  SIIIOKI   CONICBI. 

Delluiiioni  délie  seiioni  caniche,  e  loro  equaiioni  Ira  i  riggl  vellorl.    Ceniro  . 

verlici,  assi  dl  ilmmelria,  sia  dell' e1  lisse  ,  ih  dell' iperbola.  Pag.  76. 
Equazion  polore  délie  seiloni  conlche.  Parabola.  Dislanze  Ira  i    vortici  ed   un 

fuoco.  Pag.  78. 
Allra  deaniiione  dello  sezioni  eoniche.  Loro  equaiioni  Ira  le  coordinale   rellili- 

née.  Pag.  80. 
Pamia  di  ciaacnna  délie  Ire  sezioni  coniche,  Pag.  SA. 

CICLOIDE. 


Diverse  forme  dell'  equazion  délia  cicloide.  Suo  raggio 
Pag.  86. 
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